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Magnetohydrodynamische Strémungen fliissiger Metalle in
allgemeinen dreidimensionalen Geometrien unter der
Einwirkung starker, lokal variabler Magnetfelder

Zusammenfassung

Die Beschreibung von induktionsfreien magnetohydrodynamischen Stromungen bei
groflen Hartmann — Zahlen erfolgt durch eine Aufteilung des Strémungsgebiets in einen
reibungsfreien Kernstromungsbereich, "Core" genannt, und in sehr diinne, viskose
Wandgrenzschichten. Durch Vernachldssigung der Trégheitsterme fiir grofle Interak-
tionsparameter werden die Impulsgleichungen linearisiert. Auf diese Weise lassen sich
die allgemeinen Grundgleichungen in den jeweils betrachteten Strémungsgebieten stark
vereinfachen. Im reibungsfreien Core werden die dreidimensionalen Grundgleichungen
durch eine analytische Integration auf zweidimensionale Gleichungen reduziert. Die
exakte Erfilllung der physikalischen Randbedingungen an den Kanalwénden wird durch
die Losung von Grenzschichtgleichungen erreicht. Die Gleichung der Ladungserhaltung
in der diinnen, elektrisch leitenden Kanalwand und innerhalb der viskosen Wandgrenz-
schicht fithrt ebenfalls zu zweidimensionalen Gleichungen.

Durch eine Koordinatentransformation wird das Innere jedes beliebig geformten Stré-
mungskanals auf ein Einheitsvolumen abgebildet, auf dessen Oberfliche die zweidimen-
sionalen gekoppelten Gleichungen numerisch geldst werden.

Durch die Beriicksichtigung der viskosen Wandgrenzschichten und Verwendung von
geeigneten geometrieangepafiten Koordinaten ist es erstmals mdglich, mit dem Kern-
stromungsmodell dreidimensionale MHD — Strémungen in isolierten Kandlen beliebiger
Geometrie zu berechnen. Die analytische Behandlung der Grenzschichten erweitert die
Anwendbarkeit des reinen Kernstrémungsmodells auf Félle mit endlichen Hartmann —
Zahlen. Vergleichsrechnungen zu speziellen bekannten analytischen Losungen zeigen in
allen betrachteten Fillen sehr gute Ubereinstimmung. Anhand von einigen ausgewéhlten
dreidimensionalen Beispielen werden die vielfiltigen Anwendungsmoglichkeiten des
numerischen Rechenprogramms demonstriert. Berechnungen, selbst in physikalischen
Grenzfillen, stimmen gut mit experimentellen Befunden iiberein.




Magnetohydrodynamic liquid metal flow in arbitrary
three — dimensional geometries in strong,
non — uniform magnetic fields.

Abstract

Inductionless magnetohydrodynamic (MHD) flows at high Hartmann numbers are
calculated by splitting the whole flow region into an inviscid core and into very thin
boundary layers near channel walls. The momentum equations are linearized for high
interaction parameters by neglecting inertial terms. These assumptions allow
considerable simplifications of the governing equations in all subregions. In the core the
general 3D equations are reduced to 2D equations by an analytical integration. The
boundary conditions at channel walls are satisfied by the solution of boundary layer
equations, leading to 2D equations for charge conservation in the layer.

The interior of every arbitrary shaped channel is mapped by a coordinate transformation
to a standard volume. The coupled 2D equations are solved numerically on the surface of
this standard volume.

Using the core flow model, calculations of 3D MHD-flows in arbitrary ducts with
insulating channel walls become possible because viscous wall shear layers are taken into
account. The analytical treatment of boundary layers equations enlarges the
applicability of the completely inviscid core flow model to calculations of flows at finite
Hartmann numbers. A comparison of known analytical solutions with numerically
calculated results shows good agreement for all compared cases. Calculations agree well
with experimental data, even in the range of the model’s limits. The big variety of 3D
application possibilities of the numerical code is shown by some examples.
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1 Einleitung

Begrenzte Vorkommen an fossilen Brennstoffen sowie die sich verschirfende Umwelt-
problematik ihrer Nutzung erfordern die Erforschung alternativer Energietriger. Rege-
nerative Energien konnen hierzu lediglich einen begrenzten Beitrag leisten. Neben der
konventionellen Kernenergie erscheint die Kernfusion als mogliche Energiequelle der
Zukunft. Der fiir eine technische Nutzung aussichtsreichste Fusionsprozef ist die Deu-
terium — Tritium — Reaktion.

D+T— fle +n+17.6 Hel. (1.1)

Dabei ist es notwendig die beiden Reaktionspartner gegen die Abstoflungskraft ihrer
Kernladung so dicht zusammen zu bringen, daf eine "Verschmelzung" moglich wird. Die
hierzu erforderliche Energie wird den Teilchen in Form von kinetischer Energie durch die
sogenannte "Plasmaheizung" zugefithrt. Bei den bendtigten sehr hohen Temperaturen
liegen die Fusionspartner als Plasma im ionisierten Zustand vor, sodafl ihr kontrollierter
Einschlufl durch magnetische Felder moglich wird. Ein magnetischer Plasmaeinschluf} in
einem kompakt gebauten Reaktor kann in einem toroidalen Magnetfeld erfolgen.

Fiir einen kontinuierlichen Reaktorbetrieb muf} das als "Brennstoffkomponente" einge-
setzte Tritium stdndig erbriitet werden, da es in der Natur praktisch nicht vorkommt.
Folgende Brutreaktionen sind wichtig, wenn Lithium als Ausgangsstoff eingesetzt wird:

LG + Nygchnetty — T + e + Nangsam) - 2. 5HeV (1.2)
L% + Nangsam) —> T + e + 4.8HeV (1.3)
In der Abbildung (1.1) ist der Aufbau eines Fusionsreaktors skizziert. Das Plasma be-
findet sich in einem torusférmigem Gefifi, dessen Winde vom sogenannten Blanket

gebildet werden. Das Blanket ist eine Struktur, die zwischen dem heiflen Plasma und den
supraleitenden Magnetfeldspulen angeordnet ist, die den Torus umschlieflen.




12

4
5

1 Innere Poloidalfeldspule 7 Steuerspulen

2 Blanket 8 Hauptfeldspulen

3 Plasma 9 Erste Wand

4 Vakuumgefafl und Abschirmung » 10 Divertor

5 Abgaskanal 11 Aufere Poloidalfeldspulen

6 Kryostat und biologische Abschirmung

Abb. 1.1 Ansicht eines Fusionsreaktors (Toschi et al. 1988)
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Das Blanket hat die folgenden Aufgaben zu erfiillen:

—  Abschirmung der supraleitenden Magnete von Strahlungsverlusten des Plasmas

—  Sichere Kiihlung der "ersten Wand" des Reaktors

—  Erbriiten des erforderlichen Tritiums

—  Abfuhr der thermischen Leistung sowie des erbriiteten Tritiums aus dem Reaktor-
bereich.

Zur Erfiillung dieser Aufgaben sind unterschiedliche Blanket— Konzepte denkbar, deren
Realisierung derzeit in internationaler Zusammenarbeit gepriift wird. Besonders attrak-
tiv erscheint dabei das selbstgekiihlte Flissigmetall — Blanket. Durch Verwendung von
Li oder PbL7 als Fluid werden alle zuvor genannten Aufgaben gleichzeitig erfiillt. Das
selbstgekithlte Blanket hat gegeniiber anderen Konzepten den Vorteil eines einfachen
konstruktiven Aufbaus, da lediglich ein Fluid zum Einsatz kommt und somit ein einziger

Kreislauf pro Blanket — Element ausreicht.

Das in selbstgekiihlen Blankets eingesetzte Fluid ist aufgrund seiner elektrischen Leit-
fahigkeit wihrend der Durchstrémung des magnetfelddurchsetzen Reaktorbereichs der
starken elektromagnetischen Wechselwirkung ausgesetzt, die die Druckverluste und
Geschwindigkeitsverteilungen in den Kiihlkandlen mafigebend bestimmen. Entlang der
thermisch hochbelasteten ersten Wand erscheint eine in Magnetfeldrichtung orientierte
toroidale Stromungsfiilhrung sinnvoll, da selbst bei hohen Stromungsgeschwindigkeiten,
die zu einer effektiven Kiihlung erforderlich sind, zusitzliche Druckverluste durch elek-
tromagnetische Effekte vermieden werden. Da einzelne Blanketelemente konstruktions-
bedingt nur poloidal (von oben oder von unten) mit Fliissigmetall versorgt werden
konnen, sind jedoch Strémungen mit einer zu Magnetfeldlinien senkrechten Geschwindig-
keitskomponente unvermeidbar. Méglichst grofie Kanalquerschnitte dieser Versorgungs-
leitungen erlauben niedrigere poloidale Stromungsgeschwindigkeiten und reduzieren
folglich die Druckverluste. Die Verbindung der poloidalen Versorgungskanile mit den
toroidalen Kiihlkandlen erfolgt mit radialer Stromungsrichtung ebenfalls senkrecht zum
toroidalen Magnetfeld iiber eine moglichst kurze Distanz. Eine weitere Mdglichkeit zur
Reduktion von Druckverlusten besteht durch Verwendung einer elektrischen Isolation
der poloidalen und radialen Kanile, oder zumindest durch eine Verminderung ihrer
Leitfahigkeit, wodurch elektrische Stréme innerhalb des Fluids minimiert werden. Aus
dieser Stromungsfiilhrung mit zahlreichen Querschnittsinderungen und Stromungsumlen-
kungen ergibt sich die Notwendigkeit, dreidimensionale magnetohydrodynamische Stré-
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mungen fiir allgemeine beliebige Kanalformen und Orientierungen beziiglich des magne-
tischen Feldes berechnen zu konnen. Neben der Kanalgeometrie geht dabei auch die
elektrische Leitfahigkeit der Kanalwinde als Randbedingung in die Rechnung ein.

In den folgenden Abschnitten werden zunéichst die physikalischen Grundgleichungen zur
Beschreibung magnetohydrodynamischer Stromungen eingefiihrt. Eine Ubersicht sowohl
iber analytische Losungen als auch iiber bestehende Computercodes zeigt, dal diese
Verfahren lediglich fiir spezielle Geometrien verfiigbar sind, und— oder daf} sie den
fusionstechnisch relevanten Parameterbereich, bedingt durch die extrem starken Magnet-
felder, nicht erreichen. Eine gute Approximation des Strémungsverhaltens ergibt sich
bereits, wenn lediglich die wichtigsten physikalischen Effekte beriicksichtigt werden. Im
Innern eines Kanals sind dies Druckkrifte und elektromagnetische Krifte. In wandnahen
Grenzschichten stehen Reibungskrifte und elektromagnetische Krifte im Gleichgewicht.
Die Voraussetzungen, die zu diesen Annahmen fithren, werden diskutiert. Durch die
Verwendung einer geeigneten Koordinatentransformation wird jeder beliebige Stro-
mungskanal auf ein Standardvolumen abgebildet, sodaf} eine einheitliche teils analyti-
sche, teils numerische Behandlung fiir die unterschiedlichsten Geometrien méglich wird.
Das entwickelte numerische Rechenprogramm wird an einigen ausgewahlten bekannten
Beispielen und Experimenten getestet.
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2 Physikalische Grundlagen

Das Stromungsverhalten elektrisch leitender Fluide in magnetischen Feldern wird durch
die hydrodynamischen Bilanzgleichungen fiir die Massenerhaltung, Impulserhaltung
sowie fiir die Energieerhaltung beschrieben. Diese enthalten Terme der elektromagne-
tischen Wechselwirkung. Magnetohydrodynamische (MHD) — Strémungen stellen somit
eine Verbindung der Fluiddynamik mit der klassischen Elektrodynamik dar.

2.1 Hydrodynamische Gleichungen

Fiir inkompressible Fluide der konstanten Massendichte p 148t sich die Massenbilanz in
der folgenden einfachen Form als Bedingung fiir das Geschwindigkeitsfeld v angeben:

Viv=0. (2.1)

Die Navier — Stokes — Gleichung fiir Newtonsche Fluide der konstanten kinematischen
Viskositat v, die die Impulserhaltung beschreibt, mufi um Terme fiir die elektrodyna-
mischen Krifte erweitert werden.

p[%% + ('v'V)'v] =-Vp + pN2w + py B + 5% B. (2.2)

Die elektromagnetische Wechselwirkung, auch Lorentz — Kraft genannt, wird einerseits
hervorgerufen durch die elektrostatische Ladungsdichte pe in dem elektrischen Feld E
zum anderen durch die elektrische Stromdichte 7 in dem Magnetfeld mit der Induktion
B. Tragheitskrifte, Reibungskrifte und Lorentz — Krifte bestimmen den Verlauf des
Drucks p. Unter der Voraussetzung p = konst wird durch die Energiebilanz lediglich der
Temperaturverlauf innerhalb des Fluids festgelegt. Eine Riickwirkung der Energiebilanz
auf das Strémungsgeschehen gibt es nicht. Auf eine Darstellung der Energiegleichung
wird an dieser Stelle verzichtet.
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2.2 Elektrodynamische Gleichungen

Die elektrodynamischen Phinomene werden durch die sogenannten Maxwellschen Glei-
chungen beschrieben. Fiir die konstanten Werte der magnetischen Permeabilitit x und
der Dielektrizititskonstanten e lauten diese:

Vxg-- 92, (2.3)
eV F = pg (2.4)
VB =p(s + e—g—f) , (2.5)
V-B=0. (2.6)

Die Gleichung (2.3) beschreibt den Einflul von zeitlichen Anderungen des magnetischen
Feldes B auf den Verlauf des elektrischen Feldes £. Die Verteilung der elektrischen
Ladungen ergibt sich aus GI.(2.4). Durch elektrische Stréme und zeitlich variable elek-
trische Felder werden divergenzfreie magnetische Felder entsprechend den Gleichungen
(2.5) und (2.6) induziert.

2.3 Das Ohmsche Gesetz

In elektrisch leitenden Medien wird der Zusammenhang zwischen der Stromdichte 7 und
dem elektrischen Feld F durch das Ohmsche Gesetz hergestellt. In teilchenfesten, also
mitbewegten Koordinaten, ist die elektrische Stromdichte direkt proportional dem resul-
tierenden elektrischen Feld £"

=0 E". 2.7
g (2.7)

o ist die elektrische Leitfihigkeit des Mediums. Das von einem mit der Geschwindigkeit
v bewegten Leiter verspiirte elektrische Feld EF* ergibt sich durch einen Wechsel des
Bezugssystems (siehe Shercliff 1965, S.14) aus den ortsfesten Gréfien £ und # zu

E'=F + vxB . (2.8)
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2.4 Vereinfachungen

Elektrostatische Ladungen sind wegen der hohen Leitfahigkeit der betrachteten Fluide
klein. Thre Kraftwirkung im elektrischen Feld £ kann deshalb in der Impulsbilanz
GL.(2.2) vernachlissigt werden (siche Chang und Lundgren 1961). Dadurch wird die
Berechnung elektrischer Ladungen entsprechend GI.(2.4) iiberfliissig.

Der Verschiebungsstrom € dE/dt in GL(2.5) kann vernachléissigt weden. Shercliff (1965)
zeigt, dafl der entstandene Fehler von der Grofienordnung (v/c)?ist. Dabei ist ¢ die
Lichtgeschwindigkeit. Fiir verschwindende zeitliche Anderungen der magnetischen
Induktion (dB/d¢ — 0), auf die wir uns beschrinken werden, ergibt sich das elektri-
sche Feld F als Gradient des skalaren elektrischen Potentials ¢.

E=-V¢. (2.9)

Diese Gleichung erfiillt die stationire Gleichung (2.3) identisch.

2.5 Skalierung und Kennzahlen

Durch eine Skalierung der Geschwindigkeit v, der magnetischen Induktion B, des Drucks
p, sowie der elektrischen Stromdichte 7 und des elektrischen Potentials ¢ mit den
Bezugswerten vy, B, aocvgB,?, ovyB,, avyB, ergeben sich die folgenden dimensions-
losen Gleichungen. Dabei ist vy die mittlere Geschwindigkeit, By der Maximalbetrag der
magnetischen Induktion und e eine charakteristische Abmessung eines Kanalquer-
schnitts. Da im weiteren nur noch dimensionslose Groflen auftreten und somit eine
Verwechslung ausgeschlossen ist, konnen fiir diese die gleichen Bezeichnungen wie im
dimensionsbehafteten Fall verwendet werden.

Hydrodynamische Gleichungen:
Vew=0, (2.10)

—Af—[-g% + ('v-V)'u] =-Vp +1[1—2V2'v + JxB. (2.11)
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Elektrodynamische Gleichungen:

V=0, (2.12)
VxB=1,5. (2.13)

Ohmsches Gesetz:
7=-Vp+uvxs. (2.14)

Dabei ergeben sich drei charakteristische Kennzahlen, die die verschiedenen physikali-
schen Effekte gegeneinander gewichten. Der

Interaktionsparameter N= %ff (2.15)

beschreibt das Verhdltnis von elektrodynamischen Kréften im Vergleich zu Trigheits-
kriften. Das Quadrat der

Hartmann — Zahl H = aBy/ _pg; (2.16)

entspricht dem Verhéltnis von elektrodynamischen Kréften zu Reibungskriften. Die

Magnetische Reynolds — Zahl Ry = povpa (2.17)

ist ein Maf fiir die Stirke des induzierten magnetischen Feldes, verglichen mit dem von
auflen angelegten Feld.

Fiir Flissigmetallstromungen in einem Fusionsblanket nehmen diese Kennzahlen die
folgenden Werte an (siehe Holroyd und Mitchel 1984):

U 104, N® 105, By 0.07 (2.18)
Die Konsequenzen, die sich aus den extrem grofien Werten der Hartmann — Zahl # und

des Interaktionsparameters # sowie durch die relativ kleine magnetische Reynolds — Zahl
B, ergeben, werden spiter diskutiert.
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2.6 Randbedingungen

Von besonderem Interesse sind MHD — Strémungen in Rohren und Kandlen. Als Rand-
bedingung einer viskosen Strémung wird an der Rohrwand (Fluid — Wand — Grenz-
fliche) die Haftbedingung

v=0 (2.19)

gefordert. Am Ein — und Austritt der Strémung aus dem betrachteten Strémungsbereich
werden definierte Strémungszustinde vorausgesetzt. Dies konnen zum Beispiel aus
Experimenten bekannte Geschwindigkeitsprofile sein, oder voll ausgebildete Strémungs-
zustdnde in grofler Entfernung von dreidimensionalen Effekten. Das Fluid wird im allge-
meinen durch eine Druckdifferenz Ap zwischen beiden Rohrenden in Bewegung gehalten.

Im Gegensatz zu den hydrodynamischen Gleichungen endet das Rechengebiet zur Be-
stimmung der elektrischen und magnetischen Groflen nicht an der Fluid — Wandgrenz-
fliche. Elektrische Strome, die den Fluidbereich verlassen, flieflen in der Wand weiter.
Aus diesem Grund muf} an der Fluid — Wandgrenzfliche Stetigkeit der Normalkompo-
nente der elektrischen Stromdichte gefordert werden.

(3 1) ria = (5 B)wana - (2.20)

n ist der Normalenvektor der betrachteten Grenzfliche. Zusammen mit der Haftbedin-
gung des Fluids ergibt sich fiir das elektrische Potential

(%%) Fluid (_g%) Wand (2:21)

Sofern Kontaktwiderstinde zwischen dem Fluid und der Wand vernachlédssigt werden,
ist das elektrische Potential iiber die Grenzfliche hinweg stetig.

Pruid = PWand - (2.22)
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Fiir gleiche magnetische Permeabilitit der Kanalwand und des Fluids sind alle Kompo-
nenten der magnetischen Induktion & iiber die Grenzfliche hinweg stetig, sofern keine
elektrischen Grenzflichenstrome auftreten.

Brivia = Bwang - (2.23)

Durch &hnliche Uberlegungen an der Grenzfliche der elektrisch leitenden Kanalwand zur
nichtleitenden Umgebung folgt unmittelbar:

jon=0, 9.0, B-3, (2.24)

Hier ist B, das von auflen angelegte zeitlich konstante magnetische Feld. Fiir elektrisch
isolierte Rohre gilt GI.(2.24) bereits im Fluid, unmittelbar an der Fluid — Wandgrenz-
fliche.

Die Gleichungen (2.10 — 2.14) mit den Randbedingungen (2.19 — 2.24) werden im all-
gemeinen zur Berechnung von MHD — Strémungen in starken Magnetfeldern herangezo-
gen. Ist man jedoch am hydrodynamischen Grenzfall fiir kleine Magnetfelder (B — 0)
interessiert, so ist GI.(2.11) zweckméfligerweise mit dem Interaktionsparameter ¥ zu
multiplizieren. Das Verhéltnis #2/F = Re ergibt die bekannte Reynoldssche Kennzahl
viskoser hydrodynamischer Stromungen. Das Produkt p+# = p’ entspricht dann dem
mit pvy2normierten Druckwert.

2.7 Physikalische Effekte bei MHD — Kanalstromungen

Bevor wir uns der Losung der oben genannten Gleichungen zuwenden, soll das Zusam-
menspiel der fir MHD — Kanalstromungen wichtigsten physikalischen Effekte anhand
der Skizze Abb. 2.1 diskutiert werden. Wir sehen in dieser Abbildung ein Rohr von
beliebigem Querschnitt in einem Magnetfeld der Induktion B. Die Rohrwand besitze die
Wandstirke ¢, sowie die elektrische Leitfahigkeit oy Die Hauptstromungsrichtung ist
durch den Geschwindigkeitsvektor v dargestellt. Fiir groe Hartmann — Zahlen, # >> 1
(sehr starkes Magnetfeld), beschriinkt sich der Einfluflbereich von Reibungseffekten auf
sehr diinne, wandnahe Grenzschichten der Dicke 8. Durch die Bewegung des elektrisch
leitenden Fluids im # — Feld wird das elektrische Feld £*= vx# im Fluid induziert.




Dieses steht senkrecht zur Strémungsrichtung und senkrecht zum angelegten Magnetfeld.
Durch das elektrische Feld £*werden elektrische Strome hervorgerufen, die innerhalb der
leitenden Kanalwand und innerhalb der viskosen Grenzschicht eine Riickflufmoglichkeit
zur gegeniiberliegenden Kanalseite finden. Die elektrischen Strome ihrerseits verursachen
im Magnetfeld eine Kraftwirkung, die sowohl senkrecht zur Stromrichtung als auch
senkrecht zur Magnetfeldrichtung orientiert ist, die Lorentz — Kraft F, = yxB. Diese
elektromagnetische Kraft ist im Kern der Strémung der Geschwindigkeit entgegengesetzt
und verursacht deshalb erhebliche Druckverluste. Diese sind direkt proportional der
elektrischen Stromdichte. In Grenzschichten, in denen die Normalkomponente von B
nicht verschwindet, zeigt die Lorentz — Kraft jedoch in Strémungsrichtung und steht mit
viskosen Kréften im Gleichgewicht. Grofle Stromdichten innerhalb dieser Grenzschichten
erkliren ihre geringe Dicke. Die Reduktion von Druckverlusten kann durch Verwendung
sehr diinner Kanalwinde erfolgen. Diese Mafinahme erhéht den elektrischen Widerstand,
gegen den zuriickfliefende Strome ankdmpfen miissen. Fiir isolierte Kanalwénde erfolgt
der Stromriickflufl ausschlieflich innerhalb der diinnen Reibungsgrenzschicht mit mini-
malen, aber immer noch beachtlichen Druckverlusten. Nahezu die gesamte Leistung, die
zur Bewegung des Fluids innerhalb des Magnetfeldes nétig ist, wird durch Ohmsche
Verluste innerhalb des Fluids und innerhalb der Kanalwand in Wérme iiberfiihrt.

Abb. 2.1 Prinzipskizze magnetohydrodynamischer Kanalstrémungen
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3 Losungsansitze fir MHD — Stromungen

Obwohl die elektrodynamischen Phénomene schon relativ lange bekannt waren, dauerte
es bis 1937, ehe Hartmann die ersten theoretischen Losungsversuche der magnetohydro-
dynamischen Grundgleichungen unternahm und seine Ergebnisse durch systematische
Experimente bestitigen konnte. Allerdings gab es schon wesentlich frither Versuche,
MHD - Effekte nachzuweisen. So wird zum Beispiel berichtet, dafl Faraday 1836 indu-
zierte elektrische Potentialdifferenzen bei Strémungen im Erdmagnetfeld nachweisen
wollte. Als Fluid diente ihm das Flulwasser der Themse, in das er Elektroden eintauchte
(L. Dragos 1975). Jedoch waren alle Versuche vor 1937, MHD — Stromungen zu messen
oder zu nutzen, eher von qualitativer Natur.

3.1 Eindimensionale MHD — Stromung
3.1.1 Hartmann — Stromung

Hartmann, der bereits 1918 eine MHD — Pumpe vorschlug, gilt als Begriinder der Fliis-
sigmetall — Magnetohydrodynamik. In seiner 1937 veré6ffentlichten Arbeit (Hartmann J.
1937) beschreibt er das Strémungsverhalten eines elektrisch leitenden Fluids (Queck-
silber) zwischen zwei parallelen, elektrisch isolierten Platten in einem Magnetfeld. Diese
voll eingelaufene laminare Stromung wird durch einen angelegten Druckgradienten
angetrieben. Hartmann findet fiir dieses Problem eine analytische Losung, die 1937
(Hartmann J., Lazarus F. 1937) experimentell bestitigt wird. Diese experimentelle
Arbeit zeigt gleichzeitig, dafl turbulente Stromungsformen in Anwesenheit starker
Magnetfelder unterdriickt werden.

Hartmanns Losung fiir den isolierten Plattenkanal wurde durch Chang und Lundgren
(1961) wesentlich erweitert. Chang und Lundgren geben die Losung fiir die eingelaufene
MHD — Strémung in einem Kanal aus diinnen, elektrisch leitenden parallelen Platten an,
deren Abstand Za betragt. Durch Verwendung der von Shercliff (1956) vorgeschlagenen
Approximation elektromagnetischer Groéflen in diinnen Kanalwiéinden bleibt das Rechen-
gebiet auf das Fluidvolumen beschrinkt. Durch die Einfithrung des sogenannten Wand-
leitparameters

o
]
R
ISEIS S

(3.1)
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kann an der Fluid — Wandgrenzfliche die folgende Randbedingung fiir das induzierte
Magnetfeld B; formuliert werden, das in diesem Fall lediglich eine Komponente #; in
Strémungsrichtung besitzt.

0B;
on

+ cilf,- =0. (3.2)
ow ist hier die Leitfihigkeit der Kanalwand, ¢ ihre Dicke. Diese Bedingung ist als
"diinne Wandapproximation" bekannt. Sie enthilt weiterhin den Grenzfall isolierter
Kanalplatten fiir ¢ = 0, sowie den Fall perfekt leitender Kanalwénde fiir ¢ — o. Chang
und Lundgren finden bei gegebenem Druckgradienten die folgende Beziehung fiir die
normierte Geschwindigkeit V:

V¢
- w2 (33)

V=v/[(a*/pv)(-dp/d2)] .

mit

Dieser Ausdruck strebt fiir grofie # gegen
V:i—ﬂg——j%[l—e‘ﬂﬂ-lyl)], H>>1, (3.4)

sowie fiir kleine X gegen die Formel fiir die Geschwindigkeitsverteilung der bekannten
hydrodynamischen Poiseuille — Strémung

V=g(1-9), H—0. (3.5)

Man erkennt an dieser Beziehung unmittelbar die wichtigsten charakteristischen Eigen-
schaften magnetohydrodynamischer Stromungen bei groflen Hartmann — Zahlen:

—  Die Geschwindigkeit ist fiir grole Werte von # nahezu iiber dem gesamten Quer-
schnitt konstant.

—  Der Abfall der Geschwindigkeit auf den Wert v = 0 an der Kanalwand erfolgt in
einer sehr diinnen Grenzschicht der Groflenordnung 6 ~ 1 /H. Diese Grenzschicht
wird Hartmann — Grenzschicht genannt.




24

- Bei gegebenem Volumenstrom ist der Druckverlust proportional dem Reziprok-
wert von GI.(3.4). Der Druckverlust ist deshalb fiir isolierte Kanile (¢ = 0) direkt
proportional der Hartmann — Zahl ¥, fiir perfekt leitende Kanalwinde (¢ — o)
jedoch proportional dem Quadrat der Hartmann — Zahl.

3.2 Zweidimensionale MHD — Strémungen

Voll eingelaufene MHD — Kanalstrémungen senkrecht zu einem von auflen angelegten
Magnetfeld bilden eine fiir technische Anwendungen wichtige Klasse zwcidimensionaler
MHD — Strémungen. Das Interesse gilt hierbei vor allem der Geschwindigkeitsverteilung
im Querschnitt, speziell bei Problemen der Wirmeiibertragung, aber auch dem Druck-
verlust, der als wichtige Grofle zur Auslegung technischer Anlagen bekannt sein mufl.
Der mathematische Aufwand zur Berechnung von Strémungsgrofien halt sich in Grenzen,
da die im allgemeinen in v, 7 und & nichtlinearen Gleichungen im zweidimensionalen
Fall linear werden. Chang und Lundgren (1961) zeigen, dafl in jedem beliebig geformten,
perfekt leitenden Kanal die Geschwindigkeit auBerhalb von Wandgrenzschichten einen
konstanten Wert annimmt. Fiir isolierte Kandle hingegen finden sie eine Geschwindig-
keitsverteilung quer zur Magnetfeldrichtung (z — Richtung), die zur Kanalabmessung
Y(z) in Magnetfeldrichtung proportional ist. Voll eingelaufene MHD — Strémungen
gelten heute als weitgehend bekannt. Wir wollen hier besonders auf Arbeiten zu zwei
technisch interessante Kanalformen hinweisen. Dies sind Strémungen in Kandlen von
rechteckigem Querschnitt sowie in Kreisrohren, die nachfolgend besprochen werden.

3.2.1 MHD - Stromungen in Kreisrohren

Voll ausgebildete MHD — Strémungen in Kreisrohren wurden bereits von Shercliff 1956
detailliert untersucht. Durch Einfiihrung der Approximation diinner leitender Kanal-
wande und durch Beriicksichtigung von Hartmann — Grenzschichten gelangt er zu einer
asymptotischen Losung fiir grofe Hartmann — Zahlen. Chang und Lundgren (1961)
erweitern den Giiltigkeitsbereich dieser Lésung. Sie geben die folgende Verteilung der
Geschwindigkeit ¥, im Kanalquerschnitt (auflerhalb von Grenzschichten) an:

1 c+l)Y(z
Ve=9r7- /p!chcv; ’ (3.6)
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mit
Ve=v/[(a*/pv)(-dp/dz)] .
Y(z) = 4/T-z2gibt die Position der Kanalwand in Magnetfeldrichtung als Funktion der

zur Magnetfeldrichtung senkrechten Koordinate z an. Fir den Grenzfall ¢ — 0 fiihrt
GI.(3.6) zu dem entsprechend Kapitel 2.5 normierten dimensionslosen Druckgradienten

%g:—:—;%;, H>>1. (3.7)

Fiir elektrisch isolierte Rohre wurde diese Losung durch Beriicksichtigung weiterer

Terme verbessert.
n/dz 1
5‘3755%7_ 1-37 , 2. 275 (5:8)
“ag t o~ T3

Hierbei stammt der zweite Term von Gold und Shercliff (1962,), der dritte Term von
Roberts (1967).

3.2.2 MHD - Stromungen in Rechteckkanilen

Exakte Losungen fiir voll eingelaufene MHD — Strémungen in Rechteckrohren mit zwei
magnetfeldparallelen Seitenwénden sind nur fiir bestimmte Kombinationen der Wand-
leitparameter c; dieser Seitenwiinde und der Hartmann — Winde cy (Winde senkrecht
zum Magnetfeld) bekannt. So finden zum Beispiel Chang und Lundgren (1961) eine
Losung fiir perfekt leitende Kanile (¢s=cg=m), Hunt (1964) findet Lésungen fir (cs=w,
cg), sowie fiir (¢;, cg=0) in Form von unendlichen Reihen. Asymptotische Losungen
fiir groffe Hartmann — Zahlen werden von verschiedenen Autoren angegeben (Williams
1963; Hunt, Stewartson 1965; Temperley, Todd 1970; Walker 1981). Neben den in der
eindimensionalen Theorie bereits erwihnten Hartmann — Grenzschichten §g~ 1/H an
Winden senkrecht zu magnetischen Feldlinien, tritt in Rechteckkanilen ein neuer
Grenzschichttyp auf, die Seitenwandgrenzschicht, mit einer Dicke é; ~ 1/4/H. In diesen
Grenzschichten konnen starke Geschwindigkeitsiiberh6hungen vorliegen, es konnen aber
auch gleichzeitig Riickstromungen auftreten (Hunt 1964). Die wichtigsten Arbeiten
werden 1984 von Temperley zusammengefafit. Er priift dabei Ergebnisse von zuvor
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genannten Autoren und gibt gegebenenfalls Fehlerquellen sowie Korrekturen an. Sterl
(1989) unternimmt einen rein numerischen Losungsversuch der vollen zweidimensionalen
Gleichungen. Er findet relativ allgemeine Losungen fiir beliebige Wandleitparameter und
Magnetfeldorientierungen. Seine Losungen sind jedoch wegen zu groflem Speicherplatz-
bedarf und wegen zu grofler Rechenzeiten auf Hartmann — Zahlen von # ~ 1072 be-
schrinkt. Tillack und McCarthy (1989) beschreiben den durch Seitenwandjets verur-
sachten erhdhten Volumenstrom. Auf dieser Grundlage findet Tillack (1990) die folgende
einfache Druckverlustbeziehung:

9 o -1
i [T?a—b 1+g«/ll T c;ljllﬂl ] (3.9)

Sie stimmt mit Walkers Ergebnissen (1981) fiir grofie # und cg = c¢; itberein.

3.3 Dreidimensionale MHD — Stromungen

Dreidimensionale MHD — Strémungen spielen in vielen technichen Anwendungen eine
bedeutende Rolle. Sie ergeben sich nicht nur im Bereich von Kriimmern, oder in Kanilen
von variablem Querschnitt, sondern ebenfalls in geraden Kanélen in einem inhomogenen
Magnetfeld (z.B. beim Eintritt der Stromung in den Magneten) oder bei inhomogener
Verteilung der Wandleitfdhigkeit. Man beobachtet fiir alle dreidimensionalen Strémungs-
zustinde eine starke Umverteilung des Volumenstroms innerhalb des Kanalquerschnitts,
verbunden mit einer erheblichen Zunahme des Druckverlustes. Die Berechnung drei-
dimensionaler Sttémungen erweist sich als duflerst schwierig, da alle nichtlinearen Kopp-
lungen wirksam werden.

3.3.1 MHD — Stromungen in inhomogenen Magnetfeldern

Erste dreidimensionale Stromungszustinde wurden von Hartmann 1937 im Plattenkanal
am Eintritt der Strémung ins magnetische Feld beobachtet. Seine Vermutung, daf} diese
Effekte auf dreidimensionale elektrische Stréme zuriickzufiihren sind, wurde von Shercliff
1962, mit Hilfe einer linearisierten Theorie bestdtigt. Er findet im Bereich der Magnet-
feldinderung hoéhere Geschwindigkeiten in der Ndhe der magnetfeldparallelen Kanal-
winde, wihrend in Kanalmitte die Stromung stark verzogert wird. " M — férmige"




Geschwindigkeitsprofile dieser Art werden uns noch hiufig begegnen. Man findet sie
nahezu in allen dreidimensionalen MHD — Strémungen. Diese Umverteilung der Ge-
schwindigkeit ist mit einem erhéhten Druckverlust verbunden, dessen Gréfle vom Gradi-
enten des Magnetfeldes abhingt. MHD — Strémungen in geraden Kandlen unter der
Einwirkung eines lokal variablen Magnetfeldes werden in zahlreichen Arbeiten behan-
delt. (so z.B. Holroyd, Hunt 1978; Hua, Walker, Picologlou, Reed 1988; McCarthy 1989;
McCarthy, Tillack, Abdou 1989; Madarame, Tokoh 1988; Madarame, Hagiwara 1989).
In allen diesen Arbeiten werden induzierte Magnetfelder vernachléissigt (Induktionsfreie
MHD — Stromungen). Diese Annahme ist fiir kleine magnetische Reynolds — Zahlen,
By << 1, wie sie praktisch in allen Laborexperimenten, aber auch in Rohrstrémungen
technischer Anlagen auftreten, gerechtfertigt. (Hunt, Holroyd 1977). Die Approximation
fir diinne, leitende Kanalwinde GI.(3.2) kann in dieser Form nicht mehr angewandt
werden, da induzierte magnetische Felder nun vernachlissigt werden. An ihre Stelle tritt
die von Walker (1981) vorgeschlagene Bedingung

2
NV ow=-35-n. (3.10)

Sie beschreibt die Ladungserhaltung innerhalb der Kanalwand. Vtzist der tangentiale
zweidimensionale Laplace-Operator angewandt auf das Wandpotential ¢y Die aus dem
Fluid in die Wand iiberflieflenden Strome j-n gehen hierbei als Quellterm ein. In den
meisten dieser Arbeiten wird das Stromungsgebiet in verschiedene Teilbereiche
aufgeteilt. Im Kern der Strémung, auch Core genannt, werden Reibungs— und Trég-
heitseinfliisse vernachlissigt (Core Flow Approximation). Die Stromungsverhiltnisse in
den Seitenschichten, entlang den magnetfeldparallelen Wénden, werden durch integrale
Aussagen Dberiicksichtigt. Die Zuldssigkeit der getroffenen Annahmen wird in vielen
dieser Arbeiten durch Vergleiche zwischen theoretischen und experimentellen Ergebnis-
sen bestitigt. Die wesentlich diinneren Hartmann — Schichten werden von vielen Auto-
ren komplett vernachldssigt. Hua und Walker (1989) beriicksichtigen die elektrische
Leitfahigkeit dieser Schichten fiir den Fall eines isolierten Kreisrohres. Kim 1989, sowie
Sterl 1989 unternehmen fiir Rechteckrohre rein numerische Losungsversuche der induk-
tionsfreien dreidimensionalen Gleichungen. Die Anwendung ihrer numerischen Verfahren
bleibt jedoch aus Speicherplatzgriinden auf Probleme mit Hartmann — Zahlen von # ¢

100 beschrinkt.
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3.3.2 MHD — Stromungen in expandierenden Kanilen

MHD - Stromungen in expandierenden isolierten Kreisrohren werden von Walker und
Ludford (1974) behandelt. Die modifizierte Losung fiir elektrisch leitende, expandierende
Rohre geben diese Autoren 1975 an. Sie finden durch Betrachungen an charakteristischen
Oberflichen dhnliche Stromungsverhdltnisse wie im variablen Magnetfeld. Im Bereich
der Expansion wird das Fluid in "seitliche Schichten" gedringt. Im Kern liegt nahezu
stagnierendes, beziehungsweise zuriickstrtémendes Fluid vor. Die dimensionslosen Ein-
lauflingen bis zum Erreichen voll ausgebildeter Stromungsverhaltnisse vor und hinter
der Expansion betragen im Fall isolierter Rohre I, ~ 1/4/#, fiir elektrisch leitende Rohre
le~ 1/4fc. McMichael (1984) berechnet MHD — Stromungen in Kreisrohren mit
schwach variierendem Radius entlang der Rohrachse mit Hilfe einer Storungsrechnung.
Experimente sowie Berechnungen fiir einen periodisch sich verengenden und expan-
dierenden Rechteckkanal werden von Picologlou et al. 1989 durchgefithrt. Mit diesen
Experimenten wird gezeigt, daf eine fiir Warmeiibertragungszwecke giinstige Stromungs-
verteilung durch eine geeignete Wahl der Kanalform erreicht werden kann. Von
McCarthy 1989 mit Hilfe der Core Flow Approximation durchgefiihrte Berechnungen fiir
expandierende Rechteckkanéle zeigen keine ausreichende Konvergenz der Losung. Ein
Vergleich ihrer Ergebnisse mit Experimenten liefert deshalb auch nur qualitative Uber-
einstimmung. Aitov, Kalyutik und Tananaev (1983) geben eine vollnumerische Losung
fiir eine MHD — Strémung in einem Carnot — Diffusor an. Sie stellen fest, dafl schon bei
der relativ niedrigen von ihnen betrachteten Hartmann — Zahl von # = 710 die Rezirku-
lationsgebiete verschwinden. Vollnumerische Losungen von Kim (1989) fiir Rechteck-
rohre bleiben auf kleine bis mittlere Hartmann — Zahlen # ¢ 700 beschrénkt.

3.3.3 MHD — Stromungen in Kriimmern

Umgelenkte MHD — Stromungen sind ebenfalls in zahlreichen Arbeiten beschrieben. Von
besonderem Interesse sind hierbei zwei Fille:

—  Umlenkungen in einer Ebene senkrecht zu magnetischen Feldlinien

~  Umlenkungen in der Ebene magnetischer Feldlinien.
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Senkrecht zu magnetischen Feldlinien umgelenkte MHD — Strémungen werden z.B. von
Baylis 1971 experimentell untersucht. Theoretische Arbeiten zu diesem Thema sind z.B.
von Tabeling und Chabrerie 1981, Shih 1984, Walker 1986 bekannt. Walker, der sich
besonders auf die Analyse von MHD — Stromungen bei sehr grofien Hartmann — Zahlen
und sehr groflen Interaktionsparametern konzentriert, findet eine Umverteilung der
Strémung im umgelenkten Querschnitt. Er berechnet erhohte Stromungsgeschwindigkei-
ten an der inneren Kanalwand und eine verzigerte Stromung an der Auflenwand der
Umlenkung. Erhohte Druckverluste, verglichen mit einer Strémung in einem geraden
Kanal gleicher Linge, werden nicht beobachtet.

Experimentelle Untersuchungen an MHD — Strémungen, die in der Ebene magnetischer
Feldlinien umgelenkt werden, werden von Holroyd und Hunt 1978 angegeben. Sie finden
einen zusdtzlichen Druckverlust Apz; im Bereich von Umlenkungen, der fiir kleine bis
mittlere Werte des Interaktionsparameters ¥ eine Abhingigkeit der Form Apgy ~ N-1/3
zeigt. Sie duflern die Vermutung, daf fiir Umlenkungen in eine exakt magnetfeldparallele
Richtung die Stromung in diinnen Grenzschichten entlang der inneren magnetfeldparal-
lelen Wand verlguft. Moon und Walker (1988) berechnen Strémungen in kontinuierlich
umgelenkten Kanélen mit einem relativ grofien Kriimmungsradius. Moon und Walker
1989, Moon, Hua und Walker 1990, sowie Hua und Walker 1990 betrachten die scharf-
kantige Umlenkung einer MHD — Strémung. In Abhingigkeit der Kanalorientierung zum
angelegten Magnetfeld unterscheiden sie zwischen einer "vorwirts" und einer "riick-
wirts" umgelenkten Stromung. In beiden Fillen finden sie zusédtzliche Druckverluste
aufgrund von dreidimensionale Effekten im Umlenkbereich. Diese Verluste sind hier
jedoch nicht ausschliefllich auf hydrodynamische Phinomene zuriickzufiihren, sondern
ergeben sich hauptsichlich aus zusitzlichen dreidimensionalen elektrischen Stromen. Fiir
die sogenannte Riickwirtsumlenkung ergibt sich an der inneren Kriimmerkante eine
diinne Scherschicht, die entlang magnetischer Feldlinien im Innern des betrachteten
Kriimmers verlduft. Diese Scherschicht kann einen beachtlichen Teil des Volumenstroms
von einer Kanalhélfte zur gegeniiberliegenden Hilfte iibertragen. Trigheitseffekte bei
einer abrupten Anderung der Strémungsrichtung kénnen nur fiir sehr grofie Interaktions-
parameter vernachlissigt werden.

Vollnumerische dreidimensionale Losungen fiir umgelenkte MHD — Stromungen sind
bisher nicht geeignet, fiir sehr grofie Hartmann — Zahlen und grofie Interaktionspara-
meter das Stromungsgeschehen zu beschreiben. Erste Losungsversuche (Aitov 1978)




30

bleiben auf relativ kleine Hartmann — Zahlen von # ¢ 10 beschrinkt. Neuere Rechen-
codes und modernere Rechenanlagen ermdglichen eine bessere Diskretisierung des
Rechengebiets und erlauben die Berechnung von umgelenkten Stromungen bei etwas
grofieren # ( # = 100, Kunugi, Kim, Abdou 1991).

3.3.4 MHD — Stromungen in allgemeinen Geometrien

Nahezu alle Arbeiten zur Berechnung dreidimensionaler MHD — Strdmungen beschrén-
ken sich auf spezielle Kanalquerschnitte, die mit den iiblichen kartesischen Koordinaten
gut zu modellieren sind. Insbesondere alle vollnumerischen Rechenverfahren sind auf
quaderférmige Rechengebiete (oder Teilgebiete) angewiesen. Kulikovskii (1968 sowie
1973) gibt Gleichungen zur Beschreibumg allgemeiner MHD — Stromungszustinde fiir
langsam stromende (¥ >> 1), elektrisch leitende inkompressible Fluide bei grofien
Hartmann — Zahlen an. Aufgrund dieser Annahmen vereinfacht sich die Impulsbilanz im
reibungsfrei angenommenen Stromungskern zur sogenannten magnetostatischen Approxi-
mation, bei der sich Druck und Lorentz — Krifte das Gleichgewicht halten. Die Vertei-
lung der Geschwindigkeit ergibt sich hierbei entsprechend dem Ohmschen Gesetz.
Kulikovskii betrachtet Anteile von vektoriellen Groflen in einer Ebene senkrecht zu
magnetischen Feldlinien. Gleichungen, die Anteile in Magnetfeldrichtung enthalten,
werden analytisch integriert. Er kommt zu dem Ergebnis, dafl jede dreidimensionale
Strémung auf die Berechnung von vier Integrationskonstanten zuriickzufiihren ist, die
nur noch von den zwei zu magnetischen Feldlinien senkrechten Koordinaten abhingen.
Eine dieser Integationskonstanten ist dabei der Druck p. Auf dieser Idee basieren alle
Berechnungsverfahren zu Bestimmung der reibungsfreien Losung im Strémungskern
(auch die zuvor genannten Losungen fiir spezielle Geometrien von Tillack, McCarthy,
Hua, ...). Sie wird auch als Grundlage dieser Arbeit zur Formulierung eines Computer-
codes zur Berechnung von MHD — Strémungen in allgemeinen Kanalgeometrien bei
beliebig orientiertem, lokal variablen Magnetfeld dienen.

3.4 MHD — Instabilititen und Ubergang zu Turbulenz

Theoretische Untersuchungen zum Umschlag einer laminaren MHD — Strémung in eine
turbulente werden von Lock (1955) am Beispiel der Hartmann— Strémung durchgefiihrt.
Eine Storungsrechnung des stationiren Strdmungszustands fiithrt auf eine Orr— Sommer-




feld Gleichung, in der die elektromagnetischen Effekte beriicksichtigt werden. Lock
findet bei groflen Hartmann— Zahlen (# > 20) fiir den laminar— turbulenten Umschlag-
punkt, gegeben durch die kritische Reynolds— Zahl Re, die folgende lineare Abhingig-
keit:

Re, =5-101H . (3.11)

Die lineare Abhingigkeit wird experimentell z.B. von Brouillette und Lykoudis (1967)
bestétigt. Es zeigt sich jedoch, dafl der experimentell ermittelte Koeffizient in GI.(3.11)
wesentlich niedriger liegt.

Leo - 225 (3.12)

Berechnungen des Druckverlustkoeffizienten im Bereich turbulenter MHD— Strémungen
basierend auf der Theorie eines Mischungsweg— Ansatzes stimmen gut mit experimen-
tellen Befunden iiberein (Lykoudis und Brouillette 1967). Branover (1978) gibt eine
Ubersicht iiber Turbulenzuntersuchungen in Kreisrohren und Rechteckrohren. Er ver-
gleicht Arbeiten verschiedener Autoren und findet schliefilich die allgemeinen Aussagen:

laminare MHD — Strémung fir Re < 130 X, (3.13)
turbulente MHD — Strémung fir Re > 215 H. (3.14)

In einer neueren Arbeit von Ting et al. (1991) wird durch eine lineare Stabilitatsanalyse
gezeigt, daf} Instabilititen in Kanilen mit rechteckformigem Querschnitt von den Seiten-
wandjets ausgehen. Experimentell kann diese Aussage bestdtigt werden. Gleichzeitig
findt man jedoch experimentell, dafl diese Instabilitdten (Turbulenz) fiir grofie # auf die
Bereiche der Seitenjets beschrankt bleiben. Der Kern der Strémung verhilt sich weiter-
hin laminar (siehe z.B. Reed und Picologlou 1989). Fiir MHD — Strémungen in Rohren
mit kreisférmigem Querschnitt finden diese Autoren stets laminare Strdmungszustinde
im gesamten fusionsrelevanten Parameterbereich.

Die Anwendung der Beziehung (3.13) fiir fusionsrelevante Magnetfelder (# = 57) und
Fluide (Stoffdaten siehe Lyon 1952) liefert die maximal zulissige Strémungsgeschwindig-
keit Vjaym may in einem Kanal, bei der noch laminare Verhiltnisse vorliegen.

’Ulam,maxz 2.6 IH/S fiir LZ'17Pb33 (315)
Viammax ® 46. 2 m/s fir Li (3.16)

31




32

Fiir Lithium liegen diese Grenzwerte um zwei Groflenordnungen héher als die vorgese-
henen Strémungsgeschwindigkeiten v im Blanket. Fiir L4;,Pbgs ist Vjammax/v ® 5. Die
Annahme laminarer MHD — Stromungen, die den folgenden Rechnungen zugrunde gelegt
wird, erscheint somit gerechtfertigt.




4 Mathematisches Modell

Da eine allgemeine Losung der vollen magnetohydrodynamischen Grundgleichungen
durch numerische Methoden in absehbarer Zeit nicht mdglich sein wird, erscheint es
sinnvoll, sich bei der Modellierung zunéichst auf die wesentlichen physikalischen Effekte
zu konzentrieren. Daraus ergeben sich die im folgenden eingefiithrten Vereinfachungen.

4.1 Induktionsfreie Approximation

Fiir kleine magnetische Reynolds — Zahlen R, wie sie in praktisch allen technischen
MHD — Kanalstromungen vorliegen, sind durch elektrische Stréme innerhalb des Fluids
induzierte Magnetfelder klein. Die rechte Seite der Gleichung (2.13) kann vernachlassigt
werden. Das Magnetfeld wird somit alleine durch das von auflen angelegte Magnetfeld &,
bestimmt, das dann divergenz— und wirbelfrei sein muf). Das Magnetfeld ist, auch inner-
halb des Fluids, eine vom Experimentator vorgegebene Grofle, auf die die Stromung
keinen Einfluff hat. Durch diese Approximation werden die nichtlinearen Terme 7% B und
vx B der Gleichungen GI.(2.11) und GL(2.14) linearisiert. Durch Anwendung des Diver-
genzoperators auf GI.(2.13) erhalten wir die Gleichung der Ladungserhaltung

Veg=0, (4.1)

als Analogon zur hydrodynamischen Kontinuititsgleichung. Diese Gleichung ersetzt die
Gleichungen (2.12 und 2.13) bei gegebenem Magnetfeld.

4.2 Linearisierung der Impulsgleichung

Beschrdnkt man sich ferner auf MHD — Stromungen mit groflen Interaktionsparametern
N >> 1, so 148t sich die Impulsgleichung GI.(2.11) durch einen Reihenansatz der Form:

v = Z (3 )'v, (4.2)

i=0

fir die Geschwindigkeit w, sowie durch entsprechende Ansitze fiir alle weiteren
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Unbekannten p, ¢ und j linearisieren. Fiir sehr grofie Interaktionsparameter, auf die wir
uns im folgenden beschrinken werden (¥ > 104), approximiert bereits eine Losung in der
Ordnung n=0 das nichtlineare MHD — Problem hinreichend genau. Dabei entféllt in der
Impulsgleichung GI.(2.11) die linke Seite vollstindig.

4.3 Approximation fiir grofe Hartmann — Zahlen

Fiir sehr grofle Hartmannzahlen (# > 104) beschrinkt sich der Einflufibereich von Rei-
bungseffekten auf sehr diinne Grenzschichten. In Magnetfeldrichtung orientierte Grenz-
schichten besitzen eine Dicke 85 der Gréfienordnung &g ~ O(ll_% ) (z.B. Walker 1981) .
Grenzschichten, in denen die Normalkomponente des Magnetfeldes nicht verschwindet,
zeigen Grenzschichtdicken & ~ O(#-1). Vernachlissigt man den Reibungsterm in der
Impulsgleichung GI.(2.11), so erhélt man bereits eine recht gute Approximation der
Strémungsgrofien v, 7, p und ¢ auflerhalb dieser Reibungsschichten im sogenannten
Strémungskern oder Core (magnetostatische Approximation). Durch die Vernachlis-
sigung des Reibungsterms in der Impulsgleichung kann die kinematische Randbedingung
G1.(2.19) lediglich fiir die Normalkomponente des Geschwindigkeitsvektors erfiillt wer-
den

von=20 (4.3)

Das Kernstomungsmodell erfiillt also die vollstdndigen physikalischen Randbedingungen
nicht. Die Erfiillung aller physikalischen Randbedingungen liefert eine Grenzschicht-
betrachtung. An der Kanalwand erfolgt eine Korrektur der Kernstromungsvariablen
unter Beriicksichtigung aller in der Wandgrenzschicht wichtigen physikalischen Effekte
einschliefllich der Reibung. Die physikalischen Groflen ergeben sich somit zu

(‘U,j,p, ¢) = (’ll,j,p, ¢)Core+ (‘U,j,p, ¢)6 . (4'4)

(v,7,p,8)s sind dabei Funktionen, die unmittelbar an der Kanalwand zusammen mit
den Funktionen (v, 7,p,d)coe des reibungsfreien Stromungskerns die exakten physika-
lischen Randbedingungen erfiillen, die aber in hinreichend grofiem Abstand von der
Kanalwand verschwinden (siehe hierzu Abb 4.1).
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Abb. 4.1 Geschwindigkeitsprofil in der viskosen Wandgrenzschicht

4.4 Vergleich mit hydrodynamischen Potentialstromungen

Die Vernachlissigung von Reibungseffekten im Strémungskern legt einen Vergleich der
vereinfachten MHD — Gleichungen mit der potentialtheoretischen Approximation hydro-
dynamischer Stromungen nahe. Die Massenerhaltung hydrodynamischer Potentialstro-
mungen fithrt, durch Einfiithrung eines Geschwindigkeitspotentials ® mit der Eigenschaft

v=-V8, (4.5)
zur Laplacegleichung
AD =0, (4.6)

deren Losung das rotationsfreie Geschwindigkeitsfeld ohne Bezug zur Impulsgleichung

festlegt. Fiir zweidimensionale Strémungsprobleme erfiilllt bereits jedes Geschwindig-
keitsfeld mit

vxzf%, ,U;:_?%(b_ (4.7)

die Kontinuititsgleichung exakt. 9 wird Stromfunktion genannt. Linien 9 = konst repréa-
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sentieren Stromlinien des zweidimensionalen Geschwindigkeitsfeldes. Falls die Druckver-
teilung im Strémungsfeld gesucht ist, wird diese anschlieflend aus der Euler — Gleichung
oder der Bernoulli — Gleichung gewonnen.

Im Gegensatz zu hydrodynamischen Potentialstrbmungen ist das Geschwindigkeitsfeld
reibungs— und trigheitsfreier MHD — Strémungen im allgemeinen nicht wirbelfrei. Das
Geschwindigkeitsfeld kann nicht unabhingig von der Druckverteilung ermittelt werden.
Lediglich fiir einige zweidimensionale (in einer Ebene senkrecht zu magnetischen Feld-
linien) Spezialfille finden wir gewisse Analogien. Fiir den Fall ¢ = 0, was perfekt leiten-
den Kanalwinden entspricht, kann der Druck selbst als Geschwindigkeitspotential in
Analogie zum Darcyschen Reibungsgesetz poroser Medien (Miiller 1991) dienen. Der
Druck kann in diesem Fall gleichzeitig als Stromfunktion der elektrischen Stromdichte 7
interpretiert werden. In einem zweiten Grenzfall, nimlich fiir konstanten Druck, bezie-
hungsweise fiir sehr kleine elektrische Stréme (¢ << 1), bildet das elektrische Potential ¢
entsprechend dem Ohmschen Gesetz eine Stromfunktion fiir das Geschwindigkeitsfeld v.
Im allgemeinen jedoch unterscheiden sich trigheits— und reibungsfreie MHD — Stro-
mungen erheblich von hydrodynamischen Potentialstrémungen.




5 Koordinatensysteme

Wie in Abschnitt 4.3 bereits beschrieben, 148t sich die allgemeine Losung der linearisier-
- ten Gleichungen GI.(2.10 — 2.14) mit den Randbedingungen GI(2.19 — 2.24) nach den
gesuchten Funktionen w, 7, p, ¢ auf die Losung des reibungsfreien Strdmungsproblems
nach den Core — Variablen (v, 7,p, @) cuxe und einer Losung des Grenzschichtproblems
mit den Grenzschichtvariablen (v, 5, p, ¢ )s zuriickfihren. Den unterschiedlichen physi-
kalischen Randbedingungen, sowie einer moglichst allgemeinen Formulierung der Glei-
chungen wird durch zwei unterschiedliche Koordinatentransformationen fiir den vom
Fluid eingenommenen Raum Rechnung getragen. Eine Transformation beschreibt dabei
den gesamten Stromungsbereich und dient der Bestimmung der Core — Variablen. Die
zweite Transformation gilt lediglich in den als diinn vorausgesetzten wandnahen Grenz-
schichten.

5.1 Transformation fiir die Losung nach den Core — Variablen

In dem vom Fluid eingenommenen Volumen werden allgemeine krummlinige Koordina-
ten u! eingefithrt. Um gewisse charakteristische Eigenschaften der MHD — Gleichungen
ausnutzen zu konnen, wird die Koordinatenrichtung =3 magnetfeldparallel gewéhlt.
Obwohl theoretisch eine Berechnung fiir allgemeine Magnetfelder moéglich wire,
beschrinken wir uns im folgenden auf ebene Magnetfelder. Alle magnetischen Feldlinien
seien im Fluid zumindest niherungsweise parallel. Deshalb kann die Koordinatenrich-
tung »J mit der kartesischen Koordinatenrichtung z* zusammenfallen. Unter dieser
Voraussetzung ergibt sich die folgende Koordinatentransformation (Biihler 1991), die
eine moglichst einfache Beschreibung der geometrischen Randbedingungen beliebig
geformter Stromungskanile erlaubt:

z=z(ul,u)+ h(ul,u?)ul. (5.1)

Die geometrischen Verhaltnisse, die zu dieser Transformation fithren, sind in Abb. 5.1
dargestellt. Der Schnittpunkt einer Magnetfeldlinie mit der mittleren Fliche z halbiert
den Abstand 2h der beiden Durchstofipunkte dieser Magnetfeldlinie durch die Kanal-
wand. k& ist ein Vektor parallel zu magnetischen Feldlinien. %! und #?2 sind die Gauf-
schen Flichenkoordinaten der Fliche = (Klingbeil 1966). Die Gleichung der Kanalwand
erhilt die einfache Form #3 = + 1. Durch eine Transformation der Form (5.1) kann
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jeder beliebig geformte Strémungsbereich auf ein Standardvolumen O<ulu?c1, ~1<u’<1
abgebildet werden.

Abb. 5.1 Koordinatensysteme

Eine differentielle Verschiebung dz im Raum ergibt sich aus dem totalen Differential des
Ortsvektors . |

ad
dz = %Idul + g%zduz + —d%‘?du*?. (5.2)

Die partiellen Ableitungen des Ortsvektors nach den Koordinaten u!

d
9—31’ = 6,-:1: = @& (53)

konnen als neue allgemeine Basisvektoren a; interpretiert werden.

a; = 01$ = 015 + u301h »
Qy = 5‘2:1: = 625 + u3(?2h 2 (54)
a; = 0,z = h.
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Die Skalarprodukte
;' ax = Gix = Gui (5-5)

sind die Komponenten des metrischen Tensors. Dabei zeigt sich, dafl alle Komponenten
héchsten quadratische Funktionen der dritten Koordinatenrichtung sind. Sowohl g;; als
auch das von der Basis aufgespannte Volumen ¥ = 4/g hingegen sind von z3unabhingig.

5.2 Transformation fiir die Losung der Grenzschichtgleichungen

In der wandnahen Reibungsgrenzschicht werden durch eine etwas abgednderte Koordi-
natentransformation die Grenzschichtkoordinaten d! eingefiihrt.

% =z, (d1,d?) + n(d!,d?)8d?. (5.6)

n ist der Normaleneinheitsvektor der Fluid—Wand— Grenzfliche, an der eine Reibungs-
grenzschicht der Dicke ¢ vorliegt. Der Normalenvektor zeige hier in das Innere des
Stromungsbereichs. z,, ist ein Punkt der Grenzfliche. Er ergibt sich aus GIL.(5.1) fiir
vl=d! u?=d?und u3=+1. Die Basisvektoren der so definierten Grenzschichttransforma-
tion ergeben sich &hnlich wie in GL(5.4) zu

a1=(?1:1:=61(a:w+n5d3)z01zw, ‘
a; = 0, = 0;(z, + n6 d?) R 3,1z, , (5.7)
03:833: n6 = ﬂ6

Die Approximation GI.(5.7) gilt fiir diinne Grenzschichten an glatten Kanalwénden. Der
metrische Tensor der Grenzschichttransformation hat die folgenden Elemente:

31mw61$w Bla:wﬁga:w 0
[gl":l 5 & 52mw61a:w 02zw32a:w 0 o (5 8)
0 0 66

Wegen der Orthogonalitit der Basisvektoren a;,a; und ez=né verschwinden vier Tensor-
komponenten in GI.(5.8). Alle Elemente des metrischen Tensors sind bei dieser Transfor-
mation von der dritten Koordinatenrichtung d3 unabhingig. Die Komponenten g;; mit
i,k=1,2 sind fiir die gew&hlte Transformation des Kernstrémungsbereichs GL(5.1) an der
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Kanalwand und fiir die Grenzschichttransformation GL.(5.6) identisch. Sie reprisentieren
die Gréfie und Orientierung eines Wandflichenelementes 4. Das durch die Basis aufge-
spannte Volumenelement ergibt sich wegen der Orthogonalitit von a;, a; und a; zu

V=465 . (5.9)




6 Integration der Gleichungen

Die Losung der Gleichungen fiir die Core — Variablen, also ohne Beriicksichtigung des
Reibungsterms, kann nicht unabhéngig von der Losung des Grenzschichtproblems erfol-
gen, da die Grenzschichtlosung als Randbedingung in die Losung der Gleichungen fiir die
Core — Variablen eingeht. Besonders wichtig ist dieser Kopplungseffekt fiir nichtleitende
Kanalwinde. In diesem Fall stellt ndmlich gerade die Reibungsgrenzschicht mit kleinen
Strémungsgeschwindigkeiten in Wandnihe die einzige Riickflufmdglichkeit fir im Kern
induzierte elektrische Strome dar. Sie bestimmt somit direkt alle Core — Groflen. Mit
zunehmender Wandleitfahigkeit nimmt jedoch der Einflul der Grenzschichtvariablen auf
die Losung im reibungsfreien Stromungskern stark ab. Im folgenden werden wichtige
charakteristische Eigenschaften der trigheits— und reibungsfreien Gleichungen disku-
tiert. Diese erlauben eine analytische Integration dieser Gleichungen entlang magneti-
scher Feldlinien, wodurch das aligemeine dreidimensionale MHD — Problem sozusagen
als "Projektion" auf der Kanalwand erscheint, und dort zusammen mit den reibungsbe-
hafteten Grenzschichtgleichungen behandelt wird.

6.1 Bestimmung der Core — Variablen

Die Gleichungen zur Bestimmung der Core — Losung werden in transformierten Koordi-
naten u’entsprechend GI.(5.1) formuliert. Wenn der Vektor der magnetischen Induktion
B mit den Komponenten bl=b2=0, b3=B/h durch den Magnetfeldtensor b; mit den
Elementen b;p=-by;=b3 alle anderen b;; =0, ersetzt wird, so lauten die Gleichungen zur
Beschreibung der stationiren trigheitsfreien Strémungsverhéltnisse im reibungsfreien

Kern:
Impulsgleichung:
0ip = bi(V 3%, (6.1)
Ohmsches Gesetz:
]',- = - 6,¢ + bik(V 'Uk) , (6.2)

Massenerhaltung:
O(V k) =0, (6.3)
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Ladungserhaltung:
O(Vj*) =0. (6.4)

Groflen mit oberen Indizes werden die kontravarianten Komponenten eines Vektors
genannt, Groflen mit unteren Indizes sind seine kovarianten Komponenten. Beide sind
durch den metrischen Tensor miteinander verkniipft. So z.B.

Ji = gix J¥. (6.5)

Bei allen unbekannten Grofien dieses Abschnitts handelt es sich um Core — Variablen,
die hier jedoch wegen der besseren Ubersicht nicht zusitzlich durch ein ’¢ ausgewiesen
werden, sofern eine Verwechslung ausgeschlossen ist.

Wir erhalten aus der dritten Komponente der Impulsgleichung (6.1) unmittelbar die
wichtige Aussage fiir den reibungsfreien Kern der MHD—Strémung:

+—  Der Druck ist entlang von Magnetfeldlinien konstant! (A.1)
83]) =0. ( 6.6 )

Unter dieser Voraussetzung kann die Impulsgleichung GI.(6.1) direkt nach den Strom-
dichtekomponenten 7! und j2 aufgelost werden. Die unbekannte Komponente 73 ergibt
sich aus der Ladungserhaltung GI.(6.4)

03 (V5%) = -, 8e( V5 (5.7)

durch eine Integration entlang der Koordinate 43 Dabei wird die Konstanz des Druckes
GL.(6.6) und des Volumenelementes ¥ entlang magnetischer Feldlinien beachtet. Nach
einer Multiplikation der kontravarianten Stromdichtekomponenten mit dem metrischen
Tensor und nach Einsetzen in das Ohmsche Gesetz erfolgt eine zweite Integration ent-
lang Magnetfeldlinien zur Bestimmung des elektrischen Potentials. Als zuniichst unbe-
kannte Integrationskonstanten werden die beiden Potentialwerte an der Kanaloberseite
@o und an der Kanalunterseite ¢, eingefiihrt. Thre Berechnung erfolgt spiter durch
Grenzschichtbetrachtungen. Zur Bestimmung der Core — Variablen seien sie zunichst als
gegeben vorausgesetzt. Mit diesen Integrationskonstanten ergeben sich die folgenden




Gleichungen fiir die kontravarianten Stromdichtekomponenten und fiir das elektrische
Potential entlang einer Magnetfeldlinie u3:

. 0 _1
i
V[:;-z} :?}-7’- 1 0 [glp] ¥ [ gg:i [go] ,
73 _ 9, 023u3 931 _ng 2P 933 14 a
933 933 B
(6.8)
6= (wu-1) g gy -G8, P [98) o L [1ews, 1-0d] [ ]
(6.9)

Man erkennt, daff alle elektrischen Groflen durch die drei Skalare, ndmlich p, ¢, und @,
beschreiben werden. Der physikalische Zusammenhang wird alleine durch den Betrag der
magnetischen Induktion # sowie durch die Geometrie g; bestimmt. Die Gleichungen zur
Bestimmung der Stromdichtekomponenten GL(6.8) und des elektrischen Potentials
GI.(6.9) enthalten weitere charakteristische Aussagen einer MHD—Kernstromung.

—  Die kontravarianten Stromdichtekomponenten j! und 72 sind entlang
magnetischer Feldlinien konstant! (A.2)

=  Die kontravariante Stromdichiekomponente 73 ist eine lineare Funklion
der Koordinate in Magnetfeldrichtung! (A.8)

Durch eine Multiplikation der kontravarianten Stromdichtekomponenten jk* mit dem
metrischen Tensor g;, gelangt man schliefllich zu der folgenden Aussage fiir die kovari-
anten Komponenten j7;:

+—  Die kovarianten Stromdichtekomponenten j; sind quadratische Funktionen
der Koordinate in Magnetfeldrichtung! (A.4)

Da alle elektrischen Groflen alleine durch die drei Skalare p, ¢, und ¢, beschreiben
werden, sind damit auch die Geschwindigkeitskomponenten vk entsprechend dem Ohm-
schen Gesetz alleine durch p, ¢, und @, gegeben. Die Komponenten v!und v?2ergeben
sich unmittelbar aus dem Omschen Gesetz GI.(6.2).
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il o

Die Geschwindigkeitskomponente v? kann aus dem Ohmschen Gesetz nicht ermittelt
werden. Thre Bestimmung erfolgt aus der Massenbilanz GI.(6.3)

2
03(V1)3) = —kZ_J‘I&‘k(Vvk} (611)
durch eine Integration iiber u3
u3+Aud
2
A(Vv3) = —f k%ﬁk(V’vk) dus. (6.12)
s

Beginnt die Integration an der unteren Kanalwand (u3%=-1) so verschwindet die von
Kulikovskii (1968) angegebene vierte Konstante aufgrund der kinematischen Randbedin-
gung der Core—Geschwindigkeit w-n = 0. Die linke Seite der Gleichung GI.(6.12) ver-
schwindet vollstindig, wenn bis zur oberen Kanalwand (w%=1) integriert wird. Die
Geschwindigkeitskomponenten »! und wv?2 lagssen sich mit den Gleichungen GI.(6.10),
sowie GI.(6.5, 6.8 und 6.9) durch partielle Druckableitungen und Oberflichenpotentiale
ausdriicken. Somit erhélt man nach der Integration von GL(6.12) eine partielle Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung zur Bestimmung des Drucks p bei gegebenen Oberflichen-
potentialen ¢, und ¢, Geometrische und magnetische Verhaltnisse gehen als bekannte
Funktionen der in Magnetfeldrichtung orientierten Koordinate % in den Integranden
ein. Dies ermoglicht eine analytische Integration entlang magnetischer Feldlinien.

Die Bestimmung der Oberflichenpotentiale ¢, und ¢, erfolgt durch eine Betrachtung der
elektrischen Randbedingungen an der Kanalwand in der viskosen wandnahen Grenz-
schicht (siehe hierzu den folgenden Abschnitt 6.2.3).
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6.2 Bestimmung der Grenzschicht—Variablen
6.2.1 Darstellung des Magnetfeldes in Grenzschichtkoordinaten

In Grenzschichtkoordinaten besitzt der Vektor der magnetischen Induktion die folgende
Darstellung:

B = Be3=bla; + b, + bia;. (6.13)

Seine kontravarianten Komponenten ergeben sich durch eine skalare Multiplikation der
Gleichung GI.(6.13) mit den reziproken Basisvektoren e, fiir die a'- a; = & gilt.

bl=1# €3° al )
b2= B ;- a?, (6.14)

b3:Be3~a3=B—6Le3-n=%ﬂ.

Es zeigt sich, dafl in sehr diinnen Grenzschichten, wie sie flir MHD—Strémungen bei
groflen Hartmannzahlen ¥ >> 1 zu erwarten sind, der Betrag der Magnetfeldkomponente
b3 die Betrige der beiden anderen Komponenten weit iibersteigt, sofern § << ez m ist.
Unter diesen Voraussetzungen kann man von dem vereinfachten Magnetfeldtensor

0 b30
bik"v -b30 0 (615)
000

ausgehen.
6.2.2 Reibungsterm in Grenzschichtkoordinaten

2
Zur Berechnung der Grenzschicht—Variablen ist eine Darstellung des Vektors V v in den
Grenzschichtkoordinaten erforderlich. Durch die vektorielle Identitét

Vo= Vx(Vxv) + V(¥ v) (6.16)

=0

kann die Berechnung von Vv auf die zweimalige Anwendung des Rotationsoperators auf
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den Geschwindigkeitsvektor v zuriickgefilhrt werden. In allgemeinen krummlinigen
Koordinaten lauten die kontravarianten Komponenten von Vxv

(Vx’ll)l 0 -33 52 Vi
LRl r

Die kovarianten Geschwindigkeitskomponenten werden durch eine Multiplikation mit
dem metrischen Tensor der Grenzschichttransformation GI.(5.8) aus den kontravarian-
ten Komponenten gewonnen.

Uy g11 912 0 vl
V| = 1g21 g22 0 v?
Vg 0 0 66| |v

Damit vereinfacht sich der Rotationsoperator in der wandnahen Reibungsgrenzschicht

[911 912] [?11]
921 go2 | |V . (6.18)
0+ 0(62)

]

erheblich und man erhilt:

Wasdd = 100 g ool 619
(Vo) -

Die dritte Komponente ist dabei unwichtig, da sie nach einer Multiplikation mit §2im
Rahmen der von uns betrachteten Ordnung in der weiteren Rechnung keine wesentlichen
Beitédge leisten kann. Durch zweimalige Anwendung erhdlt man fiir die ersten beiden
kontravarianten Komponenten von V v

[%Zﬁ] ) "V%’B 5} BZ giﬂ [? f;] [g;; g;;] 0353[32] . (620

Durch Berechnung der Tensorprodukte (mit dem FErgebnis -42f;) vereinfacht sich
GL1.(6.20) schliefllich zu

1 - d0afi] &

Die dritte Komponente ist uninteressant, da sie in der weiteren Rechnung keine Rolle
spielt.




6.2.3 Grundgleichungen in Grenzschichtkoordinaten

Mit den zuvor getroffenen Annahmen innerhalb der diinren wandnahen Reibungsgrenz-

schicht lassen sich nun die Grundgleichungen in Grenzschichtkoordinaten formulieren.

Impulsgleichung:
dip = bik(V j'k) + 71173-291'1;3333(”1‘),

Ohmsches Gesetz:
]-,- = - 6,¢ + bik(V'Uk) N

Massenerhaltung:
(‘3k(V ’Uk) = 0,

Ladungserhaltung:
(V3% = 0.
Aus dem Ohmschen Gesetz mit GL(6.15)
03¢ = -Js = -gagk=-6-6 73R8 0
folgt die Aussage:

—>  Das elekirische Potential ¢ in der Grenzschicht ist in Normalenrichtung n
bzw. d’ nidherungsweise konstant!

Deshalb folgt unmittelbar fiir das elektrische Potential in der Grenzschicht:

=0+ Ps=0 ¢;=0.

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(A.5)

(6.27)
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Aus der linearisierten Impulsgleichung GI.(6.22) kann die folgende Aussage iiber den
Druckverlauf in der Grenzschicht abgeleitet werden:

——  Druckgradienten in Grenzschichinormalenrichtung sind von der
Ordnung O(H- ?) und werden deshalb vernachlissigt! (A.6)

Fiir den Druck p ergibt sich eine zu GL.(6.27) analoge Beziehung in der wandnahen Rei-
bungsgrenzschicht.

P =Pc+Ps=DPes Ps=0. (6.28)

Aus der Impulsgleichung folgen weiterhin die beiden Grenzschichtkomponenten der
Stromdichte j:

J ___1 110-1|191 912 vl
W, = -t 78] [ g o 2], (529

Die Komponenten der Core—Stromdichten erfiillen bereits die im Core giiltige Gleichung
G1.(6.8) und entfallen deshalb zusammen mit den Druckableitungen.

Mit den Stromdichtekomponenten nach GI.(6.29) konnen nach einer Multiplikation mit
dem metrischen Tensor g; die kovarianten Stromdichtekomponenten des Ohmschen
Gesetzes GI.(6.23) eliminiert werden. Auch hier entfallen die Core—Variablen und Poten-
tialableitungen, da sie bereits die im Core giiltige Gleichung GL(6.2) erfiillen. Man
erhilt auf diese Weise gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung zur
Bestimmung des Geschwindigkeitsverlaufs innerhalb der Grenzschicht.

vl 1 12110-1||9u9 0-1{19119 vif _ |0
[v%a"[lﬁb% 72[1 0] [gZ gg] [1 0] [92922]3353[”2]{ M'
(6.30)

Wie in Gleichung GI.(6.20) konnen die Tensorprodukte durch —4 2§ik ersetzt werden. Mit
der Magnetfeldkomponente b3=(B-n) /6 folgt deshalb:

4], - (msghay) 2021 = [3) (031




Durch eine geeignete Wahl der noch unbestimmten Grenzschichtdicke § wird der Koef-
fizient der Geschwindigkeitsableitungen zu Eins normiert. Diese Normierung erfolgt hier
rein willkiirlich und hat auf spitere Ergebnisse keinen Einflufl. Sie fithrt jedoch zu einer
einfachen Darstellung der weiteren Rechenschritte und ist in sofern gerechtfertigt, da
Reibungskrifte und Lorentz — Krifte innerhalb der Grenzschicht von gleicher Grofien-
ordnung sind. Damit folgt fiir die Grenzschichtdicke

1 1
5= yrFTy <7, (6.32)

Die Grenzschichtdicke ist also umgekehrt proportional der mit der Normalkomponente
des Magnetfeldes gebildeten lokalen Hartmann — Zahl 4.

Die einzige Losung fiir die Grenzschicht — Geschwindigkeiten, die in hinreichender Ent-
fernung der Kanalwand (d3- ) verschwindet und dennoch die exakte kinematische

Randbedingung
v(d3=0) = v, + vs(d3=0) = 0 (6.33)
erfiillt , lautet somit
ERNERS

Durch Einsetzen des Ansatzes fiir die Geschwindigkeits— und Stromdichtekomponenten
(v = v,+v;5, 7 = 7.+75) in das Ohmsche Gesetz GI.(6.23) ergibt sich mit

bik(V 'Uk)c = jic + 3,¢ (6'35)
fiir die gesamte Stromdichte
. . . -d3 .
Ji = Jic = (Jic + Big)€ ", i=1,2 . (6.36)
Man erkennt die folgenden Grenzfille:

d3=20 Ji = -8;¢  Ohmsches Gesetz fiir einen unbewegten Leiter,
d’— w Ji— Jic Core—L0sung in grofier Entfernung der Kanalwand.
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Durch eine Multiplikation der Stromdichtekomponenten nach GI.(6.36) mit den kontra-
varianten Komponenten g¢ikdes metrischen Tensors und anschliefendes Einsetzen in die
Ladungsbilanz GL.(6.25) gewinnt man eine Gleichung zur Bestimmung der dritten
kontravarianten Stromkomponente 73 Eine Integration dieser Gleichung iiber die
gesamte Grenzschicht (0 < d3 < o) ergibt schliellich mit V=44 die Bedingung

2 2
) = -3 4, ik :
(Vg )6'0 iizilﬁ,kizllzlé 950, . (6.37)

Stromflitsse in die Grenzschicht der Diche ¢ bestimmen die Potentialverteilung inner-
halb dieser Grenzschicht (‘¢=g¢,).

Analog lassen sich im Fall einer elektrisch leitenden diinnen Kanalwand der dimensions-
losen Wandstirke ¢ und der auf die Fluidleitfahigkeit bezogenen relativen Leitfihigkeit
oy die Stromfliisse tiber die Fluid—Wandgrenzfliche mit der Potentialverteilung in der
Kanalwand verbinden. Mit dem

Wandleitparameter ¢ = oyt (6.38)

ergibt sich analog zu GI.(6.37) fiir die in die Wand eintretenden Stromfliisse
Vi) = -3 6% dc gitd 6.9
(V7 )m- -2 0; X dc gHOpp.. (6.39)

Diese in allgemeinen Koordinaten formulierte Gleichung stellt gegeniiber der von Walker
1981 angegebenen Approximation fiir diinne leitende Kanalwinde (GI.(3.10)) eine Erwei-
terung auf variable Wandleitparameter dar.

Eine Bilanz der Stromfliisse iiber die Fliche 4 der Kanalwand — Fluid — Grenzfliche
besagt, daf} Strome, die den Core—Bereich verlassen, sowohl in die Wand als auch in die
Grenzschicht eintreten.

(739 ,= V39, + V3, , (6.40)




Diese Gleichung liefert zusammen mit den beiden Gleichungen GI.(6.37 und 6.39) sowie
mit GL(6.8) und der Stetigkeitsbedingung GI.(2.22) eine partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung zur Bestimmung des Core — Potentials ¢, = ¢, bzw. ¢, an der Kanal-
oberfliche.

( 4K C: --22:_1 3;k22)_1( c+6)Agikdg.. (6.41)

Man erkennt sofort, daf fiir relativ gut leitende Kanalwinde mit ¢>>§ die Verteilung
des elektrischen Potentials nur durch den Verlauf des Wandleitparameters ¢ der Kanal-
wand bestimmt wird. Fir relativ schlecht leitende Kanalwinde mit c<<§ wird die
Verteilung des elektrischen Potentials alleine durch die Grenzschichtdicke 6 = 1/M;,
festgelegt. Da die Verteilung der Oberflichenpotentiale direkt in die Berechnung aller
Strémungsgrofen, auch des reibungsfreien Sromungskerns eingeht, besteht grundsitzlich
die Méglichkeit, iiber eine geeignete Wahl von ¢ das Geschwindigkeitsprofil zu beeinflus-
sen. Auf diese Weise kann zum Beispiel der konvektive Warmetransport an thermisch
hoch belasteten Kanalwinden durch eine gezielte Vorgabe des Wandleitparameters oder
der Geometrie optimiert werden (Picologlou et al 1989,). Ist man jedoch an einem mini-
malen MHD — Druckverlust interessiert, so mufl ¢ = 0 gewihlt werden.

6.3 Numerische Losung der resultierenden Gleichungen

Die Losung fiir allgemeine dreidimensionale MHD — Strémungen ist nun auf die Losung
gekoppelter zweidimensionaler partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir
den Druck p sowie fiir die Oberflichenpotentiale ¢, und ¢, zuriickgefiihrt. Ihre Losung
kann fir allgemeine Probleme nur numerisch erfolgen. Hierzu wird die Massenerhaltung
und Ladungserhaltung bereits fiir ein diskretes Kontrollvolumen (sieche Abb 6.1)

AV = VAuAu?Ays (6.42)

endlicher Abmessung gefordert.
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Aus | — y!

T

Abb. 6.1 Diskretes Kontrollvolumenelement

-

Partielle Ableitungen &;f einer Funktion f werden hierzu durch zentrale partielle Dif-
ferenzen A; f approximiert.

B.f = ?f [{uw’Aul) f(u’—iAull Kf AF . (6.43)

Nach einer Integration vom unteren bis zum oberen Rand des Kontrollvolumens lautet
die Gleichung der diskreten Massenerhaltung:

u3+iAud

A3(V’U3) = P 1E=) A; (V’U') dus. (644)
LA

153
c.e
I
»

Das Produkt der kontravarianten Geschwindigkeitskomponenten v! mit dem von der
Basis aufgespannten Volumen V reprisentiert die iiber die Fliche ! = konst in das
Volumenelement A 7 eintretende (bzw. austretende) Volumentromdichte. Die Summe der
Volumenstroménderungen in den Richtungen %! und u? iiber die Grenzflichen des Vo-
lumenelementes ist gleich der Anderung der Volumenstromdichte in der Richtung wu3
Die Volumenstromdichten Vv ergeben sich dabei entsprechend dem Ohmschen Gesetz,
in Form der Gleichung GI.(6.10), aus den Stromdichten j; und dem Potential ¢, die
ihrerseits durch Druckwerte und Oberflichenpotentiale entsprechend GI.(6.8 und 6.9) zu
ersetzen sind. Es kann gezeigt werden, dafl alle Koeffizienten des Integrals hochstens




quadratische Funktionen ¢(u3) der in Magnetfeldrichtung orientierten Koordinate
bilden. Deshalb kann eine analytisch exakte Berechnung des Integrals mit drei Stiitzstel-
len der Simpsonschen Regel erfolgen, die Polynome Lis zur Ordnung 3 exakt integriert.

b
Sa(wadv=f [a(e) + 4a(*5%) + a(b)] (b-) . (6.45)

Wird GI.(6.44) vom unteren bis zum oberen Kanalrand integriert, so ergibt sich bei
verschwindender linker Gleichungsseite eine algebraische Gleichung zur Bestimmung des
Druckwertes p im Innern des betrachteten Volumenelements in Abhéingigkeit aller
Nachbardruckwerte und Potentialgradienten. Die Auswertung der Ladungserhaltung
entsprechend GI.(6.41) in diskreter Form fiihrt gleichfalls zu algebraischen Gleichungen
zur Bestimmung der Oberflichenpotentiale ¢, bzw. ¢, im Zentrum des betrachteten
Wand — Grenzschichtvolumenelements im Abh#ngigkeit aller Nachbarpotentialwerte
und Druckgradienten. Druck und Potentialwerte sind zweckmifigerweise auf einem
versetzten Maschengitter angeordnet.

Die allgemeine Form der Potential— und Druckgleichungen fithrt zu einem linearen
Gleichungssystem, das leider die Konvergenzbedingungen schneller iterativer Losungsal-
gorithmen nicht erfiillt. Aus diesem Grund wird ein direktes Losungsverfahren gewdhlt,
das dank der grofilen Speicherkapazitdt und Rechengeschwindigkeit moderner Grof}-
rechenanlagen zum Ziel fiihrt. Nachdem Druck und Wandpotentiale bekannt sind, wer-
den dreidimensionale Strémungszustinde im Innern des Kanals mit Hilfe der analyti-
schen Beziehungen (6.8 — 6.10) ermittelt.

Diese kurzen Erlauterungen zum numerischen Verfahren sollen an dieser Stelle geniigen.
Dem an numerischen Details interessierten Leser steht im Anhang eine ausfiihrliche
Beschreibung zur Verfiigung.
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7 Ergebnisse

Mit dem zuvor beschriebenen numerischen Rechenprogramm wurden einige ausgewihlte
Beispiele berechnet, die die Anwendungsmoglichkeiten des Verfahrens zeigen sollen. Es
wurden Vergleichsrechnungen zu bekannten Loésungen durchgefiihrt, um den erstellten
Rechencode zu validieren. Zunichst werden Ergebnisse zweidimensionaler Strémungs-
probleme vorgestellt. Dreidimensonale Lésungen fiir Kandle in variablen Magnetfeldern
oder fiir gekriimmte bzw. scharfkantig abgewinkelte Kanile demonstrieren die Anwend-
barkeit des Rechenverfahrens, selbst in Grenzbereichen des Modells.

7.1 Zweidimensionale Stromungsprobleme
7.1.1 Kreisrohrgeometrie

Als einfachste zweidimensionale Strémungsform wird eine voll ausgebildete MHD —
Strémung in einem Kreisrohr von konstantem Querschnitt in einem zur Strémungsrich-
tung senkrechten, konstanten Magnetfeld betrachtet. Fiir eine Hartmannzahl von ¥ =
1000 sind in Abb. 7.1 Geschwindigkeitsprofile bei verschiedenen Wandleitparametern
dargestellt. Fiir ¢ = 0.1, also fiir relativ gut leitende Kanalwinde, schlieflen sich die im
bewegten Fluid induzierten elektrischen Strome fast ausschliefilich innerhalb der Kanal-
wand. Hartmannschichten der Gréfenordnung 6§ ~ O (H-1) spielen deshalb keine Rolle.
Das im Stromungskern kolbenférmige Geschwindigkeitsprofil fillt innerhalb dieser
viskosen, wandnahen Grenzschicht steil auf den Wert =0 an der Wand ab. Fiir ¢ — 0
nihert sich das Geschwindigkeitsprofil der von Chang und Lundgren 1961 angegebenen
Losung, die fiir isolierte Kanalwiinde ein Geschwindigkeitsprofil der Form v, ~ 4/T-z2
besitzt. Fiir ¢ = 0 zeigt das axiale Geschwindigkeitsfeld einen elliptischen Verlauf quer
zur Magnetfeldrichtung. In Magnetfeldrichtung hingegen bleibt der kolbenférmige Cha-
rakter mit starken Wandgradienten erhalten. Die elektrischen Strome schlieflen sich in
diesem Fall innerhalb der viskosen wandnahen Grenzschicht.

Ein Vergleich des numerisch ermittelten Druckgradienten mit der asymptotischen analy-
tischen Losung GI(3.7) (Chang und Lundgren 1961) liefert schon bei relativ niedrigen
Hartmann — Zahlen, # ~ 25, sehr gute Ubereinstimmung (siehe hierzu Abb. 7.2).

o .S (7.1)
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Der Druckgradient fiir relativ gut leitende Kanalwénde kann numerisch ebenfalls in sehr
guter Ubereinstimmung mit dem von Hua und Walker 1989 genannten analytischen

Ergebnis

d
Jo =" Tee (7.2)

gefunden werden. Diese numerischen Ergebnisse, die von GI.(7.2) praktisch nicht abwei-
chen, werden hier nicht weiter diskutiert.

1571 1577
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Abb. 7.1 MHD — Geschwindigkeitsprofile einer voll ausgebildeten MHD — Strémung
senkrecht zu einem konstanten Magnetfeld in einem isolierten Kreisrohr fiir
verschiedene Wandleitparameter c bei einer Hartmann — Zahl # = 1000.
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Abb. 7.2 Dimensionsloser Druckgradient einer MHD — Stromung in einem isolierten

Kreisrohr




7.1.2 Rechteckkanal mit elliptisch deformierten Seitenwinden

Die direkte Behandlung von Kanalgeometrien mit exakt magnetfeldparallelen Kanal-
wéinden ist wegen Singularititen der gewihlten Koordinatentransformation nicht mog-
lich. Um solche Geometrien dennoch zumindest niherungsweise zu beschreiben, kann der
Kanal entweder gegeniiber der Magnetfeldrichtung leicht geneigt werden oder die
magnetfeldparallele Seitenwand kann schwach elliptisch ausgebeult werden (Biihler
1991). In beiden Fillen wird eine Singularitit entlang einer Kanalwand vermieden. Im
folgenden wollen wir uns auf die Beschreibung von MHD — Strémungen in elliptisch
approximierten Rechteckkanilen entsprechend Abb. 7.3 beschrinken. Es wird ange-
strebt, im Grenzfall fiir kleine elliptische Deformationen e — 0 eine Approximation des
Stromungsverhaltens in Rechteckkanilen zu erhalten.

Kern-

bereich 2a

Abb. 7.3 Elliptisch deformiertrer Rechteckkanal
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Fiir eine elliptisch verformte Rechteckgeometrie entsprechend Abb.7.3 findet Molokov
1991 die folgende analytische Druckverlustbeziehung fiir Stromungen bei grofien Hart-
mannzahlen:

lij 1
T =TT (73)

mit den Koeffizienten

1 c+1
AI = (1 —Z—'ﬂ'e}m

und
/2

ce+ye?cos?p+sin ?
dy=e Y/ ‘v @

cosdp dy .

g Cecosy + +veZxos Zp+sin?p

Ein Vergleich der analytisch berechneten Druckverluste nach Molokov mit numerisch
bestimmten Werten liefert eine sehr gute Ubereinstimmung iiber den gesamten betrach-
teten Bereich von e > 0. Schon bei einer relativ kleinen Hartmann — Zahl von # = 100
liegen die Abweichungen bei weniger als 1.6%. Fir grofilere Hartmann — Zahlen z.B.
H = 1000 sind beide Ergebnisse praktisch identisch (siehe Abb. 7.4).

0.50 ‘ 0.0110
M=100 C=10 M=1000 C=0.01
0.48 -
% 0.46 -
044 e 0.0095
042 T I | T 0.0080 ] I I I
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05

e e
------- Druckveriust fir Rechteckrohre
- = - Analytische Ldsung (Molokov)

—— CORE - FLOW — Rechnungen

Abb 7.4 MHD — Druckgradient in einem elliptisch deformierten Rechteckrohr fiir
zwel Parameterkombinationen von ¥ und c.




Schliefilich bleibt noch die Frage zu kliren, in wieweit ein elliptisch deformierter Kanal
als Approximation eines Rechteckkanals mit magnetfeldparallelen Seiten Verwendung
finden kann. Die Antwort wird sofort klar, wenn man in Abb. 7.4 die Losungen eines
elliptisch deformierten Kanals mit Losungen fiir Rechteckkanile entsprechend GI.(3.9)
(Tillack 1990) vergleicht, die als horizontale Linien in die beiden Diagramme eingezeich-
net sind. Tillacks Losung gilt speziell fiir den Grenzfall e = 0, fiir den wir uns interes-
sieren. Fiir elektrisch leitende Kanile stellt man fiir e — 0 zunichst eine Verbesserung
der Druckgradientenapproximation fest. Fiir

env—L mit 5> 1, (7.4)
VI

liefert dieses Modell bereits eine gute Approximation fiir den Druckgradienten. Die
Abweichung zum exakten Ergebnis betrigt weniger als 5%. Eine weitere Verkleinerung
des e — Wertes liefert schlechtere Ergebnisse. Diese Tatsache 1afit sich physikalisch
folgendermafien begriinden: Elekirische Stréme aus dem Strémungskern treten in die
sogenannten Seitenschichten der Dicke &~ O(H-1/2) ein. Innerhalb dieser Schichten
flieflen die Stréme nun in Magnetfeldrichtung, bis sie in den Kanalecken auf die
Hartmann — Schichten treffen, in denen sie eine Riickflumdoglichkeit finden. Das von
uns eingefithrte Grenzschichtmodell versagt an exakt magnetfeldparallelen Wénden. Fiir
e — 0 wird die Dicke der Seitenschichten und somit ihre Leitfahigkeit iiberschitzt. Die
Strémungsverhiltnisse in den Seitenschichten kénnen nur durch eine detailierte Betrach-
tung aller relevanten Effekte innerhalb dieser Grenzschichten ermittelt werden. Wir
betrachten hierzu einen Bereich, in dem der Ortsvektor z eines Punktes durch die Sei-
tenschichttransformation

T =T, + nb;sl+ t52 + hps? (7.5)

gegeben ist. Die s’ sind orthogonale Seitenschichtkoordinaten; =y = z(ul=ul;, u2) ist,
fir e — 0, ein Punkt der Seitenwand, k¢ = h(ul=ulc,u2) ist die halbe Kanalhthe
entlang dieser Seitenwand entsprechend GL(5.1). ul; ist die u! — Koordinate an der
Grenzfliche zwischen Core und Seitenschicht. n ist der zur Seitenwand normale Ein-
heitsvektor, der in das Kanalinnere zeigt. Der zur Kanalwand tangentiale Einheitsvektor
t wird senkrecht zur Magnetfeldrichtung angesetzt.
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Der metrische Tensor der Seitenschichttransformation sowie das von der Basis aufge-
spannte Volumenelement sind

6520 0
gxr=10 1 0 |, V= hcbs. (76)
0 0 hg?

Die ersten beiden Komponenten der Impulsgleichung in Seitenschichtkoordinaten lauten
nun:

0w = 1752 + O(2)

(7.7)
dop = - %(VJ'I) + 7‘127;—331511)2 .
Falls in der Gleichung der Ladungserhaltung
B(Vi%) = 0 (7.8)

alle auftretenden Terme von gleicher Gréfienordnung sind, kann die Stromkomponente
Ji1=gujt= 671 (7.9)

in der ersten Komponente des Ohmschen Gesetzes vernachlissigt werden. Somit ergibt
sich der folgende Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeitskomponente v2und dem
Potential ¢

9.0 =-h%(Vv2). (7.10)

Mit GI1.(7.10) kann die Geschwindigkeitskomponente v2 der Impulsgleichung eliminiert
werden. Zusammen mit der Ladungsbilanz folgt nach Elimination des Drucks in GI.(7.7)
folgende Differentialgleichung vierter Ordnung zur Bestimmung des Seitenschichtpoten-
tials:

2
5353¢ = ﬁ%‘g 51016161¢. (711)
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Die noch unbestimmte Dicke der Seitenschicht 6, wird so festgelegt, dafl die Ableitungs-
terme beider Gleichungsseiten von gleicher Grofenordnung sind. Dies fithrt zur Seiten-
schichtdicke

65 = Vﬂc; (IHB) ) (7.12)

die entlang der Seitenwinde die elektrische Leitfihigkeit in Gleichung (6.41) festlegt,
sobald die Approximation der Hartmann — Grenzschicht entsprechend Gl(6.32) versagt.
Die Losung von GI.(6.41) liefert die Verteilung des Potentials entlang der Kanalwand,
aus der anschlieflend die Losung im wandnahen Fluidbereich ermittelt wird. Die Verbes-
serung des mit diesem Modell ermittelten Druckgradienten, verglichen mit dem ur-
spriinglichen Ansatz im Grenzfall ¢ — 0, ist durch einen Vergleich der Diagramme in
Abb.(7.4) mit den entsprechenden Diagrammen in Abb.(7.5) offensichtlich. Fiir alle
betrachteten Fille wird bei einem Grenziibergang, fiir e — 0, der theoretische Wert des
Druckgradienten eines Kanals mit zwei exakt magnetfeldparallelen Winden sehr gut
approximiert.

Die Berechnung des Geschwindigkeitsprofils in Seitenwandnahe erfolgt durch eine Aus-
wertung der Potentialverteilung entlang dieser Wand. Durch Aufspalten der Variablen
in Kern und Grenzschichtanteile

¢ = gc + g5, vi=vi+ 0%, (7.13)

ergibt sich als Losung von GI.(7.11) fiir das Seitenschichtpotential ¢s
®
—a.sl :
Ps =Ze n [Al,,cos (ansl) + Ag,,sm(a,,.sl)] F.(B.s3) (7.14)
n=1

und der Seitenschicht— Geschwindigkeit v%

[11]
'1)26 = jﬁ%} zane—anSI[(Agn—Am)COS((.YDSI) — (A2n+A1,,)sin(ansl)] F,,(,B,,s3) .
n=1

(7.15)
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MHD — Druckgradient in einem leicht elliptisch deformierten Rechteckka-
nal mit einem verbesserten Ansatz fiir die Leitfihigkeit der Seitenschichten
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Die beiden Ansétze (7.14, 7.15) erfiillen bereits die Randbedingungen
$s(sl- o) =0, vi(sl-w) =0 (7.16)
in grofilem Abstand zur Seitenwand. Durch Anpassen an die Randbedingungen
ds(s%=%1) = 0 (7.17)
werden £, und a, festgelegt,
Bu =407, an = Vifs. (7.18)

Die zugehorigen Funktionen F, sind

Fo(B.83) =sin(f,s3), _ { gerade (7.19)

Fo(Bas?®) = cos (Bas?),

ungerade .

Fir s!=0 muf} das Potential der Seitenschichten stetig in das Potential der Seitenwand
iibergehen. Dies fiihrt zu

¢Sw ¢C ZAIDF (,Bn53) (720)

Die 4;, sind somit die Fourier — Koeffizienten der Differenz zwischen Seitenwandpoten-
tial ¢g, und Corepotential ¢, Die Haftbedingung an der Seitenwand v%(sl=0)=-v%
liefert die Bedingung zur Bestimmung von 4,.

1]
0% = 7§ 3 au(Ann-A) Fa(Ba5%) (7.21)

Hier sind die a,(42,-41,) proportional den Fourier — Koeffizienten der negativen Core —
Geschwindigkeit. Somit sind alle Koeffizienten zur Berechnung der Geschwindigkeiten in
den Seitenschichten bekannt. In Abb. 7.6 sind Geschwindigkeitsprofile bei einer
Hartmann — Zahl von ¥ = 1000 fiir verschiedene Wandleitparameter dargestellt. Man
erkennt entlang der magnetfeldparallelen Seitenwand starke Geschwindigkeitsiiberhdhun-
gen, im Kern jedoch eine konstante Verteilung. Die Ursache dieser in hydrodynamischen
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Stromungen nicht zu erwartenden Geschwindigkeitsprofile liegt in dem Verlauf der
elektrischen Strodme begriindet. Im Stromungskern werden elektrische Stréme senkrecht
zum Magnetfeld und senkrecht zur Stromungsrichtung induziert. Im Falle perfekt leiten-
der Kanalwéinde treten die Strome unmittelbar in diese Wénde ein, tiber die sich der
Stromkreis schliefit. Die der Stromungsrichtung entgegengesetzte Lorentzkraft ist nahezu
im gesamten Fluidbereich wirksam, auch in den Seitenwandgrenzschichten. Bei schlech-
ter leitenden Kandlwinden tritt nicht der gesamte Strom in die Seitenwénde ein. Ein
Teil fliefit tangential an den Seitenwénden entlang. Hierdurch wird die zum Magnetfeld
senkrechte Stromkomponente reduziert, was einen geringeren Strémungswiderstand und
deshalb hohere Stromungsgeschwindigkeiten in den Seitenschichten zur Folge hat. Fiir
sehr schlecht leitende Kanalwinde wird die gesamte Stromdichte so stark reduziert, daf
der Unterschied zwischen Lorentzkriften im Kern und Reibungsverlusten in den Seiten-
schichten stark abnimmt. Die Geschwindigkeitsiiberh6hungen nehmen deshalb auch fiir
c— 0ab.

C=0.01 C=01 C=10 perfekt leitend

Abb. 7.6 MHD — Geschwindigkeitsprofile in einem elliptisch approximierten Recht-
eckrohr, bei verschiedenen Wandleitfihigkeiten, # = 1000.




Die Approximation der seitlichen Geschwindigkeitsiiberh6hungen wird anhand des
USSR,USA,FRG — Benchmarkproblems (MHD — Workshop St. Petersburg 1991) iiber-
priift. Hierbei handelt es sich um einen Rechteckkanal mit unterschiedlichen Leitfahig-
keiten der Seitenwénde. Der Kanal mit den Abmessungen h = 1.37, b = 1, besitzt den
Wandleitparameter ¢ = 0.044. Eine Seitenwand ist besser (bzw. schlechter) leitend
ausgefiihrt. ¢; = 2¢ (bzw. ¢; = 0.5¢). Die fiir eine Hartmannzahl von # = 2850 ermittel-
ten Geschwindigkeitsspitzen zeigen eine gute Ubereinstimmung mit relativen Abwei-
chungen von weniger als 1% (4%), verglichen mit Ergebnissen, die wihrend dieses Work-
shops von Sidorenkov (USSR) gezeigt wurden. Die Ubereinstimmung mit Ergebnissen
Huas (USA) fillt hingegen etwas schlechter aus, was jedoch durch seine vereinfachenden
Annahmen iiber elektrische Strome innerhalb der Seitenschichten zu erkliren ist. Zwei
typische Geschwindigkeitsprofile solcher Vergleichsrechnungen sind in Abb. 7.7 zu sehen.
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Abb. 7.7 MHD - Geschwindigkeitsprofile entsprechend dem USSR/USA/FRG

Benchmarkproblem (Workshop 1991) h=1.87, b=1, e—0,
M= 2850, ¢ =0.044
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Zusammenfassend erhalt man das Ergebnis, dafl eingelaufene Strdmungsverhéltnisse in
Rechteckkandlen mit zwei magnetfeldparallelen Seitenwénden durch einen leicht ellip-
tisch ausgebeulten Kanal recht gut approximiert werden. Diese Losungen werden im
Grenzilbergang e — 0 angenommen. Geschwindigkeitsprofile innerhalb der Seiten-
schichten werden durch eine detaillierte Betrachtung der Strémungsverhiltnisse in
Seitenwandndhe ermittelt. Die vorgestellten Beispiele zeigen, dafl der Geschwindig-
keitsverlauf entlang der Seitenwand durch die Wahl der Wandleitfahigkeit festgelegt
wird. Wird lediglich die Leitfihigkeit der Seitenwinde variiert, So erhdlt man beacht-
liche Verinderungen der maximalen Seitenschichtgeschwindigkeiten bei relativ kleinen
Anderungen des Gesamtdruckverlustes. Durch eine gezielte Wahl der Leitfdhigkeiten
kann somit aktiv auf das Strémungsgeschehen eingewirkt werden, um beispielesweise den
konvektiven Wirmetransport entlang von Seitenwénden zu optimieren.

7.2 Dreidimensionale Ergebnisse
7.2.1 Elliptisch approximierter isolierter Rechteckkanal im variablen Magnetfeld

Als erstes dreidimensionales Anwendungsbeispiel wird eine MHD — Strémung in einem
isolierten Rechteckkanal von konstantem Querschnitt senkrecht zu einem entlang der
Stromungsrichtung variablen Magnetfeld vorgestellt. Der Betrag der dimensionslosen
magnetischen Induktion fillt von dem Wert #(z<-1) = I am Eintritt auf den Wert
B(z>1) = 0.5 ab. Die zwei magnetfeldparallelen Seitenwinde werden durch schwache
elliptische Deformationen approximiert. Im Bereich starker Magnetfeldgradienten wird
der grofite Teil der Stromung in seitliche Schichten verdringt (siehe Abb. 7.8). Im Kern
liegt an dieser Stelle praktisch stagnierendes Fluid vor, das den Kanalquerschnitt grofi-
tenteils blockiert. Die Ursache dafiir ist in dreidimensionalen elektrischen Strémen
begriindet, die nun entlang der Kanalachse und in Bereichen mit kleineren magnetischen
Feldstirken eine zusétzliche Kurzschlufmoglichkeit finden. Diese ermdglichen in Berei-
chen hoher Feldstirken grofiere Stromfliisse und somit gréflere, die Strémung hemmende
Lorentz — Kréfte. Man erkennt dies an den starken Druckverlusten im zentralen Stro-
mungsbereich (Abb.7.9). Ein Teil dieser Verluste kann im Bereich kleinerer Feldstirken
durch Lorentzkrifte zuriickgewonnen werden. Trotzdem verbleiben bei einer Strémung
im variablen Magnetfeld erhebliche zusitzliche dreidimensionale Druckverluste Ap,y, die
denen einer eingelaufenen MHD — Strémung iiber eine dimensionslose Kanallinge von
I = Alyy~ O(yyM) vergleichbar sind.
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Apsy = [ ;9%.2 ] o DMaa (7.22)

Elektrische Strome, die im Strémungskern induziert werden, treten in die Seiten-
schichten ein, in denen sie in axialer Richtung zu niedrigeren Potentialen fliefen. Der
von ihnen zu iberwindende elektrische Widerstand wird dabei im wesentlichen von der
Dicke der Seitenschichten bestimmt, was die Gréfenordnung O(1/4/M) der zusitzlichen
Druckverluste erklirt.

In elektrisch leitenden Kanilen hingegen findet man dreidimensionale Druckverluste als
Funktion des Wandleitparameters ¢ (Al = 0 fiir ¢ = w).
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Abb. 7.8 3d — MHD — Geschwindigkeitsprofile an verschiedenen axialen Positionen
in einem isolierten Rechteckkanal bei lokal variablem Magnetfeld B(z),
H=1000.
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71.2.2 Gekriimmter, elliptisch approximierter Rechteckkanal im konstanten Magnetfeld

Ein wichtiges Bauelement eines Flissigmetallblankets stellt der 180° Kriimmer dar, der
eine Stromungsumlenkung in einer Ebene senkrecht zum angelegten Magnetfeld bewirkt.
Solche Kriimmer finden sowohl bei dem von KfK verfolgten selbstgekithlten Blanketkon-
zept mit radial-toroidaler Strémungsfithrung als auch in Alternativkonzepten mit reiner
Poloidalstromung ihre Anwendung. Elektrisch leitende Kriimmer von kreisformigem
Querschnitt wurden bereits von mehreren Autoren, z.B. von Walker 1986 behandelt.
Dabei konnte keine merkliche Druckverlusterh6hung durch zusitzliche dreidimensionale
Effekte gefunden werden. Der Druckverlust eines Kriimmers mit Kreisquerschnitt
entspricht etwa dem einer Geradrohrstrecke von gleichem Querschnitt und gleicher
mittleren Kanallinge. Obwohl die Umlenkung auf den Gesamtdruckverlust keinen Ein-
fluffl hat, zeigen die Geschwindigkeitsprofile im Bereich der Umlenkung dennoch ein
starkes dreidimensionales Strémungsverhalten. Im Bereich der Umlenkung stellt man an
der inneren Kanalwand erhShte Geschwindigkeiten fest. Die Geschwindigkeiten an der
Kanalauflenwand sind abgesenkt. Die gleichen physikalischen Effekte konnen auch fiir
Kriimmer mit rechteckigem Querschnitt gefunden werden. Der betrachtete
Rechteckquerschnitt wird hier ebenfalls durch eine kleine elliptische Deformation der
Seitenwénde approximiert. Das zuniichst eingelaufene Geschwindigkeitsprofil verschiebt
sich bei der Umlenkung der Strdmung zunehmend in Richtung der inneren Kanalwand.
Die Geschwindigkeit an der inneren Seitenwand erh6ht sich im Bereich der Umlenkung
um etwa den Faktor 2.5, wihrend an der dufleren Kanalwand die Geschwindigkeit
gegeniiber eingelaufenen Verhéltnissen halbiert wird. Ergebnisse einer umgelenkten
MHD - Strémung sind in der Abbildungen Abb.7.10 fiir eine Hartmannzahl von
H = 1000 dargestellt. Linien konstanten Potentials sind in dieser Darstellung auf der
gekrimmten Kanalgeometrie eingezeichnet. Geschwindigkeitsprofile an verschiedenen
Querschnitten demonstrieren die erheblichen Umverteilungen des strémenden Mediums.
Ob allerdings die dargestellten Geschwindigkeitsprofile mit ihren enormen Uberhhun-
gen fiir sehr enge Umlenkungen real existieren, kann mit dieser Methode der stationiren,
trigheitsfreien Theorie nicht beantwortet werden.
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Abb. 7.10 3D MHD — Geschwindigkeitsprofile in einem leitenden, gekriimmten
Rechteckkanal, Linien konstanten Potentials sind auf der Kanaloberfliche
dargestellt. # = 1000, c = 0. 1.

7.3 Dreidimensionale Ergebnisse in physikalischen Grenzbereichen

Neben dem zuvor besprochenen Kriimmer mit einer Stromungsumlenkung in einer Ebene
senkrecht zu magnetischen Feldlinien spielt der 90¢ Kriimmer mit einer Umlenkung der
Strémung in exakt magnetfeldparallele Stromungsrichtung im toroidalen Blanketkonzept
eine der Schliisselrollen. Im Gegensatz zu den meisten anderen Reaktorkomponenten
kann dieses Problem nicht direkt mit dem entwickelten Berechnungsverfahren behandelt
werden, da im toroidalen Bereich die Stromung keine Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zu Magnetfeldlinien besitzt. Experimentelle Untersuchungen zu diesem Prob-
lem erweisen sich ebenfalls als schwierig, da in exakt magnetfeldparallelen Kanalstiicken
sehr grofle Einlauflingen erwartet werden, die in verfiigbaren Magneten keinen Platz




finden. Aus diesen Griinden wird die Geometrie leicht geneigt, so dal an keiner Kanal-
wand die Normalkomponente der magnetischen Induktion verschwindet (Siehe dazu
Abb.7.11a und Abb.7.11b). Betrachtet wird hier ein Kanal mit rechteckigem Quer-
schnitt, dessen Seitenwinde fiir die numerische Behandlung schwach elliptisch defor-
miert werden. Die Strémungsumlenkung um 90° erfolgt scharfkantig. Bei einer Neigung
des Kanals entsprechend Abb.7.11a kann das vorgestellte numerische Rechenprogramm
ohne Schwierigkeiten direkt angewandt werden, da jede magnetische Feldlinie die Kanal-
wand in hdchstens zwei Punkten durchstofit. Auf die Losung dieses Problems wird des-
halb an dieser Stelle nicht niher eingegangen. Stattdessen wollen wir uns hier auf das
Strémungsproblem entsprechend Abb.7.11b konzentrieren, das interessantere Strémungs-
formen im Umlenkbereich erwarten 148t.
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Abb 7.11 Scharfkantig umgelenkter Rechteckkanal
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Man erwartet entlang der Magnetfeldlinie EFK einen beachtlichen Volumenstrom in
einer relativ diinnen Schicht, da sich das Fluid entlang von magnetischen Feldlinien
nahezu kriftefrei bewegen kann. Alle anderen Bewegungsrichtungen unterliegen den sehr
starken, die Bewegung hemmenden Lorentzkriften. Ob dann allerdings Trigheitskrafte
und Reibungskréfte im Innern des Fluids vernachlissigbar sind, kann nicht unmittelbar
beantwortet werden. Trotzdem werden in der weiteren Rechnung diese Effekte ignoriert,
um mit dem erstellten numerischen Rechenprogramm wenigstens annihernd den physi-
kalischen Sachverhalt beschreiben zu koénnen. Versuche, dieses Problem mit den voll-
stindigen Gleichungen zu beschreiben, wurden bereits von Kunugi, Tillack und Abdou
1991 erfolgreich durchgefiihrt. Ihre numerischen Ergebnisse beschrinken sich allerdings
auf Stromungen mit Hartmannzahlen bis # % 200. Ergebnisse bei hoheren Hartmann —
Zahlen sind wegen zu grofiem Speicherbedarf oder wegen zu grofier Rechenzeiten durch
vollnumerische Losungen bisher nicht zu erhalten. Fiir blanketrelevante MHD — Stré-
mungen mit Hartmann — Zahlen von # % 10000 und recht grofien Interaktionsparame-
tern von N ® 1000 verspricht deshalb die trigheitsfreie Approximation die grofiten
Erfolgschancen. Die Annahme der Trégheitsfreiheit wird spiter durch einen Vergleich
der numerisch bestimmten Losung mit experimentellen Befunden bestétigt.

MHD - Strémungen in einer Geometrie entsprechend Abb.7.11b kénnen mit dem erstell-
ten numerischen Rechenprogramm nicht direkt behandelt werden, da Feldlinien rechts
der Position EFK den Kanal in mehr als zwei Punkten schneiden. Daraus resultiert eine
Mehrdeutigkeit der gewdhlten Transformationsgleichung, die entlang einer Magnetfeld-
linie hochstens zwei Kanalwinde (obere und untere Wand) zuldfit. Moon, Hua und
Walker (1991) umgehen dieses Problem, indem sie den Kriimmer in drei Teilstiicke
unterteilen (Teil I, II, IIT), fiir die jeweils die Core — Lésungen ermittelt werden konnen.
Die Gesamtlosung ergibt sich dann durch Einfithrung geeigneter Kopplungsbedingungen
an den Grenzflichen. Diese Grenzflichen liegen jedoch alle auf der Linie EFK, entlang
der ein nicht zu vernachlissigender Volumenstrom zu erwarten ist. Im Gegensatz zu
ihrem Teilungsvorschlag zerlegen wir den Kriimmer bei der vorliegenden Berechnung
entlang der Diagonalen in nur zwei Teilstiicke (Teil A und B). Dies hat den Vorteil, nur
an einer Grenzfliche Kopplungsbedingungen einfiihren zu miissen. Auflerdem liegt der
erwartete erhohte Volumenstrom entlang der Linie EFK nun nicht in unserer Grenz-
flache, sondern fithrt durch sie hindurch. Dies kann auf einfache Weise durch die Kopp-
lungsbedingung fiir die normal zur Kopplungsfliche zeigenden Geschwindigkeitskompo




nenten beriicksichtigt werden:
('v°n)A=—('v-n)B. (7.23)

Fluid, das den Kanalteil A iiber die Kopplungsfliche verldfit, mufl auf der gegeniiber-
liegenden Seite in den Teil B des Kanals eintreten. Die gleiche Bedingung muif} selbstver-
stdndlich auch fiir die elektrischen Strome gelten:

(5:0), = -(3-n) (7.23)

Aufgrund der Stetigkeit aller gesuchten Grofien entlang von magnetischen Feldlinien gilt
weiterhin die Kopplungsbedingung fiir den Druck p an der Kopplungsfliche,

= 7.24
P, =P, (7.24)

sowie fiir die Oberflichenpotentiale

Durch die Aufteilung der Rechengebiets und durch Verwendung der plausiblen Kopp-
lungsbedingungen GL.(7.23-7.25) wird das Stromungsproblem fiir die trigheitsfreie
Theorie zugénglich.

Mit dem zuvor beschriebenen numerischen Rechenprogramm werden zur Geometrie
entsprechend der Abbildung Abb. 7.11b Berechnungen der Druck — und Oberflichen-
potentiale durchgefithrt. Dabei wird ein Wandleitparameter von ¢ = 0.052 gewdhlt.
Gegeniiber diesem Wert des Wandleitparameters sind die Hartmann — Schichten der
Dicke § ~ 1 /M fiir den Stromriickflufl bei grofien # — Werten vernachlassigbar. Reibungs-
effekte bleiben deshalb in diesem Beispiel auch an den Kanalwéinden unberiicksichtigt.

Ergebnisse in Form von Geschwindigkeitsverteilungen und Oberflachenpotentialen sind
in der Abbildung 7.12 dargestellt. Linien konstanten Potentials iiberziehen die Ober-
fliche der Kanalwand. Bei den gezeigten Geschwindigkeitsprofilen im Core — Bereich der
magnetischen Querschnitte AB, EFK und MN handelt es sich um die zu diesen Quer-
schnitten senkrechte Komponente der Geschwindigkeit, oder anders ausgedriickt, um den
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durch diese Querschnitte hindurchtretenden Volumenstrom. Auf die unanschauliche
Darstellung von Geschwindigkeiten in den Seitenschichten, die fiir grofie Hartmann —
Zahlen sehr diinn werden, wird hier verzichtet.

Im Querschnitt AB liegt eine eingelaufene MHD — Strémung vor, bei der die Stromung
fast senkrecht zu magnetischen Feldlinien verluft. Im Str6mungskern ist hier das flache
Geschwindigkeitsprofil einer eingelaufenen MHD — Strémung mit vee ® 0.75 zu erken-
nen. Dieser Wert stimmt mit dem von Tillack und McCarthy 1989 angegebenen Wert
entsprechend dem Kernstrémungsmodell iiberein. Die Normalkomponente der Geschwin-
digkeit beziiglich des grofieren magnetischen Querschnitts MN besitzt entsprechend
niedrigere Werte der Kerngeschwindigkeit. Auch hier liegen eingelaufene Strémungsver-
héltnisse vor. Ndhern wir uns, ausgehend vom Querschnitt MN kommend, der magne-
tischen Ebene EFK, so stellt man eine Verlagerung der Strémung in seitliche Bereiche
fest. Im Querschnitt FK erkennt man an der Kanalauflenwand (untere Kanalwand im
Kanalteil A) ein in die Seitenschichten gedringtes Geschwindigkeitsprofil, das immer
noch in die Hauptstromungsrichtung des Teilkanals A zeigt. Dies erkennt man an den
negativen Geschwindigkeitskomponenten normal zur magnetischen Querschnittsfliche
EFK an der Kanalaufenwand. An der Innenwand des Teilkanals A (oben) ist deutlich
eine Riickstrémung zu erkennen. Zwischen Innen— und Auflenwand verlduft das Ge-
schwindigkeitsprofil linear. Im zweiten Kanalstiick ist das Geschwindigkeitsprofil in
dhnlicher Weise deformiert. Riickstromungen treten hier jedoch nicht auf. Die zur mag-
netischen Querschnittsfliche EFK normalen Geschwindigkeitsanteile zeigen alle in
positive Richtung. Eine Massenbilanz im Querschnitt EFK bestitigt, dafl der iiber den
Querschnitt FK in den Eckenbereich einfliefende Volumenstrom sich mit dem aus-
flieflenden Volumenstrom bei EF gerade aufhebt.

Hunt und Holroyd (1977) &uflern die Befiirchtung, dafi im Eckbereich einer umgelenkten
Stromung praktisch stagnierendes Fluid existieren kénnte. Die vorliegenden Ergebnisse
zeigen dieses Verhalten fiir einen geneigten Kanal nicht. Zwar wechselt ein beachtlicher
Teil des Volumenstroms direkt entlang des Querschnitts EFK vom ersten zum zweiten
Kanalteil, trotzdem verbleibt jedoch ein Anteil, der entlang der unteren Kanalwand zur
Ecke hin und an der oberen Kanalwand wieder zuriick fithrt. Zwischen der oberen und
unteren Kanalwand verlduft dabei das Geschwindigkeitsprofil linear, zu den Seiten-
schichten hin ergibt sich eine parabolische Verschiebung (siche Geschwindigkeitsprofil
im Querschnitt GJ). Die oben beschriebenen Umverteilungen des Volumenstroms erge-
ben sich haupséchlich durch dreidimensionale elektrische Stréme, die im Umlenkbereich
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Abb. 7.12 Scharfkantige Umlenkung einer MHD — Strémung in einem Rechteckrohr
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zusdtzliche Lorentzkrifte hervorrufen. Als wichtiges Ergebnis dieser Rechnungen ist
festzustellen, daff in einem zur Magnetfeldrichtung leicht geneigten Kriimmerteil weder
in der &ufleren Ecke des Kritmmers noch entlang der unteren Kanalwand des ersten
Kanalteils Bereiche mit stagnierendem Fluid auftreten. Eine Kithlung aller Kanalwénde
durch strdmendes Fliissigmetall erscheint deshalb im ganzen Kriimmerbereich méglich.

Die Annahme der Trégheitsfreiheit erscheint bei einer Umlenkung um eine scharfe Kante
zunédchst zweifelhaft. Daf} diese Annahme dennoch gerechtfertigt ist, zeigt ein Vergleich
zwischen berechneten und gemessenen Werten der Oberflichenpotentiale und Driicke
(MEKKA — Experiment des Kernforschungszentrums Karlsruhe, Barleon et al. 1992).
Die Theorie der trigheitsfreien Approximation stiitzt sich auf die Berechnung von
Oberflichenpotentialen und Druckwerten, aus denen anschliefilend mit Hilfe analytischer
Beziehungen auf das Innere des Fluidbereichs geschlossen werden kann. Gleichzeitig sind
diese beiden Groflen auch experimentell leicht zugdnglich und liefern deshalb eine
unmittelbare Vergleichsméglichkeit zwischen Theorie und Praxis.

Abb. 7.13 Lage der Potentialmefiebenen beziiglich der Gesamtgeometrie




Potentialmessungen werden entlang Umfangslinien (AB,GJ,IH,MN) bestimmter magne-
tischer Querschnitte durchgefiihrt. Ihre Lage beziiglich der Gesamtgeometrie ist in Abb.
7.13 eingezeichnet. Die Abbildung 7.14 zeigt einen Vergleich der gemessenen Potential-
werte in Form von Messpunkten mit dem theoretisch ermittelten Potentialverlauf. Es
sind jeweils Messungen fiir verschiedene Interaktionsparameter dargestellt, um das
asymptotische Verhalten fiir ¥ — o zu verdeutlichen, was im Grenzfall der verwendeten
trigheitsfreien Theorie entspricht. Der Vergleich der Potentiale bei AB und MN soll
hierbei sicherstellen, daf} die an die Theorie gestellten Randbedingungen einer voll ausge-
bildeten MHD — Stromung trotz der relativ kurzen Einlauflingen auch experimentell
realisiert werden konnen. Man erkennt am Umfang AB, dafl die gemessenen Potential-
werte fiir wachsende Interaktionsparameter gegen die berechnete Losung des trigheits-
freien Problems streben. Auch entlang des Umfangs MN ist die Potentialrandbedingung
gut erfilllt, Am Umfang GJ, im Bereich der Umlenkung, ist die Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment immer noch ausgezeichnet. Nahern wir uns jedoch der
dufleren Ecke, so wird der Verlauf des elektrischen Potentials nur noch qualitativ durch
die Rechnung erfafit. Obwohl die absolute Differenz zwischen Experiment und Rechnung
hier von gleicher Groflenordnung ist wie die im Querschnitt AB, unterscheiden sich
Rechnung und Experiment im Querschnitt IH relativ gesehen erheblich. Die Mefiwerte
zeigen an dieser Stelle selbst bei grofien Interaktionsparametern noch eine deutliche ¥ —
Abhéngigkeit. Obwohl fiir den Strémungskern bei grofien Interaktionsparametern langst
trigheitsfreie Verhaltnisse vorliegen sollten, scheint dies im Bereich der umgelenkten
Seitenschichten mit den dort herrschenden groflen Geschwindigkeitsiiberhéhungen selbst
bei ¥ = 1218300 noch nicht der Fall zu sein. Die Abweichung zur Theorie wird in IH
deshalb so deutlich, weil die durch Trigheitseffekte der Seitenschichten verursachten
Potentialdifferenzen gegeniiber denen der relativ langsamen Kernstrémung an dieser
Stelle nicht mehr vernachlissigbar sind. Tananayev (1989) findet trigheitsfreie umge-
lenkte MHD — Stromungen im Bereich mittlerer Hartmannzahlen bereits bei Inter-
aktionsparametern ¥ ¢ 1000. Eine Extrapolation seiner vorgestellten Meflergebnisse
hin zu blanketrelevanten Hartmann — Zahlen # > 1000 zeigt, dafl wirklich trigheitsfreie
Strémungszustinde erst bei Interaktionsparametern ¥ > 104 zu erwarten sind. Bezogen
auf das Gesamtstromungsgeschehen sind die Abweichungen jedoch nicht besonders
gravierend und haben auf globale Aussagen, die den Strémungskern betreffen (z.B. den
Gesamtdruckverlust), kaum einen Einfluf. Da bereits bei GJ die Ubereinstimmung
zwischen theoretischen und experimentell ermittelten Potentialwerten sehr gut ist, bleibt
der Bereich etwas schlechterer Ubereinstimmung auf die unmittelbare Umgebung der
dufleren Ecke beschrinkt.

[
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Vergleich zwischen experimentell ermittelten Oberflichenpotentialwerten
und dem theoretisch ermittelten Potentialverlauf an den magnetischen

Umfangslinien AB, GJ, IH, MN

Abb. 7.14



Da das gesamte trigheitsfreie MHD — Strémungsgeschehen durch Oberflichenpotentiale
und Driicke gemeinsam bestimmt wird, erhalten wir erst Gewifiheit iiber die Qualitit der
berechneten Losung, wenn gemessene und berechnete Druckwerte dhnlich gut {iberein-
stimmen, wie dies bei den zuvor betrachteten Potentialwerten der Fall war. Gemessene
Druckwerte liegen an den Positionen Dj, Dy, ....D; auf der Symmetrielinie des Kanals
vor, die in Abb. 7.13 eingezeichnet sind. Berechnete und gemessene Druckwerte sind in
Abb. 7.15 als Funktion einer Umfangskoordinate I entlang der Symmetrielinie Dg — D;
dargestellt. Da aus dem Experiment lediglich Differenzdriicke verfiigbar sind, kann das
absolute Druckniveau entsprechend der berechneten Druckkurve angepafit werden. Die
fiir verschiedene Interaktionsparameter dargestellten Druckmessungen zeigen im Bereich
zwischen Dy — Dy eine sehr gute Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage. Da
die verwendete Druckmeftechnik bei dem grofiten dargestellten Interaktionsparameter
an ihre Auflosungsgrenze stoft, konnen diese Werte bei einer Beurteilung der Lésungs-
qualitit aufler acht gelassen werden. Die iibrigen Druckmefiwerte werden fiir zunehmen-
de Interaktionsparameter mit der durchgefiihrten Rechnung sehr gut wiedergegeben. Die
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Abb. 7.15  Vergleich zwischen experimentell und theoretisch ermittelten Druckwerten
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Abweichungen an den Druckmefstellen D; und D, fallen etwas grofier aus. Sie entspre-
chen jedoch immer noch gut dem berechneten Druckverlauf. Eine mogliche Erklirung
hierfiir wire eine Stromungsablosung an der inneren Kriimmerkante. Totwasser— oder
Riickstrdmgebiete entlang der inneren Kanalwand wiirden elektrischen Strémen eine
zusitzliche Kurzschluimdoglichkeit bieten und somit in diesem Bereich zu etwas hoheren
Druckverlusten fithren, als dies durch die trigheitsfreie Theorie vorhergesagt wird.
Dennoch stimmen sowohl die Gesamtdruckdifferenzen als auch die lokalen Druckwerte
im gesamten betrachteten Stromungsbereich gut mit den theoretisch ermittelten Ergeb-
nissen iiberein, so dal MHD — Druckverluste selbst in scharfkantig umgelenkten Kanélen
mit der trigheitsfreien Theorie berechnet werden kénnen.

Direkte MefBwerte der Strémungsgeschwindigkeit des Fluids sind bisher leider nicht
verfiigbar. Da jedoch eine gute Ubereinstimmung der Potential— und Druckwerte vor-
liegt, die entsprechend der trigheitsfreien Theorie alleine alle anderen Stromungsgrofien
bestimmen, sollten auch die berechneten Geschwindigkeitsverteilungen sowohl qualitativ
als auch quantitativ den physikalischen Sachverhalt korrekt wiedergeben.




8 Zusammenfassung

Die Beschreibung von induktionsfreien magnetohydrodynamischen Strémungen bei
grofien Hartmann — Zahlen erfolgt durch eine Aufteilung des Stromungsgebiets in einen
reibungsfreien Kernstrémungsbereich, "Core" genannt, und in sehr diinne, viskose
Wandgrenzschichten. Durch Vernachlissigung der Trigheitsterme fiir grofie Interak-
tionsparameter werden die Impulsgleichungen linearisiert. Auf diese Weise lassen sich
die allgemeinen Grundgleichungen in den jeweils betrachteten Stromungsgebieten stark
vereinfachen. Im reibungsfreien Core werden die dreidimensionalen Grundgleichungen
durch eine analytische Integration auf zweidimensionale Gleichungen reduziert. Die
exakte Erfiillung der physikalischen Randbedingungen an den Kanalwinden wird durch
die Losung von Grenzschichtgleichungen erreicht. Die Gleichung der Ladungserhaltung
in der diinnen, elektrisch leitenden Kanalwand und innerhalb der viskosen Wandgrenz-
schicht fithrt ebenfalls zu zweidimensionalen Gleichungen.

Durch eine Koordinatentransformation wird das Innere jedes beliebig geformten Stré-
mungskanals auf ein Einheitsvolumen abgebildet, auf dessen Oberfliche die zweidimen-
sionalen gekoppelten Gleichungen numerisch gelést werden.

Durch die Beriicksichtigung der viskosen Wandgrenzschichten und Verwendung von
geeigneten geometrieangepafiten Koordinaten ist es erstmals moglich, mit dem Kern-
stromungsmodell dreidimensionale MHD — Strémungen in isolierten Kandlen beliebiger
Geometrie zu berechnen. Die analytische Behandlung der Grenzschichten erweitert die
Anwendbarkeit des reinen Kernstromungsmodells auf Fille mit endlichen Hartmann —
Zahlen. Vergleichsrechnungen zu speziellen bekannten analytischen Losungen zeigen in
allen betrachteten Fillen sehr gute Ubereinstimmung. Anhand von einigen ausgewéihlten
dreidimensionalen Beispielen werden die vielfaltigen Anwendungsmoglichkeiten des
numerichen Rechenprogramms demonstriert. Berechnungen, selbst in physikalischen
Grenzfillen, stimmen gut mit experimentellen Befunden iiberein.
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9 Anhang
9.1 Numerische Losung der resultierenden Gleichungen

Die partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung des Drucks p und der Oberfli-
chenpotentiale ¢, und ¢,, die in Abschnitt 6 hergeleitet wurden, konnen fiir allgemeine
Probleme nur numerisch gelést werden. Das fiir eine konsistente Losung verwendete
Kontrollvolumenelement ist in Abb. 9.1 dargestellt. Teile der oberen und unteren Kanal-
wand sind als Flichenelemente angedeutet. Diskrete Werte des Drucks sind im Zentrum
des Volumenelements angeordnet. Die Geschwindigkeitskomponenten v! werden den
entsprechenden Seitenmitten, Potentialwerte ¢ den Kantenmitten zugewiesen. Druck-
werte, Geschwindigkeitskomponenten und Potentiale sind gegeneinander um 4Az! bzw
1Au? versetzt angeordnet. Die Wandpotentiale ¢, und ¢, sind um Awu! gegeneinander
versetzt. Bereits fiir das diskretes Kontrollvolumen

AV = VAuAuAu? (9.1)

endlicher Abmessung wird die Erhaltung der Masse gefordert. Auf die in Abschnitt 6.3
bereits genannte diskrete Form der Massenerhaltung fiir obiges Kontrollvolumen sei hier
nochmals hingewiesen:

ud+iAud

Bo(P03) == x5 £ (1) dus. (9.2)

i=1
ud-+Au 3

Partielle Ableitungen d;f einer Funktion f werden durch zentrale partielle Differenzen
A; f approximiert.

o - Qo Llribol) —flumibed) AF g (o)
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Abb. 9.1 Diskretes Volumenelement
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9.1.1 Numerische Approximation der gesuchten Grofien

Die Berechnung der Stromdichten kann als linearer Operator, angewandt auf p, ¢,, ¢y,
interpretiert werden.

Vi = L ; {p,do i} (94)

Dieser zerfallt in die drei Anteile L] - Lj- bo sowie in L].i by

Vii = I’j,-p{p} + L]'i¢o{ bo} + Lj'i¢u{¢u} : (9'5)

Die einzelnen Anteile kénnen entsprechend GI.(6.8) und GI.(6.5) berechnet werden. So
ergibt sich z.B. fiir 1

Jip
L. g1 912 913 0 -1
j;ﬁ {p} = 7 | 921 922 Gas 1 0 p [gg}
g3 932 933 - a2 +Mus 231 -il*us
Jsp gss B gs3 B
(9.6)
sowie fiir 7 " und ngb
10 1¥ua
J1¢o y |91 Jz¢ 1 v |91
L]2¢ {¢o} = -—ﬁ[gzﬂ o, ]2¢ {¢ua} = CRTY gﬁi bu -
T390 ]3¢u
(9.7)

Fiir eine numerische Naherungslosung des Problems soll die Kenntnis von j; an endlich
vielen diskreten Punkten geniigen. Der Druck p, sowie die Oberflichenpotentiale ¢, und
¢, seien ebenfalls nur an endlich vielen Stellen definiert. Die Lage der diskreten Grofien,
die in die Massenbilanz GI.(9.2) eingehen, ist in der Abb 9.1 dargestellt. Fiir ein
Kontrollvolumen, das sich an der Stelle (U402, mit den Koordinaten U= (il+{)Au],
U%=(i2+} )Au? (0<il<n? 0<i%n?) befindet, sind die Geschwindigkeitskomponenten v,
die Stromdichten j; sowie Potentialwerte ¢ an den diskreten Stellen w!l=Ul+i1’Aul
u?=U2+L12A0w2 (-1<1¢1, -1<1%1) definiert. Mit i! und i? wird die Lage des Kontroll-
volumens innerhalb des transformierten Kanalvolumens beschrieben. Sie bilden deshalb
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die diskreten Koordinaten eines Volumenelementes. 17 und 12 markieren Punkte auf der
Oberfliche des betrachteten Elementes. Sie werden relative diskrete Koordinaten physi-
kalischer Gréflen des Volumenelements genannt. Durch die Angabe der relativen Koordi-
naten ist entsprechend Abb 9.1 direkt die jeweilige Komponente einer gesuchten vektori-
ellen Grofle gegeben. Auf eine Unterscheidung der einzelnen Vektorkomponenten durch
einen entsprechenden Index kann deshalb verzichtet werden. So ist z.B. in einem Volu-
menelement an der Stelle U% 2. |

v(1%#0,12=0) = v1(U+$1AwU2),
v(11=0,1%0) = v2(U,U2+}1Au?), (9.8)

J(1%0,12=0) = jo(Ul+1Aul,U?),
J(11=0,120) = 7, (U, U2++17Aw2), (9.9)

sofern 11=-1,1 oder 12=-1,1.

Werte des Drucks p(k%k?) sind in den Punkten wl=Ul+kAw! u?=U?+kAu? (-1<kX1,
-1<kX1) definiert. k! und k?sind die relativen diskreten Koordinaten der skalaren Grofie
p des Volumenelementes.

p(kik2) = p(Uisk'hul, U2+kAu?). (9.10)

Der Druckwert mit den relativen Koordinaten kl=k2?=(0 liegt somit im Zentrum des
betrachteten Volumentes. Die Werte der Oberflichenpotentiale sind beziiglich den
Druckwerten um eine halbe Gitterweite verschoben angeordnet. Sie liegen an den dis-
kreten Positionen

Go(k1,k2) =0, (U1+ (k1-} JAul, U2+ (k2-} )Au2) (9.11)
und
bu(kl, k2) =, (U'+ (k1+} )Aul, U2+ (k2-1 )Au?). (9.12)

Fiir eine eindeutige Beschreibung der physikalischen Verhiltnisse innerhalb eines Volu-
menelements gentigt die Angabe der relativen diskreten Koordinaten (1%,12) sowie
(k1,k2?). Fir die linearen Operatoren GL(9.6, 9.7) kann die Unterscheidung nach den
ersten beiden Vektorkomponenten entsprechend GI.(5.9) durch die Angabe der relativen
diskreten Koordinaten geschehen.




'Lj'p (11’12){p} R L]'p (11’12,k1’k2)p (kl’kz) =

5 911 912 913 0 -1 D okt
T | 921 922 923 1 0 l> 1( 2175, K7, )j'p(kl’kz)‘
931 932 933 - 92 +Q-frﬂu3 g1 ——a—j,#u;, D2(11’12’k1:k2)
933 933

(9.13)

Die ersten beiden Matrizen besitzen analytisch darstellbare Elemente des relativen Ortes
11,12 innerhalb des Volumenelementes. Sie sind durch die Geometrie und durch den
Verlauf des Magnetfeldes gegeben. D, (11,12k1, k2?)p (k1,k?) % d;p(11,12) approximiert
die i~te kovariante Komponente des Druckgradienten an der Stelle 17,12 durch die
Druckwerte an den Positionen k!,kZ Uber doppelt vorkommende Indizes dieses Pro-

dukts ist zu summieren. So erhéilt man z.B. an der Stelle I1=-1, 12=0 als Approximation
fiir 61}72

Bip (11=-1,12-0) » 2L0:00-p(1,0) (9.14)
D, (-1,0,k1,k2) besitzt also die Darstellung;

;o000
Di(-1,0k,k2) = 1 '{) f) g . (9.15)

Eine Approximation der zweiten Komponente des Druckgradienten d,p an der selben
Stelle ergibt sich durch Multiplikation der Matrix Dz( -1,0,k1,k2) mit allen im Kon-

trollvolumen definierten Druckwerten p (kZ,k2). Dabei besitzt [, die folgende Darstel-
lung:

~ S
_
D

Dy(-1,0,k1,k2) =z§u—1{ } : (9.16)
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Durch die Approximation des Druckgradienten wird der kontinuierliche lineare Operator
L durch einen diskreten linearen Operator L approximiert.

L, (1L12) » L].p (14,12, k1, k2) . (9.17)

Die Anwendung dieses diskreten Operators auf den Druck p ergibt sich durch eine Mul-
tiplikation mit allen im Volumenelement definierten lokalen Druckwerten p (k!,k?) als
Summe iiber alle kI,k2 Analog lassen sich die Abhingigkeiten der Stromdichten als
Funktion der Oberflichenpotentiale durch eine Multiplikation mit allen fiir das Volu-
menelement relevanten diskreten Potentialwerten approximieren.

Ly (010} = Ly (14,12, k3, k2) o (1, K2) (9.18)
Ly (1512940} n Ly (11,12, k1, k2) o (K1, k2) (9.19)

Die gesamte Stromdichte ergibt sich aus der Summe der vom Druck verursachten Antei-
le GI.(9.17) und der von den Wandpotentialen verursachten Anteile GI.(9.18, 9.19).

Fiir die Berechnung des Potentials ¢ ergibt sich analog
= = . -20
¢ L¢{p, $os $u} [¢p{p}+ L¢¢O{¢O} * L¢¢u{¢u} (9.20)
Die diskrete Approximation der linearen Operatoren liefert hier entsprechend GI.(6.9)

I by (11,12){p} » L by (14,12, k1, k?)p (k1,k2) =

1,5 hl 8.8 8,8 |D,at15,k1,k2)| ., 1,
2 (udus-1) gaa"ﬂ—y[ —%— 7 }I:D;(Il’p,kl’kz)}p(k ,k2), (9.21)
sowie

L 5 ¢0(11,12){¢0} v L P ¢o(11,12,k1,k2)¢0(k1,k2) (9.22)

und

Ly (1512){6} » L b, (1515 K15 62) ¢ (K1, k2). (9.23)




Die Berechnung der Volumenstromdichten entsprechend dem Ohmschen Gesetz erfolgt
nun unter Verwendung der diskreten Approximationen der Stromdichten und der Poten-
tiale. Fiir die erste Komponente der Volumenstromdichten

Vol = - g (55 + Bap) (9.24)

ergibt sich an den relativen Positionen [1=%1, ]2=(

Vo(li=21,12=0) = - 7@[ F(14,12) + ¢111,12+1ﬁ¢3(11;12—1)} . (9.25)

An den relativen Positionen 11=0, I2=+1 erhilt man entsprechend dem Ohmschen Gesetz
fiir die zweite Komponente der Volumenstromdichte

Vo (11=0,12=21) = ﬁh—[ F(1L,12) + ¢(11+1,1‘%;¢15(11—14122} . (9.26)

Wenn man die Volumenstromdichte ebenfalls als Funktion der Gréflen p, ¢, und ¢, mit
Hilfe eines linearen Operators gewinnt, so erhilt man die folgende kurze Darstellung:

Vo (l1,12) = va (14,12, k1, k2)p (k1,k2) +

L, 5 (11512, K1, k2) gy (K1, k2) + L, o (1512, K1, k2) 6y (K, K2). (9.27)

Wiederum ist iiber gleiche Indizes k1, k2 zu summieren. Beispielhaft sei hier lediglich der
erste Operator an der relativen Positionen I1=%1, 12=0 formuliert. Er ergibt sich aus der
Darstellung des Ohmschen Gesetzes in der Form GI.(9.25)

va (11=£112=0,k1,k2) = (9.28)
h
§ 7[L].p (11,12, k1, k2) +K%2{L¢p (11,1241, k4, k%)-L (11,12-1,1(1,1(2)}] .
Fir die Stelle 17=0, 12=%1 besitzt er die Darstellung

va (11=0,12=%1 k1, k2) = (9.29)

%[L].p (14,12, k1, k2) +K151{L¢p (141,13, k1, k) -L (11-1,12,k1,k2)}] .
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Somit ist die Volumenstromdichte iiber alle seitlichen Begrenzungsflichen des betrach-
teten Kontrollvolumenelementes bekannt. Die Anderung der dritten Komponente der
Volumenstromdichte wird nun der Zellmitte 11=12=0 zugeordnet.

A(Vv3) = Vv (11=0,12=0) (9.30)

Die Gleichung der Massenbilanz stellt sich damit folgendermaflen dar:

Vo (11=0,12=0) = (9.31)
ud+iAud
f Vo (11+1,12) - Py (11-1,12) Vo (1412+1) - Vo (11,12-1) 5. o
Aul Au? v
ud-1Au s

oder in der Operatorschreibweise
Vo (11=0,12=0) = L, (050, K0, k2)p (I, k2) +
Ly (0,0, k1, k2) g (K1, k2) + L, 5(050,K1,k%) g, (K1, kc2). (9.32)
Die Bildung dieser Operatoren sei wiederum am Beispiel des Druckanteils gezeigt.
va (11=0,12=0,k1,k2) =

ud+iAu

1
f Kg1 [Lv ” (11+1,12,k1,k2)—va (11—1,12,k1,k2)J dus +

us-{Awu3

u3+iAu

fIIZ 2[va (11,1241 ,k1,k2) -va (]1,12_1,1(1,](2)] dusd. (9.33)
ud-4Aus

Wird die Integration von der unteren bis zur oberen Kanalwand durchgefiihrt, dann gilt
fir Vv (0,0):

Vv(0,0) = 0. (9.34)
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Die Gleichung GI1.(9.81) liefert dann in der Summe iiber alle k, k? eine lineare algebra-
ische Gleichung zur Bestimmung des Drucks p (0,0) aus umliegenden Druckwerten und
Potentialwerten. Die Koeffizienten der diskreten Operatoren der Stromdichten und der
Geschwindigkeitskomponenten, bzw. ihre integralen Werte, werden in dem Unterpro-
gramm KOJV berechnet.

Algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Oberflichenpotentiale werden aus der
Ladungsbilanz innerhalb der viskosen Reibungsgrenzschicht und der leitenden Kanal-
wand gewonnen. Die Herleitung erfolgt analog zu den Gleichungen GI.(9.3 — 9.34). Auf
ihre Darstellung wird an dieser Stelle verzichtet. Die diskreten Operatoren zur Bestim-
mung der Wand— und Grenzschichtstréme werden im Bereich der oberen Kanalwand im
Unterprogramm KOJWO und fiir den Bereich der unteren Kanalwand mit KOJWU
berechnet. Die Bilanz aller Stromfliisse iiber die Grenzen eines Kontrollvolumens erfolgt
in dem Unterprogramm JWBILA. Dieses Unterprogramm liefert die algebraische Glei-
chung zur Bestimmung des Oberflichenpotentials an der Stelle k1=k?=0 aus umliegenden
Potential— und Druckwerten.

9.1.2 Lineares algebraisches Gleichungssystem

Wenn man um jeden unbekannten Druck— oder Potentialwert ein Kontrollvolumen legt
und auf die oben beschriebene Weise eine algebraische Gleichung formuliert, so erhélt
man ein eindeutig 16sbares System linearer Gleichungen zur Bestimmung aller Unbe-
kannten. Druck— und Oberflichenpotentialwerte an den diskreten Positionen kdnnen zu
einem Losungsvektor X zusammengefafit werden.

X(jg=1,jl:i2} = ¢o(j1,j2) s
X(jg_—_2,j1,1'2) =p (i,i?) , (9.35)
X(is=3,i1,i2) = ¢,(i,i2) .

Das System von Gleichungen kann folgendermafien zusammengefafit werden:

A(is, i1, i2, ks, k1, k2) - X (ks,il+k1,i2+k?) = R(is, i1,i2). (9.36)

Uber doppelt vorkommende Indizes ist zu summieren (I<ks&<3, -1<kicl, -1<k%1).
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A (i¢,i1,i2, ks, k1, k2) enthilt die Koeffizienten aller umliegenden unbekannten Groflen,
zur Bestimmung der Unbekannten i8 an der diskreten Position if,i2 So z.B. zur Be-
schreibung der Massenerhaltung (i4=2) an der Position i?,i2

A (is=2,i1,i2, ke=1,k!,k2) = Lv¢o (0,0,k!, k2)
Alis=2,i1,i2 ke=2,k1,k2) = va (0,0,k%,k2) (9.37)
A(is=2,i1,i%, ks=3,k1,k2) = L 5,(0,0,k1,k2) .

N vy
R

bei il,i?

Die rechten Seiten von GI(9.37) werden entsprechend GL(9.33) gebildet. R (is,i1,i2)
verschwindet iiber den ganzen inneren Bereich Ogil¢nl 0<i?cn? Lediglich an beiden
Kanalenden i2=0,n?enthilt K (2,i%,i2) vorgebbare Randwerte des Drucks.

Die Darstellung der Gleichungen in Form von GL.(9.36) ist fiir eine effiziente iterative
Losung der Gleichungen besonders gut geeignet. Es zeigt sich jedoch, daf} fiir allgemeine
Félle iterative Methoden nicht immer zu einem konvergenten Ergebnis fithren. Die
Konvergenz iterativer Losungsmethoden stellt gewisse Bedingungen an die Matrix A des
linearen Gleichungssystems. Sie sollte symmetrisch, positiv definit und diagonaldomi-
nant sein. Einige dieser Voraussetzungen sind fiir allgemeine Geometrien nicht erfiillt.
Aus diesem Grund wird ein direktes Losungsverfahren gewdhlt, das dank der enormen
Speicherkapazitdt und Rechengeschwindigkeit moderner Grofirechenanlagen in angemes-
sener Rechenzeit die numerische Losung des Problems liefert. Als direkter Loser wird die
HARWELL Routine MA28AD (Harwell Subroutine Library 1984) verwendet.
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