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Abstract

The relation between the maximum dissipation principle, the irreversibility con-
dition of Ilyushin and Drucker's stability postulate is studied in the �rst part
of the present thesis. For simple elastoplastic material models, it is well known
that these three postulates require orthogonality between the plastic strain ra-
te and the yield surface. This relation is investigated for more general material
models containing internal variables coupled with the elastic strains. It can be
shown that the irreversibility and stability conditions pose the same restriction on
the directions of dissipative 
uxes, but do not determine this direction uniquely.
The postulate of maximum dissipation is a stronger restriction to the evolution
equations than Ilyushin's condition.

The results are applied to damage mechanics models. For models describing ela-
sticity and damage, a normality law in damage force space is obtained. In the
case of plasticity with damage, the postulates imply orthogonality neither in the
stress space nor in the damage force space. Usual non-associated 
ow rules for
elastoplasticity with damage violate Drucker's stability postulate. The only con-
venient way to formulate a model, which ful�lls the postulates of Ilyushin and
Drucker a priory, is the use of an associated 
ow rule.

In the second part of this work, a new model for combined elastoplasticity and
damage is developed. The model is based on the maximum dissipation princi-
ple and implements a strong coupling between plasticity and damage. First the
evolution equations of di�erent kinds of phenomenological damage models for
ductile materials are discussed. Nonassociated 
ow rules violate the postulates of
Ilyushin and Drucker and the maximum dissipation principle. Some other models
use two independent associated 
ow rules for plasticity and damage. It is shown
that these models are a special case of maximal dissipative models with a weak
coupling of plasticity and damage.

A strong coupling can be obtained by using a single, smooth yield surface in the
space of dissipative forces. This approach, which has not correctly been imple-
mented before, is used in the new model. Uniaxial tension tests with unloadings
have been performed to investigate the damage growth in a high strength steel. A
good agreement between the experimental results and the simulation was obtai-
ned using elementary ansatz functions for the free energy and the yield function.
The model shows a qualitatively correct behavior under multiaxial loadings.

Thus, it has been shown for the �rst time how a material model with a strong
coupling between plasticity and damage can be formulated systematically.

The application of the new model to the simulation of delaminations in laminated
composites is proposed in the last part of this work. The process zone is presented
by an interface layer, which is the limit case of an intermediate layer. The crack
growth criterion is de�ned by a critical value of the damage variable.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Kontinuums-Schadensmechanik (continuum damage mechanics = CDM) be-
schreibt die Ver�anderung der Materialeigenschaften einer Struktur infolge von
Sch�adigungsprozessen durch die zeitliche Entwicklung einer Feldvariablen. Als
Sch�adigungsvorg�ange werden die Entstehung und das Wachstum von Mikroris-
sen und Poren betrachtet, die aufgrund mechanischer und thermischer Beanspru-
chung entstehen.

Risse und Poren sind r�aumlich diskrete Materialdefekte, die jedoch in der CDM im
Gegensatz zur Bruchmechanik durch eine Kontinuumsdarstellung erfa�t werden.
Die Bruchmechanik modelliert Risse explizit durch die Einf�uhrung von Ri�ober-

�achen in einem ansonsten ungesch�adigtes Material. Diese Herangehensweise ist
nur dann praktikabel, wenn die Anzahl der Risse gering ist. Daher ist die direkte
Anwendung der Bruchmechanik in der Regel auf die Beschreibung makroskopi-
scher Risse beschr�ankt, die kurz vor dem Versagen der Struktur auftreten. Um die
Entstehung und das Wachstum von Mikrorissen und Poren zu erfassen, wird in
der CDM zu einer Kontinuumsdarstellung �ubergegangen. Anstatt jeden einzelnen
Mikrori� zu betrachten, wird die Ri�dichte bzw. die Auswirkung der Risse auf
die lokal gemittelten elastischen Eigenschaften durch eine Sch�adigungsvariable
ausgedr�uckt.

Die Arbeiten von Palmgren [78] und Miner [68] k�onnen als ein erster An-
satz angesehen werden, mit dem die Sch�adigung vor dem endg�ultigen Versagen
einer Struktur durch eine Variable beschrieben wird. Der entscheidende Schritt
zur Entwicklung der Schadensmechanik erfolgte 1958 durch Kachanov, der eine
skalare, dimensionslose Feldvariable  zur Beschreibung der Sch�adigung einf�uhr-
te [49]. Diese als Kontinuit�at bezeichnete Gr�o�e hat den Wert  = 1 im un-
gesch�adigten Material und wird null, wenn die Stei�gkeit des Materials durch die
Sch�adigung verloren geht.
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

W�ahrend Kachanov Sch�adigung als Reduzierung der Stei�gkeit de�niert, wird
in dem 1977 von Gurson ver�o�entlichten Modell der Ein
u� der Entstehung und
des Wachstums von Poren auf das Flie�verhalten duktiler Materialien beschrie-
ben [40]. Ausgehend von Gursons Ansatz entwickelte sich eine zweite Klasse
schadensmechanischer Modelle, die sich jedoch grunds�atzlich von den Modellen
nach Kachanov unterscheidet und nicht Gegenstand dieser Arbeit ist.

Um ein schadensmechanisches Modell zu formulieren, m�ussen eine geeignete Sch�a-
digungsvariable de�niert und die Evolutionsgleichungen f�ur die irreversiblen Pro-
zesse aufgestellt werden. Im Fall isotroper Sch�adigung wird die Sch�adigungsva-
riable �uber das Prinzip der Dehnungs�aquivalenz in die Konstitutivgleichungen
eingef�uhrt (Rabotnov [83], Lemaitre [57]). Da diese Vorgehensweise nicht di-
rekt auf tensorielle Sch�adigungsvariablen �ubertragbar ist, wurde stattdessen von
Sidoroff das Prinzip der Komplement�arenergie�aquivalenz postuliert [93].

Die Entwicklungsgleichungen f�ur die inneren Variablen werden entweder aus mi-
kromechanischen Betrachtungen gewonnen [14, 56, 108] oder direkt auf makrosko-
pischer Ebene formuliert (z.B. [9, 35, 57, 63, 71, 92, 109]). Der mikromechanische
Ansatz verwendet stark vereinfachende Modelle von Ri�kon�gurationen, w�ahrend
ph�anomenologische Modelle auf eine explizite Ri�modellierung verzichten.

Die ph�anomenologische Modellbildung l�a�t weitgehende Freiheit bei der Wahl
der Evolutionsgleichungen, die i.Allg. von der Form _x(t) = f

��
x(�)

�� � � t
	�

sind, wobei x die Zustandsvariablen (", T , D, : : : ) bezeichnen soll. Ein systema-
tischerer Zugang im Rahmen der Thermodynamik irreversibler Prozesse wurde
von franz�osischen Forschungsgruppen (Chaboche, Lemaitre [20, 21, 59]) ent-
wickelt. Aus der Thermodynamik erh�alt man die Clausius-Duhem-Ungleichung
als Einschr�ankung f�ur die Entwicklungsgleichungen. Weitere Restriktionen f�ur
die Gestalt der Gleichungen lassen sich gewinnen, wenn man die Existenz ge-
wisser Potentiale f�ur die dissipativen Prozesse annimmt. Die Existenz derartiger
Dissipationspotentiale kann aus dem Postulat maximaler Dissipation abgeleitet
werden [103, 112, 67].

Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu untersuchen, ob ausgehend von allgemeinen
thermomechanischen Postulaten schadensmechanische Modelle elastoplastischer
Materialien systematisch entwickelt und an experimentelle Ergebnisse angepa�t
werden k�onnen.

F�ur elastoplastische Materialien �ndet man in der Literatur einige schadens-
mechanische Modelle, die verallgemeinerte nicht-assoziierte Flie�regeln verwen-
den [57, 9, 87, 109]. Im Kapitel 3.2.3 wird gezeigt, da� durch diesen Ansatz
das Irreversibilit�atspostulat von Ilyushin [47] und die Stabilit�atsbedingung von
Drucker [33] zwangsl�au�g verletzt werden. Andere Modelle f�ugen zu einer
assoziierten Flie�regel eine �ahnliche Entwicklungsgleichung f�ur die Sch�adigung
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hinzu, indem sie eine Sch�adigungs
�ache in Analogie zur Flie�
�ache de�nieren
[44, 23, 35, 71, 104]. Durch eine Darstellung als Spezialfall einer verallgemeiner-
ten assoziierten Flie�regel wird nachgewiesen (Abschnitt 4.1.3), da� diese Modelle
das Postulat der maximalen Dissipation erf�ullen. Sie verwenden jedoch eine sehr
spezielle Form der verallgemeinerten Flie�
�ache im Raum der dissipativen Kr�afte,
die eine weitgehende Entkopplung von Plastizit�at und Sch�adigung verursacht.

Als alternativer Ansatz wird in dieser Arbeit ein Modell auf Basis des Prinzips der
maximalen Dissipation entwickelt, das durch eine glatte verallgemeinerte Flie�-

�ache eine starke Kopplung der zwei dissipativen Prozesse realisiert. In bisherigen
Modellen, die assoziierte Flie�regeln zu verwenden scheinen [92, 114], wurde die-
ser Ansatz nicht konsequent umgesetzt.

Nachdem im folgenden Kapitel einige grundlegende Begri�e und Modelle der
Thermodynamik und Schadensmechanik kurz erl�autert werden, wendet sich das
Kapitel 3 zun�achst einer allgemeineren Fragestellung zu. Um ein elastoplastisches
Materialmodell zu formulieren, dessen Evolutionsgleichungen nicht vollst�andig
willk�urlich gew�ahlt werden, sondern das von einer allgemeinen physikalischen An-
nahme ausgeht, bieten sich drei Postulate an. Das Irreversibilit�atspostulat von
Ilyushin, die Stabilit�atsbedingung von Drucker und das Prinzip der maximalen
Dissipation f�uhren bei einfachen elastoplastischen Modellen zu einer assoziierten
Normalenregel im Spannungsraum. Die Beziehung zwischen den drei Postulaten
und der Normalenregel soll nun f�ur Modelle mit zus�atzlichen inneren Variablen
untersucht werden. Die Resultate werden auf schadensmechanische Modelle ela-
stischer und elastoplastischer Materialien angewendet.

Auf Grundlage der Ergebnisse dieses Abschnitts wird in Kapitel 4 ein neues scha-
densmechanisches Modell entwickelt, welches das Prinzip der maximalen Dissi-
pation erf�ullt und eine starke Kopplung zwischen Plastizit�at und Sch�adigung
beinhaltet. Eine vereinfachte Variante des Modells wird in eine schwache Formu-
lierung �uberf�uhrt.

Die Anwendung des Modells auf ein konkretes Material erfolgt im Kapitel 5. Ge-
eignete elementare Ansatzfunktionen f�ur die freie Energie und die Flie�funktion
werden gew�ahlt, wobei die Modellparameter f�ur einen Verg�utungsstahl in uniaxia-
len Zugentlastungsversuchen bestimmt werden. Das Modell zeigt ein qualitativ
richtiges Verhalten bei mehrachsigen Spannungszust�anden.

In Kapitel 6 wird vorgeschlagen, das neue Modell f�ur die Simulation des Wachs-
tums von Grenz
�achenrissen einzusetzen. Hierbei wird auf Fragen des Material-
modells der Proze�zone, der r�aumlichen Darstellung der Zwischenschicht und des
Ri�wachstumskriteriums eingegangen.

Die Arbeit schlie�t mit einer Zusammenfassung sowie Abbildungs-, Symbol- und
Literaturverzeichnis.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige Grundbegri�e der Thermodynamik im Bezug auf
mechanische Kontinuumsmodelle und der Schadensmechanik eingef�uhrt werden.
Speziell wird auf das Prinzip der maximalen Dissipation eingegangen. F�ur ela-
stoplastische Materialien werden diesem Extremalprinzip das Irreversibilit�atspo-
stulat von Ilyushin sowie Druckers Stabilit�atsbedingung gegen�ubergestellt. Die
De�nition einer schadensmechanischen Zustandsvariablen und die Formulierung
von Entwicklungsgleichungen werden erl�autert.

2.1 Thermodynamik

Um die Deformation eines Festk�orpers unter mechanischer Belastung zu modellie-
ren, wird sein Zustand in der Kontinuumsmechanik durch ein Feld von Zustands-
variablen beschrieben [59]. Jedem Punkt des K�orpers k�onnen die Verschiebung u,
die Temperatur T , die irreversible (plastische) Dehnung p sowie weitere geeigne-
te innere Variablen � zugeordnet werden. Im Folgenden wird die N�aherung eines
isothermen Prozesses verwendet. Nicht ber�ucksichtigt wird dabei insbesondere,
da� die bei plastischer Deformation und Sch�adigung erzeugte W�arme thermische
Spannungen hervorrufen kann.

Unter der Voraussetzung kleiner Deformationen wird die Verformung durch den
Eulerschen Verzerrungstensor " ausgedr�uckt

"ij =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; (2.1)

w�ahrend die Spannung durch den Cauchyschen Spannungstensor � beschrieben
wird. Bei gegebenen Volumenkr�aften k mu� die Bedingung des statischen Gleich-
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8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

gewichts erf�ullt werden:

r� + k = 0 (2.2)

Zu den Feldgleichungen (2.1) und (2.2) treten an jedem Punkt des K�orpers die
Konstitutivgleichungen, welche Spannung und Dehnung verkn�upfen, und gew�ohn-
liche Di�erentialgleichungen, die die �Anderung der Zustandsvariablen infolge dis-
sipativer Prozesse beschreiben.1

(";p; �) 7! � ; (";p; �) 7! ( _"; _p; _�) (2.3)

Als Randbedingungen ist auf dem Rand des K�orpers, welcher ein zusammenh�an-
gendes Gebiet 
 umfa�t, jeweils entweder die Verschiebung u? oder die Rand-
spannung t? gegeben:

@
 = �u [ �t ; �u \ �t = ; (2.4)

u = u? auf �u (2.5)

�n = t? auf �t (2.6)

In dieser Arbeit soll nicht das Feldproblem (2.1)-(2.6) behandelt werden, sondern
es steht die Aufstellung der lokalen Gleichungen (2.3) zur Modellierung des Mate-
rialverhaltens im Mittelpunkt des Interesses. Die Konstitutivgleichungen k�onnen
durch die Wahl der spezi�schen Helmholtzschen freien Energie f festgelegt wer-
den. Den Zustandsvariablen (";p; �) werden konjugierte Kr�afte als Ableitungen
der freien Energie zugeordnet:

�e =
@f

@"
; � =

@f

@�
(2.7)

�e bezeichnet hierbei den elastischen (reversiblen) Anteil der Spannung und �

die den inneren Variablen � assoziierten Kr�afte. Bei elasto-visko-plastischen Ma-
terialien werden Spannung und Dehnung jeweils in einen reversiblen und einen
irreversiblen Anteil zerlegt:

" = e+ p (2.8)

� = �e + �v (2.9)

�Ublicherweise wird angenommen, da� die freie Energie von der elastischen, nicht
aber von der plastischen Dehnung abh�angt.

@f

@p

����
e

= 0 (2.10)

1Bei r�aumlich nicht-lokalen Modellen wird auch die Entwicklung der dissipativen Variablen
durch partielle Di�erential- oder Integralgleichungen beschrieben.
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Die Wahl der Entwicklungsgleichungen wird durch den ersten und zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik eingeschr�ankt:

_u = w �rq + h (2.11)

_s+rq
T
� h

T
� 0 (2.12)

s sei die spezi�sche Entropie, q der W�armestrom, h die Leistung von W�arme-
quellen, u die spezi�sche innere Energie und w die �au�ere mechanische Arbeit.
Mit den Beziehungen

f = u� T s ; (2.13)

w = � _" (2.14)

und der Annahme konstanter Temperatur

_T = 0 ; rT = 0 (2.15)

erh�ahlt man die Bedingung positiver Dissipationsleistung:

� _"� _f � 0 (2.16)

Die Dissipationsleistung l�a�t sich als ein Produkt von dissipativen Kr�aften und
Fl�ussen darstellen:

D = � _"� _f (2.17)

= �v _"+ � _p� � _� (2.18)

=Xd _xd (2.19)

wobei _xd = ( _"; _p; _�); Xd = (�v;�;��) (2.20)

Die dissipativen Kr�afte sind als
"
treibende Kraft\ f�ur den Ablauf der dissipativen

Prozesse verantwortlich.

2.1.1 Das Prinzip der maximalen Dissipation

Eine st�arkere Restriktion f�ur die Evolutionsgleichungen als den zweiten Hauptsatz
(D � 0) erh�alt man durch das Postulat der maximalen Dissipation [112, 113, 67]:
Zu einer gegebenen Kraft Xd maximiert der zugeh�orige Wert der dissipativen
Fl�usse _xd die Dissipationsleistung D unter der Nebenbedingung (2.19):

D( _xd) = maxfD(x̂) j D(x̂) =Xd x̂g (2.21)
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Die Bedeutung dieses Extremalprinzips wird klarer, wenn man es als strengere
Fassung des zweiten Hauptsatzes versteht: W�ahrend der zweite Hauptsatz fordert,
da� die Entropie einem Maximum zustrebt, verlangt das Prinzip der maximalen
Dissipation, da� sich das System diesem Maximum auf schnellstem Wege n�ahert.

Im Spezialfall zeitunabh�angigen Materialverhaltens, z.B. bei der Elastoplastizit�at,
folgt aus dem Prinzip der maximalen Dissipation die Existenz einer konvexen
Flie�
�ache F (Xd) = 0 im Raum der dissipativen Kr�afte sowie

_xd = �
@F

@Xd
: (2.22)

Innerhalb des von der Flie�
�ache begrenzten Bereichs liegt reversibles, elastisches
Verhalten vor. Wird zu einem Zustand auf der Flie�
�ache eine weitere Belastung
aufgebracht, so ist die Richtung der dissipativen Fl�usse durch die Normalenre-
gel (2.22) bestimmt, und der Multiplikator � kann aus der Konsistenzbedingung
_F = 0 berechnet werden.2 Bei der Elastoplastizit�at ist diese Form der Entwick-
lungsgleichungen als assoziierte Flie�regel bekannt.

Die Beziehung (2.22) kann auch als Variationsungleichung formuliert werden, wie
man sich anhand von Abb. 2.1 veranschaulichen kann. Der Vektor der Fl�usse
_xd mu� einen spitzen Winkel mit der Di�erenz aus der dissipativen Kraft Xd

und einer beliebigen Kraft X̂d 2 K innerhalb des von der Flie�
�ache begrenzten
Gebiets K bilden:�

Xd � X̂d
�
_xd � 0 8X̂d 2 K =

�
X̂d

�� F (X̂d) � 0
	
: (2.23)

Xd

Xd

Xd Xd0

xd

K

F=0

-

Abbildung 2.1: Die Normalenregel als Ungleichung

Der Vollst�andigkeit halber sollen nun die allgemeine Ableitung der Evolutions-
gleichungen aus der Dissipationsfunktion und die speziellen Resultate f�ur zeitun-

2Falls die Flie�
�ache nicht glatt ist, tritt das Subdi�erential an Stelle der Ableitung.
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abh�angige Modelle n�aher erl�autert werden. Zum Verst�andnis der nachfolgenden
Abschnitte ist die Kenntnis dieser Ableitung nicht unbedingt notwendig.

Die Dissipationsleistung als Funktion der dissipativen Fl�usse wird als Dissipa-
tionsfunktion bezeichnet. Sie kann zus�atzlich noch von den Zustandsvariablen
abh�angen. Ein Modell mit maximaler Dissipation ist durch die Wahl der Freien
Energie f(x) und der Dissipationsfunktion D( _xd;x) weitgehend3 festgelegt. Die
Dissipationsfunktion ist so zu w�ahlen, da� die Fl�achen konstanter Dissipationslei-
stung konvex sind und da� D auf jedem vom Koordinatenursprung ausgehenden
Strahl st�arker als linear w�achst.

Das Prinzip der maximalen Dissipationsleistung (2.21) l�a�t sich auch folgender-
ma�en als Ungleichung formulieren: F�ur alle x̂, die die Bedingung

h1(x̂) := D(x̂)�Xd x̂ = 0 (2.24)

erf�ullen, gilt:

D( _xd)�D(x̂) � 0 (2.25)

, Xd
�
_xd � x̂� � 0 (2.26)

Dies bedeutet geometrisch (Abb. 2.1.1), da� die Normale der durch h1(x̂) = 0
(2.24) beschriebenen Hyper
�ache am Punkt _xd die Richtung von Xd hat.

X x

X

h =0
0

dd

d

h =02

1

Abbildung 2.2: Veranschaulichung der maximalen Dissipation

3An Stellen, an denen die Fl�ache konstanter Dissipationsfunktion D( _xd) nicht glatt ist,
ist die Richtung von Xd nicht eindeutig bestimmt. Ferner werden gyroskopische Kr�afte nicht
erfa�t.
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Man betrachte nun die Funktion

h2(x̂) := D(x̂)�D( _xd) (2.27)

Auf der Hyper
�ache h1 = 0 ist diese wegen (2.26) nicht positiv:

h2( _x
d) =Xd x̂�Xd _xd =Xd

�
x̂� _xd

� � 0 (2.28)

Im Punkt _xd ist h2( _x
d) = 0. Folglich haben h1 = 0 und h2 = 0 in diesem Punkt

eine gemeinsame Tangentialebene. Somit ist die Normale von h1 = 0 gleich der
Richtung des Gradienten von D, und es gilt

Xd = �
@D
@ _xd

(2.29)

Ist D nicht di�erenzierbar, so tritt das Subdi�erential4 an Stelle des Gradienten.

Xd 2 � @D( _xd) (2.30)

Der Multiplikator � l�a�t sich durch Einsetzen von (2.19) in (2.29) bestimmen.

� =

�
@D
@ _xd

_xd

��1
D (2.31)

Existiert eine Funktion g mit der Eigenschaft

@D
@ _xd

_xd = g
�D( _xd)� ; (2.32)

so nennt man die Dissipationsfunktion quasihomogen. In diesem Fall existiert ein
Dissipationspotential 	, und die Evolutionsgleichung (2.29) vereinfacht sich zu

Xd =
@	

@ _xd
: (2.33)

Die dissipativen Fl�usse k�onnen mittels der Legendre-Fenchel-Transformierten 	?

dargestellt werden:

_xd =
@	?

@Xd
(2.34)

	?(Xd) = sup
_xd

�
Xd _xd � 	( _xd)

	
(2.35)

F�ur nicht di�erenzierbare Dissipationsfunktionen erh�alt man entsprechend

Xd 2 @	( _xd); _xd 2 @	?(Xd) : (2.36)

4Das Subdi�erential einer Funktion � an der Stelle x ist de�niert als @�(x) = fz
�
� 8y :

�(y)� �(x) � z (y � x)g. Im Falle einer di�erenzierbaren Funktion ist @�(x) = f@�
@x
g.
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Im Falle eines Materialverhaltens, bei dem die Kr�afte nicht explizit von der Ver-
formungsgeschwindigkeit abh�angen, also beispielsweise bei der Elastoplastizit�at,
ist Gleichung (2.33) invariant gegen eine Reskalierung der Zeitachse.

� = � t ; � > 0 (2.37)

x̂d =
dxi

d�
=

1

�
_xd (2.38)

Xd =
@	(x̂d)

@x̂d
=
@	( _xd)

@ _xd
(2.39)

=
@	(� x̂d)

k @x̂d
(2.40)

) 	(� _xd) = �	( _xd) (2.41)

Folglich ist 	 positiv homogen vom Grad eins.5 Man kann beweisen, da� die
Legendre-Fenchel-Transformierte einer solchen Funktion6 die Indikatorfunktion
IK einer konvexen Menge K ist, d.h.

	?(Xd) = IK :=

(
0 Xd 2 K
1 Xd =2 K : (2.42)

Mit der Evolutionsgleichung (2.36) ergibt sich

_xd 2

8><
>:
f0g Xd 2 K n @K
@	? Xd 2 @K
; Xd =2 K [ @K

: (2.43)

Kann man die Menge K durch eine di�erenzierbaren Funktion F (Xd) mit

8Xd 2 K : F (Xd) < 0 (2.44)

8Xd 2 @K : F (Xd) = 0 (2.45)

8Xd =2 K [ @K : F (Xd) > 0 (2.46)

beschreiben, so erh�alt man die bei elastoplastischen Materialmodellen �ubliche
Darstellung der Entwicklungsgleichungen:

_xd =

(
0 f�ur F (Xd) < 0

� @F
@Xd f�ur F (Xd) = 0

(2.47)

Der Multiplikator � ist aus der Bedingung _F = 0 zu ermitteln.

5Eine Funktion f hei�t positiv homogen vom Grad n, wenn f(�x) = �n f(x) 8� 2 R+ .
6Zus�atzlich ist zu verlangen, da� 	 unterhalbstetig (lower semicontinous) ist.
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Im Falle idealer Plastizit�at ist xd die plastische Dehnung p, Xd ist die Spannung
� und F die Flie�funktion. Die Evolutionsgleichung (2.47) ist eine assoziierte
Normalenregel.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da� sich die aus der allgemeinen Formu-
lierung des Prinzips der maximalen Dissipation (2.21) abgeleitete Normalenregel
auf eine

"
Flie�
�ache\ bezieht, die im Raum aller dissipativen Kr�afte (nicht nur

der Spannungen) liegt. Es ist daher m�oglich, Modelle mit maximaler Dissipation
zu konstruieren, die im Spannungsraum als nicht-assoziierte Flie�regeln erschei-
nen. Beispiele f�ur derartige Modelle im Bereich geotechnischer Materialien �ndet
man bei Collins und Houlsby [27].

2.1.2 Irreversibilit�ats- und Stabilit�atsbedingungen

Nachdem das Prinzip der maximalen Dissipation in einer sehr allgemeinen Formu-
lierung eingef�uhrt und f�ur elastoplastische Materialien spezialisiert wurde, sollen
nun zwei andere Postulate de�niert werden, die f�ur elastoplastische Modelle ent-
wickelt wurden. [47, 33, 7, 95]

Das Irreversibilit�atspostulat von Ilyushin [47]

I
(")

� d" � 0 (2.48)

fordert, da� die Verformungsarbeit f�ur jeden im Raum der Gesamtdehnung ge-
schlossenen Pfad nicht negativ sein darf. Bei einer reversiblen elastischen Defor-
mation ist diese Arbeit Null, w�ahrend bei plastischer Verformung Energie dissi-
piert werden soll. Diese Bedingung geht �uber den zweiten Hauptsatz hinaus, da
ein im Raum der Dehnungen geschlossener Pfad nicht immer ein im Zustands-
raum geschlossener Pfad ist.

Eine �ahnliche Integralungleichung wurde von Drucker [34, 33] als Stabilit�atsbe-
dingung f�ur verfestigende Materialien eingef�uhrt. Sein Postulat, das eine st�arkere
Restriktion f�ur die Entwicklungsgleichungen darstellt, bezieht sich auf Zyklen im
Spannungsraum. Er betrachtet einen Gleichgewichtszustand, in dem eine zus�atz-
liche �au�ere Last aufgebracht und wieder entfernt wird. Das Stabilit�atspostulat
verlangt, da� das System imGleichgewicht bleibt und da� die von der zus�atzlichen
Last geleistete Arbeit positiv ist, wenn eine plastische Verformung statt�ndet:I

(�)

(� � �A) d" � 0 (2.49)

A bezeichnet hierbei den Anfangspunkt des Lastzyklus.
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Berezhnoi und Ivlev [7] haben gezeigt, da� Ilyushins Postulat auch durch die
Integralungleichung I

(")

("� eA) d" � 0 (2.50)

ausgedr�uckt werden kann, und da� Druckers Bedingung �aquivalent ist zu der von
Hill [45] vorgeschlagenen UngleichungI

(�)

" d� � 0 : (2.51)

2.1.3 Stabilit�at und maximale Dissipation

Die Postulate von Ilyushin und Drucker sowie das Prinzip der maximalen Dis-
sipation stellen unterschiedliche physikalische Annahmen dar, die einem elasto-
plastischen Modell zu Grunde gelegt werden k�onnen. Bei einfachen elastopla-
stischen Modellen folgt aus allen drei Postulaten die gleiche Normalenregel im
Spannungsraum [7]. Die Ableitung der Normalenregel aus dem Irreversibilit�ats-
und Stabilit�atspostulat soll im folgenden kurz skizziert werden. F�ur eine allgemei-
nere Klasse von Modellen werden die Konsequenzen von Ilyushins und Druckers
Bedingungen im Kapitel 3 im Detail betrachtet werden.

Um aus Ilyushins Integralungleichung (2.48) Bedingungen f�ur die Zeitableitungen
von Spannung und Dehnung zu gewinnen, betrachten wir einen Lastzyklus, der
bez�uglich der Gesamtdehnung geschlossen ist und einen kurzen Abschnitt plasti-
scher Verformung beinhaltet (Abb. 2.3). Das Ringintegral in (2.48) ist die von
der Kurve eingeschlossene Fl�ache. Ber�ucksichtigt man den Term erster Ordnung,
der f�ur �A = �B verschwindet, und die Beitr�age zweiter Ordnung, so erh�alt man
zwei Ungleichungen [7, 51]. (C bezeichnet den Stei�gkeitstensor.)

(�B � �A)�p+
1

2
���p+

1

2
�pC�p � 0 (2.52)

() (� � �̂) _p � 0 8�̂ 2 K (2.53a)

^ _� _p � � _pC _p (2.53b)

Die erste Ungleichung (2.53a) ist die Normalenregel im Spannungsraum, und die
zweite Ungleichung (2.53b) beschr�ankt die zul�assige Entfestigung. Eine detail-
liertere Ableitung dieser Beziehungen in einem allgemeineren Rahmen erfolgt im
n�achsten Kapitel.

Behandelt man Druckers Stabilit�atsbedingung (2.49) analog, so erh�alt man die-
selbe Normalenregel aus dem Term erster Ordnung:

(�B � �A)�p+
1

2
���p � 0 (2.54)
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ε

σ

σ

σ

B

A

∆σ
p∆

∆p

Abbildung 2.3: Lastzyklus zur Ableitung von (2.52) in 1D

() (� � �̂) _p � 0 8�̂ 2 K (2.55a)

^ _� _p � 0 (2.55b)

Die aus dem Term zweiter Ordnung gewonnene Bedingung (2.55b) kann als Sta-
bilit�atsbedingung f�ur die plastische Verformung verstanden werden. Die Unglei-
chung ist hinreichend aber nicht notwendig f�ur punktweise7 Stabilit�at (

"
stability

in the small\), welche durch die Bedingung

_� _" � 0 (2.56)

charakterisiert wird. Die punktweise Stabilit�at bedeutet anschaulich, da� eine
stabile Zustands�anderung eine �Anderung der Kraft mit gleichem Vorzeichen er-
fordert. Druckers Bedingung (2.55b) ist sch�arfer, da eine kleine Instabilit�at der
plastischen Deformation durch die stabile elastische Materialantwort kompensiert
werden kann.

In der Literatur wird sowohl die Integralungleichung (2.49) als auch die lokale
Ungleichung (2.55b) h�au�g als Druckersches Stabilit�atspostulat bezeichnet. Da
beide Bedingungen nicht �aquivalent sind, soll die Bezeichnung im folgenden nur
f�ur die Integralungleichung (2.49) verwendet werden.

Sowohl bei Ilyushins Irreversibilit�atspostulat als auch bei Druckers Stabilit�atsbe-
dingung folgt aus der Betrachtung der Terme erster Ordnung eine Normalenregel

7Die punktweise Stabilit�at, d.h. Stabilit�at des lokalen Materialverhaltens, ist von der Stabi-
lit�at eines r�aumlich ausgedehnten K�orpers zu unterscheiden, welche hier nicht n�aher betrachtet
werden soll. [64, 62]



2.2. KONTINUUMSSCHADENSMECHANIK 17

(2.53a), (2.55a) �ahnlich der Normalenregel, die aus dem Prinzip der maxima-
len Dissipation f�ur zeitunabh�angige Systeme resultiert (2.23). Hierbei ist jedoch
zu beachten, da� Ungleichung (2.53a) Orthogonalit�at der Dehnungs�anderung an
einer Flie�
�ache im Spannungsraum fordert, w�ahrend die

"
Flie�
�ache\ bei ma-

ximaler Dissipation (2.23) eine Fl�ache im Raum aller dissipativen Kr�afte ist.
Das Prinzip der maximalen Dissipation postuliert eine gemeinsame Orthogona-
lit�atsbedingung f�ur alle dissipativen Fl�usse, nicht nur f�ur die Zeitableitung der
plastischen Dehnung.

Im Falle einfacher elastoplastischer Modelle mit isotroper Dehnungs- Verfestigung
sind die zwei Normalenregeln gleichbedeutend, wie an folgender Darstellung zu
erkennen ist:

f(e;p; r) = fe(e) + fr(r) (2.57)

F (�; R) = F�(�)�R� �y (2.58)

_p = �
@F�
@�

; _r = � (2.59)

Diese Modellklasse erf�ullt die Normalenregel im Raum der dissipativen Kr�afte
(�;�R). Eine gegebene Verfestigung R(r) kann durch eine geeignete Wahl der
Verfestigungsenergie fr(r) =

R
R(r) dr realisiert werden.

2.2 Kontinuumsschadensmechanik

In der Kontinuumsschadensmechanik (CDM) wird das gesch�adigte Material durch
ein Kontinuum beschrieben, f�ur welches als zus�atzliche Zustandsgr�o�e eine Sch�adi-
gungsvariable de�niert wird. Die Entstehung und das Wachstum von Mikrorissen
oder Poren wird durch das Wachstum der Sch�adigungsvariablen ausgedr�uckt. Die
derzeit angewandten schadensmechanischen Modelle lassen sich in zwei Gruppen
unterteilen.

Gurson entwickelte auf Grundlage mikromechanischer Betrachtungen von Poren
in duktilen Materialien ein Modell, das die zeitliche Entwicklung des Porenvolu-
mens und ihren Ein
u� auf die Flie�funktion wiedergibt [40, 102, 66].

Die zweite Klasse von Modellen geht im wesentlichen auf einen Ansatz von
Kachanov [49] zur�uck und erlaubt die Modellierung des durch Mikrori�bil-
dung verursachten Verlustes an makroskopischer Stei�gkeit sowie der zeitlichen
Entwicklung der Sch�adigung [59, 57]. Zu dieser Gruppe, die in den folgenden
Abschnitten n�aher vorgestellt wird, z�ahlt auch das in dieser Arbeit entwickelte
Modell.

Ein CDM-Modell mu� eine Sch�adigungsvariable de�nieren und ihren Ein
u� auf
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die konstitutiven Gleichungen beschreiben. Sodann sind Evolutionsgleichungen
f�ur die Sch�adigungsvariable und ggf. andere innere Variablen zu formulieren.

2.2.1 De�nition der Sch�adigungsvariablen

In den schadensmechanischen Modellen nach Kachanov soll die Sch�adigungs-
variable den Verlust an Stei�gkeit beschreiben und kann daher durch die Konsti-
tutivgleichungen de�niert werden. Alternativ kann die Variable aus mikromecha-
nischen Modellvorstellungen gewonnen werden. Zur De�nition des Kontinuums-
modells �uber ein mikromechanisches Modell ist eine Homogenisierung notwendig.

De�nition einer isotropen Sch�adigungsvariablen

Um die Sch�adigungsvariable an einem Punkt des makroskopischen Kontinuums
zu de�nieren, betrachtet man ein repr�asentatives Volumenelement (RVE), das
etliche Mikrorisse bzw. Poren enth�alt (Abb. 2.4). Das RVE mu� so gro� sein, da�
durch Mittelwertbildung Gr�o�en gewonnen werden k�onnen, die die Mikroprozes-
se repr�asentieren. Andererseits sollte das RVE klein genug sein, um Gradienten
der makroskopischen Zustandsgr�o�en zu erfassen. Der Durchmesser eines RVE
ist materialabh�angig und liegt typischerweise zwischen 0,1 mm bei Stahl und Ke-
ramiken und 100 mm bei Beton. Durch das RVE lege man eine Schnittebene.

n

x

SDx

RVE

S

Abbildung 2.4: Repr�asentatives Volumenelement (RVE)

Diese Ebene schneidet einen Teil der Mikrorisse. Als ein Ma� f�ur die Sch�adigung
bietet sich das Verh�altnis der Schnitt
�ache der Ebene mit den Mikrorissen zur
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Schnitt
�ache mit dem RVE an:

DRVE(n) =
SD
S

(2.60)

Im Fall einer isotropischen Sch�adigung h�angt dieser Wert nicht von der Norma-
lenrichtung n der Fl�ache ab, so da� eine skalare Variable D zur Beschreibung der
Sch�adigung ausreicht. Im ungesch�adigten Material ist D = 0, eine obere Schranke
ist 1.

Prinzip der Dehnungs�aquivalenz

Um die Wirkung der Sch�adigung auf das Materialverhalten zu erfassen, verwendet
man das Konzept der e�ektiven Spannung. Im Falle einer Belastung durch eine
�au�ere Kraft F tr�agt nicht mehr der gesamte Querschnitt S des RVE die Last,
sondern nur der ungesch�adigte Teil S�SD. In diesem wirkt eine h�ohere sogenannte

"
e�ektive Spannung\:

~� =
F

S � SD
=

� S

S � SD
=

�

1�D
(2.61)

Nun fordert man, da� das Materialverhalten des gesch�adigten Materials bei ge-
gebener Spannung � in gewisser Weise dem Verhalten des ungesch�adigten Mate-
rials bei der e�ektiven Spannung ~� = �=(1�D) gleichen soll. Beim Prinzip der
Dehnungs�aquivalenz wird die e�ektive Spannung direkt in den Konstitutivglei-
chungen eingef�uhrt [57]:

"(�; D) = "(~�; 0) (2.62)

F�ur linear elastisches Materialverhalten bedeutet dies beispielsweise

"(�; D) = C�1 ~� = [(1�D)C]�1 � ; (2.63)

d.h. die Stei�gkeit C wird durch die Sch�adigung reduziert.

Das Prinzip der Dehnungs�aquivalenz stellt eine Annahme dar, die bei der Mo-
dellbildung getro�en wird. Sie wurde bislang nur in einigen Spezialf�allen aus
der mikromechanischen De�nition der Sch�adigungsvariablen durch Homogenisie-
rungsverfahren abgeleitet.

Prinzip der Energie�aquivalenz

Um eine anisotrope Sch�adigung zu modellieren, mu� das Konzept der e�ektiven
Spannung erweitert werden. Eine einfache Form richtungsabh�angiger Sch�adigung



20 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

kann durch einen Sch�adigungstensor D zweiter Stufe eingef�uhrt werden [73], z.B.
durch [72]

~� =
1

2

�
(1�D)�1 � + � (1�D)�1

�
: (2.64)

Eine allgemeinere Darstellung anisotroper Sch�adigung erh�alt man mit der De�ni-
tion eines Schadens-E�ekt-Tensors M vierter Stufe (z.B. [19, 93, 70, 94, 35, 104,
107, 109, 17]).

~� =M : � (2.65)

Dieser Tensor wird meist als Funktion eines Sch�adigungstensors zweiter Stufe
de�niert. Man �ndet jedoch auch Modelle, die auf einem Sch�adigungsvektor [50,
109] oder einem Vektor und einer skalaren Variablen [31] basieren.

Das Prinzip der Verzerrungs�aquivalenz kann nicht auf anisotrope Sch�adigung
�ubertragen werden [93]. Formuliert man n�amlich analog zu (2.63)

"(�;M) = C�1M � =: ~C�1� ; (2.66)

so erh�alt man eine erhebliche Einschr�ankung f�urM , da sowohl die Stei�gkeit als
auch die e�ektive Stei�gkeit ~C symmetrisch sind:

~C�1 = C�1M (2.67)

Beispielsweise folgt aus der Symmetrie mit Bedingung (2.67), da� einer isotrope
bzw. deviatorische Spannung eine gleichfalls isotrope bzw. deviatorische e�ektive
Spannung zugeordnet wird, was der Idee einer allgemein anisotropen Sch�adigung
widerspricht.

Statt der Dehnungs�aquivalenz wird daher f�ur anisotrope Sch�adigung meist eine
Komplement�arenergie�aquivalenz postuliert [93]

W c (�;D) =W c (~�; 0) ; (2.68)

oder eine �Aquivalenz der Inkremente der Komplement�arenergie [69]

�W c
�
d�D; ~C

�1
D+dD;D + dD

�
= �W c

�
d�D+dD; ~C

�1
D
;D
�
: (2.69)

Auch durch eine explizite Symmetriesierung [22] l�a�t sich ein e�ektiver Stei�g-
keitstensor mit der gew�unschten Eigenschaft konstruieren:

~C�1 =
1

2

�
C�1M +MC�1

�
(2.70)
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2.2.2 Evolutionsgleichungen

W�ahrend sich die De�nition der skalaren Sch�adigungsvariable bereits etabliert
hat und mehrere Ans�atze f�ur anisotrope Sch�adigung herausgearbeitet wurden,
besteht �uber die Wahl geeigneter Entwicklungsgleichungen selbst im isotropen
Fall keine Einigkeit. Einige Autoren leiten die Evolutionsgleichungen aus mi-
kromechanischen Modellen ab [14, 56, 108]. Die Mehrzahl der in letzter Zeit
ver�o�entlichten Modelle bevorzugt jedoch eine ph�anomenologische Beschreibung
auf thermomechanischer Grundlage.

Sch�adigung von elastischen Materialien kann durch eine Schadens
�ache im Raum
von Spannung und Sch�adigung beschrieben werden [63]. Ein anderer Ansatz [100]
postuliert eine Normalenregel �ahnlich wie Modelle der Plastizit�at. Wenn die Nor-
malenregel nicht im Spannungsraum sondern im Raum der zur Sch�adigungsva-
riable konjugierten Kraft Y de�niert wird [22, 36, 41], kann man ein Modell in
dem in den vorigen Abschnitten vorgestellten thermomechanischen Rahmen for-
mulieren, wobei das Prinzip der maximalen Dissipation erf�ullt wird.

Thermomechanische Modelle f�ur Plastizit�at oder Viskoplastizit�at mit Sch�adigung
gehen meist von �ublichen plastischen Flie�regeln aus. Eine M�oglichkeit zur Erwei-
terung eines Plastizit�atsmodells auf Sch�adigung ist die Verwendung einer nicht-
assoziierten Flie�regel [57, 9, 87, 109]. In der Flie�funktion wird die Sch�adigung
beispielsweise ber�ucksichtigt, indem die Spannung durch die e�ektive Spannung
ersetzt wird; und das plastische Potential unterscheidet sich von der Flie�funktion
durch einen zus�atzlichen Term, der f�ur die Entwicklung der Sch�adigung verant-
wortlich ist. Ein typisches Beispiel f�ur diese Klasse von Modellen ist ein Modell
von Lemaitre [57]. Er verwendet eine skalare Sch�adigungsvariable D, eine iso-
trope Verfestigungsvariable r, und geht von einer von-Mises-Flie�funktion aus:

f(e; r; D) =
1

2
(1�D) eC e+ fr(r) (2.71)

� =
@f

@e
; R =

@f

@r
(2.72)

Y = � @f

@D
=

1

2
eC e (2.73)

F (�; R;D) =
�eq

1�D
� �y � R (2.74)

G(�; R; Y ;D) = F (�; R;D) +GY (Y ;D) (2.75)

( _p; _r; _D) =

(
� @G

@(�;�R;Y )
f�ur F = 0

0 f�ur F < 0
(2.76)

Die zur Sch�adigungsvariable D konjugierte Kraft Y , im folgenden kurz Sch�adi-
gungskraft genannt, wurde von Chaboche eingef�uhrt und wird meist als scha-
densmechanische Energiefreisetzungsrate bezeichnet [18].
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Andere Modelle verwenden eine assoziierte Flie�regel im Raum von Spannung �
und Sch�adigungskraft Y [52, 92, 114]. Als Spezialfall dieser Klasse kann man Mo-
delle au�assen, die unabh�angige Potential
�achen f�ur Plastizit�at und Sch�adigung
besitzen [96, 94, 44, 111, 35, 71, 104]. Im Abschnitt 4.1 werden einige Modelle
mit assoziierten Flie�regeln im Detail kritisch diskutiert werden.



Kapitel 3

Stabilit�at und maximale

Dissipation

Im vorhergehenden Kapitel wurde der Zusammenhang zwischen dem Irreversibi-
lit�atspostulat von Ilyushin, der Stabilit�atsbedingung von Drucker und dem Prin-
zip der maximalen Dissipation dargestellt. Die bisherigen Arbeiten bezogen sich
hierbei auf einfache Modelle elastoplastischen Materialverhaltens. F�ur diesen Fall
wurde gezeigt, da� die assoziierte Flie�regel aus allen drei Postulaten folgt.

Das Prinzip der maximalen Dissipation wird jedoch bei einer wesentlich gr�o�e-
ren Klasse von Modellen eingesetzt. H�au�g wird dabei keine spezielle physikali-
sche Begr�undung f�ur diese Annahme gegeben. Daher stellt sich die Frage, ob die
maximale Dissipation auch in einem allgemeineren Fall aus den Integralunglei-
chungen von Ilyushin und Drucker folgt. In den folgenden Abschnitten soll diese
Frage f�ur eine allgemeinere Klasse elastoplastischer Materialmodelle untersucht
werden. Anschlie�end werden die Resultate speziell auf schadensmechanische Mo-
delle angewendet. Am Ende des Kapitels �ndet man eine Zusammenfassung der
Ergebnisse.

Die Resultate dieses Kapitels bilden die Grundlage f�ur die Entscheidung, das im
anschlie�enden Kapitel 4 vorgestellte neue schadensmechanische Materialmodell
auf der Basis des Prinzips der maximalen Dissipation zu entwickeln. Die Betrach-
tungen zu Stabilit�at und maximaler Dissipation gehen jedoch �uber den speziellen
Fall des neuen schadensmechanischen Modells hinaus.

23
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3.1 Anwendung der Postulate auf Modelle mit

inneren Variablen

Zun�achst mu� die Klasse von Modellen de�niert werden, die in diesem Kapitel
untersucht werden soll. In den zwei folgenden Abschnitten werden dann die Postu-
late von Ilyushin und Drucker auf diese Modellklasse angewendet. Die hierdurch
abgeleiteten Restriktionen f�ur die Evolutionsgleichungen werden jeweils mit der
Normalenregel verglichen, die aus dem Prinzip der maximalen Dissipation folgt.

3.1.1 De�nition der Modellklasse

In diesem Kapitel werden thermomechanische Kontinuumsmodelle f�ur in�nite-
simale Deformationen und isotherme Prozesse betrachtet (vgl. Abschnitt 2.1).
Das Materialverhalten soll invariant gegen�uber einer Reskalierung der Zeitachse
sein. Als Zustandsvariablen werden die elastische und plastische Dehnung so-
wie weitere innere Variablen (z.B. Verfestigung oder Sch�adigung) verwendet. Bei
den inneren Variablen werden Variablen s, die in der freien Energie1 f mit der
elastischen Dehnung gekoppelt sind, von nicht gekoppelten inneren Variablen r
unterschieden.

x = (e;p; �) = (e;p; r; s) (3.1)

f(x) = f1(e; s) + f2(r; s) (3.2)

@2f

@p @e
= 0;

@2f

@r @e
= 0;

@2f

@s @e
6= 0 (3.3)

X =
@f

@x
= (�; 0;R;S) (3.4)

_xd = ( _p; _r; _s) ; Xd = (�;�R;�S) (3.5)

Es wird vorausgesetzt, da� ein konvexer elastischer Bereich im Raum der dissi-
pativen Kr�afte Xd existiert, der durch eine

"
Flie�
�ache\ F (Xd) = 0 begrenzt

wird. Die Lage der Flie�
�ache darf von den Zustandsvariablen abh�angen. Diese
Klasse von Modellen ist nicht auf die Elastoplastizit�at beschr�ankt, sondern die
Fl�ache F = 0 kann beispielsweise auch die Sch�adigungs
�ache in einem schadens-
mechanischen Modell eines elastischen Materials beschreiben [36, 63, 100].

Ferner nehmen wir an, da� die Umkehrung einer Verformung elastisch erfolgt:
Nach einer Deformation "1 ! "2 ist eine Verformung auf dem bzgl. der Gesamt-
dehnung umgekehrten Weg "2 ! "1 reversibel, d.h. die dissipativen Fl�usse _xd

1Im folgenden wird mit f die auf das Volumen bezogene Helmholtzsche freie Energie
bezeichnet.
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sind Null. Um auch Modelle mit kinematischer Verfestigung zuzulassen, kann
diese Bedingung auf kleine Wege beschr�ankt werden.

Die Verfestigung bei der plastischen Verformung soll endlich sein, d.h. es existiert
ein c 2 R

+ , so da� auf einem Pfad AB gilt

k� � �Bk � c k"� "Bk : (3.6)

3.1.2 Ilyushins Postulat

Da Ilyushins Irreversibilit�atspostulat eine weniger restriktive Annahme als
Druckers Stabilit�atsbedingung ist, sollen zun�achst die Konsequenzen von Ilyus-
hins Integralungleichung f�ur die soeben de�nierte Modellklasse untersucht wer-
den. Als Ergebnis werden wir eine Variationsungleichung �ahnlich der Normalen-
regel bei maximaler Dissipation erhalten:

Sei B ein Zustand auf der Flie�
�ache. Dann gilt die Ungleichung

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s � 0 (3.7)

f�ur alle Zust�ande A, die von B durch elastische Verformung erreichbar sind.

Im Falle maximaler Dissipation gilt die Ungleichung�
Xd � X̂d

�
_xd � 0 (3.8)

f�ur alle Kr�afte X̂d im elastischen Bereich, woraus die Orthogonalit�at folgt. Ilyus-
hins Bedingung impliziert hingegen eine entsprechende Ungleichung, bei der X̂d

nur aus einer Mannigfaltigkeit M innerhalb des elastischen Bereichs zu nehmen
ist.2 Wie man schematisch an der Abbildung 3.1 erkennt, l�a�t diese Bedingung
nicht nur die Normale auf der Flie�
�ache, sondern eine ganze Schar von Richtun-
gen der dissipativen Fl�usse zu.

Diese Bedingung (3.7) soll im folgenden bewiesen und an einem Beispiel demon-
striert werden. Speziell wird auf die Frage eingegangen, unter welchen Vorausset-
zungen (3.7) wie im Fall einfacher Plastizit�at eine Normalenregel im Spannungs-
raum impliziert.

Auswertung der Terme erster Ordnung

Um die Konsequenzen von Ilyushins Postulat f�ur die Evolutionsgleichungen ab-
zuleiten, betrachten wir einen bez�uglich der Gesamtdehnung geschlossenen Be-

2Ilyushins Bedingung ber�ucksichtigt nicht alle Komponenten von X̂d, sondern nur � und
�S.
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a)

Xd

Xd

Xd Xd0

xd

K

F=0

-

b)

Xd

xd

0
K

F=0M

Abbildung 3.1: Schematischer Vergleich von a) maximaler Dissipation
b) Ilyushins Bedingung
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Abbildung 3.2: Belastungspfad: ": Dehnungsraum, �: Spannungsraum
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lastungspfad ABCDE, der sich aus elastischer Belastung AB, plastischer Ver-
formung BC und elastischer Entlastung CDE zusammensetzt (Abb. 3.2). Die
Dehnung soll bei Be- und Entlastung auf dem gleichen Weg gef�uhrt werden
("A = "E; "B = "D).

Die L�ange der Wege AB und BC wird so gew�ahlt, da� die plastische Deformation
BC sehr klein ist gegen�uber der elastischen Belastung AB. Dann tr�agt der Inte-
grationswegBCD nur durch Terme zweiter und h�oherer Ordnung in �" = "C�"B
zur Arbeit bei:

jWBCDj =
����
Z
BCD

� d"

���� =
����
Z
BC

� d"�
Z
DC

� d"

����
�
Z
BC

k�BC(")� �DC(")k kd"k (3.9)

Die Entlastung erfolgt rein elastisch:

jWBCDj �
Z
BC

k�BC(")�C eDC(")k kd"k (3.10)

Mit (3.6) erhalten wir

jWBCDj �
Z
BC

(c+ kCk) k"� "Ck kd"k
= O ��"2� : (3.11)

Somit m�ussen nur die Integrationswege AB und DE ber�ucksichtigt werden, um
die Arbeit in erster Ordnung zu bestimmen.

W =

I
(")

� d"

=

Z
AB

� d"�
Z
ED

� d"+O(�"2) (3.12)

Die Integrationswege AB und ED sind identisch in der Dehnung, aber unter-
scheiden sich in den anderen Zustandsvariablen durch eine kleine �Anderung, die
w�ahrend der plastischen Verformung BC erfolgte :

pED(") = pAB(") + �p ; eED(") = eAB(")��p ;

�ED(") = �AB(") + ��: (3.13)

Die Di�erenz der Integrale (3.12) kann in erster Ordnung durch die Ableitung
des Integranden nach den Zustandsvariablen ausgedr�uckt werden:

�x = xD � xB = (��p;�p;�r;�s) (3.14)

W = ��x
Z
AB

@�

@x
d"+O(�x2) (3.15)
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Stellt man die Spannung als Ableitung der freien Energie dar, so erh�alt man

W � ��x
Z
AB

@2f

@x @e
d" (3.16)

= ��e
Z
AB

@2f

@e2
d"��s

Z
AB

@2f

@s @e
d" (3.17)

= �p

Z
AB

@2f

@e2
de��s

Z
AB

@2f

@e @s
de (3.18)

= �p

�
@f

@e

�B
A

��s

�
@f

@s

�B
A

(3.19)

= (�B � �A) �p� (SB � SA) �s : (3.20)

F�ur eine in�nitesimale plastische Deformation BC folgt somit aus Ilyushins Po-
stulat

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s � 0 : (3.21)

Hierbei ist B ein beliebiger Zustand auf der Flie�
�ache. Zu gegebenem B gilt
die Ungleichung f�ur jeden Zustand A, der von B durch elastische Deformation
erreichbar ist. Die zul�assigen Zust�ande fAg haben den gleichen Wert der dissipa-
tiven Variablen p, r und s, unterscheiden sich aber in der elastischen Dehnung
e. Daher liegen sie sowohl im Raum der Zustandsvariablen als auch im Raum
der dissipativen Kr�afte auf einer MannigfaltigkeitM , deren Dimension gleich der
Anzahl der Komponenten der Dehnung bzw. Spannung ist.

Wenn keine gekoppelte innere Variable s existiert, wie dies z.B. bei �ublicher Pla-
stizit�at mit isotroper Verfestigung der Fall ist, vereinfacht sich die Aussage von
Ungleichung (3.21). Bei konstantem p und r ist auch R konstant, da @R=@e = 0
ist. Die Mannigfaltigkeit M der reversibel erreichbaren Zust�ande liegt auf einer
Schnittebene zu konstantem R im Raum der Kr�afte (�;R). Aus Ilyushins Po-
stulat folgt somit die �ubliche Normalenregel im Spannungsraum.

Dieser Spezialfall besitzt zudem die Eigenschaft, da� die Menge M konvex ist.
Wenn man nur Zust�ande A aus einer in�nitesimalen Umgebung U � M des
Punktes B betrachtet, liefert die Ungleichung (3.21) daher die gleiche Restrik-
tion f�ur die Evolutionsgleichungen, als wenn man die gesamte Mannigfaltigkeit
M ber�ucksichtigt. Die Betrachtung der gesamten Mannigfaltigkeit oder nur einer
Umgebung von B kann als globale oder lokale Formulierung von Ilyushins Be-
dingung verstanden werden, �ahnlich wie man globale und lokale Extrema oder
globale und lokale Stabilit�at unterscheidet. Im allgemeinen ist M jedoch nicht
konvex, und die lokale und globale Form von Ilyushins Bedingung m�ussen unter-
schieden werden.

Das Resultat (3.21) von Ilyushins Irreversibilit�atspostulat �ahnelt dem Prinzip
der maximalen Dissipation (2.23), das f�ur die hier betrachtete Modellklasse die
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Gestalt

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s� (RB �RA) _r � 0 8A 2 K (3.22)

annimmt. Diese Variationsungleichung unterscheidet sich von Ilyushins Bedin-
gung (3.21) dadurch, da� die ungekoppelten inneren Variablen r in gleicher Wei-
se wie die gekoppelten Variablen s ber�ucksichtigt werden. Ferner ist bei dem
Postulat der maximalen Dissipation der Zustand A nicht auf die Mannigfaltig-
keit M beschr�ankt, sondern die Ungleichung (3.22) ist g�ultig f�ur jeden Zustand
A im elastischen Bereich (F (A) � 0). Da die Bedeutung dieses Unterschiedes
nicht unmittelbar klar ist, soll er an einem stark vereinfachten Beispiel erl�autert
werden.

Beispiel

Das Beispiel soll den Unterschied zwischen dem Prinzip der maximalen Dissipa-
tion und der aus Ilyushins Irreversibilit�atspostulat abgeleiteten Variationsunglei-
chung veranschaulichen. Diese Betrachtung gilt ebenso f�ur Druckers Stabilit�ats-
postulat, aus dem die gleiche Bedingung wie aus dem Irreversibilit�atspostulat
gewonnen werden kann (siehe Abschnitt 3.1.3).

Wir betrachten ein elastoplastisches Modell mit einer skalaren inneren Variable
s, die mit der elastischen Dehnung gekoppelt ist. Um die Darstellung zu verein-
fachen, seien Spannung und Dehnung zweidimensionale Vektoren.

x = (e1; e2; p1; p2; s); Xd = (�1; �2;�S) (3.23)

Als verallgemeinerte Flie�
�ache im Raum der dissipativen Kr�afte w�ahlen wir eine
Kugel (Abb. 3.3,3.4):

F (�1; �2;�S) = �21 + �22 + S2 � 1 (3.24)

Zu einem willk�urlich gew�ahlten Punkt B auf der Kugel sollen nun die Restrik-
tionen bestimmt werden, die das Irreversibilit�atspostulat und die maximale Dis-
sipation der Richtung des Flusses ( _p1; _p2; _s) auferlegen.

Da keine ungekoppelte Variable r vorliegt, erhalten wir in beiden F�allen aus (3.7)
bzw. (3.22) dieselbe Ungleichung:

(�1B � �1A) _p1 + (�2B � �2A) _p2 + (�SB + SA) _s � 0 (3.25)

Anschaulich bedeutet diese Bedingung, da� der Vektor B�A einen spitzen Winkel
mit dem Vektor der dissipativen Fl�usse am Punkt B bilden mu�.
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Abbildung 3.3: Beispiel f�ur den Unterschied zwischen Ilyushins Postulat und ma-
ximaler Dissipation
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Abbildung 3.4: Schnitt mit der Ebene, in der die Halbebene H liegt
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Im Falle maximaler Dissipation gilt (3.25) f�ur jeden Punkt A innerhalb von der
durch die Flie�grenze begrenzten Kugel. Daher ist die Richtung des Flusses ein-
deutig bestimmt: _xd zeigt in Richtung der Normalen n an der Flie�
�ache im
Punkt B (Abb. 3.3).

Bei Ilyushins Postulat (bzw. Druckers Stabilit�atsbedingung) sind die Punkte A
hingegen auf diejenigen Zust�ande beschr�ankt, die von B durch elastische Defor-
mation erreichbar sind. In einem rein elastischen Proze� sind die dissipativen
Variablen p1, p2 und s konstant, w�ahrend sich e1 und e2 �andern k�onnen. Somit
sind die Kr�afte �1, �2 und S ebenfalls auf eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit
M eingeschr�ankt. In unserem Beispiel sei diese Mannigfaltigkeit der Schnitt der
Kugel mit einer Ebene P . Die Ungleichung (3.25) l�a�t dann solche Richtungen
von _xd zu, die als Vektor am Punkt B eingezeichnet in einer Halbebene H liegen.
Diese Halbebene H ist senkrecht zur Ebene P , ber�uhrt die Mannigfaltigkeit M
im Punkt B und ist nach au�en gerichtet.

Die Normale n liegt in der Halbebene H, d.h. ein maximal dissipatives Modell
erf�ullt die aus den Postulaten von Ilyushin und Drucker resultierende Bedingung.
Andererseits gibt es o�ensichtlich Richtungen der Fl�usse, welche die die Norma-
lenregel der maximalen Dissipation verletzen, aber von den Integralungleichungen
von Ilyushin und Drucker zugelassen werden. Letztere erlauben sogar Fl�usse, die
von der Flie�
�ache nach innen zeigen, denn die Halbebene H schneidet die Kugel
(Abb. 3.4, Flu� in Richtung m).3

Projiziert man die Halbebene H senkrecht in den Spannungsraum (S = SB),
so erh�alt man wiederum eine Halbebene. Dies bedeutet, da� auch f�ur die pla-
stische Dehnungs�anderung _p ein ganzes Intervall von Richtungen zul�assig ist.
Aus Ilyushins Bedingung folgt somit bei diesem Beispiel keine Orthogonalit�at im
Spannungsraum. Um die Normalenregel im Spannungsraum zu erhalten, m�u�te
die MannigfaltigkeitM eine andere Gestalt haben. Wenn die Ebene P senkrecht
auf der S-Achse stehen w�urde, w�are die Halbebene H senkrecht auf dem Span-
nungsunterraum, und die Projektion erg�abe eine Halbgerade, d.h. eine eindeutige
Richtung f�ur _p.

Normalenregel im Spannungsraum

Im allgemeinen h�angt die Frage, ob Ilyushins Bedingung eine Normalenregel im
Spannungsraum impliziert, von der Orientierung des Schnitts Z zwischen Flie�-

�ache F = 0 und MannigfaltigkeitM in der Umgebung des Punktes B ab. Diese
Abh�angigkeit (3.34) soll nun abgeleitet werden.

3Eine solche Richtung der dissipativen Fl�usse wird auch nicht generell durch die aus Druckers
Postulat folgende lokale Stabilit�atsbedingung (2.55b) unterbunden [7].
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Die Normalenregel gilt im Spannungsraum, wenn die Projektion aller zul�assigen
Fl�usse auf den Spannungsunterraum (S = const:) eine (Halb-)Gerade ergibt. Dies
kann man auch folgenderma�en ausdr�ucken: Bei erf�ullter Normalenregel im Span-
nungsraum mu� eine Orthonormalbasis f�1; : : : ;�n; S1; : : : ;Smg des Raumes
der Kr�afte (�;S) existieren, so da� f�1; : : : ;�ng eine Basis des Spannungsrau-
mes ist und f�n;S1; : : : ;Smg die Richtungen aller zul�assigen Fl�usse beinhaltet.
Die Richtung der plastischen Dehnung ist dann eindeutig durch �n festgelegt.

Wenn wir die Ungleichung (3.22) auf Punkte A 2 Z in der Schnittmenge in
einer in�nitesimalen Umgebung von B anwenden, erhalten wir die Aussage, da�
die Richtung der Fl�usse senkrecht auf allen an der Schnittmenge Z im Punkt B
tangentialen4 Vektoren sein mu�.

Um die zul�assigen Fl�usse auf diese Richtungen zu beschr�anken, m�ussen die Vek-
toren f�1; : : : ;�n�1g eine Basis f�ur den Raum aller an der Schnittmenge Z im
Punkt B tangentialen Vektoren sein. Dies bedeutet, da� die an Z tangentialen
Vektoren im Spannungsunterraum liegen m�ussen und keine Komponente in Rich-
tung der inneren Variablen S besitzen d�urfen.

Diese Bedingung soll nun durch die Flie�funktion und die Konstitutivgleichun-
gen ausgedr�uckt werden. Bei einem elastischen, also reversiblen Proze� sind die
dissipativen Variablen p, s und r konstant, w�ahrend sich die elastische Dehnung
e �andert. Die zur ungekoppelten Variable r adjungierte Kraft R ist nur von r
abh�angig und somit konstant. Die Spannung � ist eine Funktion von e und s, die
bez�uglich der elastischen Dehnung invertierbar ist. Somit sind die Zust�ande A in
der MannigfaltigkeitM der elastisch zug�anglichen Zust�ande durch die Spannung
eindeutig bestimmt, und alle Kr�afte f�ur diese Zust�ande k�onnen als Funktion der
Spannung geschrieben werden.

S = S(�; s) (3.26)

R = R(r) (3.27)

s; r = const. (3.28)

Die Schnittmenge Z wird beschrieben durch die Gleichungen

F (�;S(�);R) = 0; S = S(�) : (3.29)

Die Bedingungen f�ur tangentiale Vektoren (d�; dS) an Z lauten (im Punkt B)

dF =

�
@F

@�
+
@F

@S

@S

@�

�
d� = 0 ; (3.30)

dS =
@S

@�
d� : (3.31)

4Falls Z in B nicht glatt ist, sondern eine Ecke bzw. Kante besitzt, bestimmt selbst das
Prinzip der maximalen Dissipation die Richtung von _xd nicht eindeutig.
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Es liegen genau dann alle Vektoren (d�; dS) im Spannungsunterraum (dS = 0),
wenn

Kern

�
@F

@�
+
@F

@S

@S

@�

�
� Kern

�
@S

@�

�
: (3.32)

) Kern

�
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@�
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@F

@S

@S

@�

�
� Kern

�
@F

@S

@S

@�

�
(3.33)

Bezeichnet man mit n die Anzahl der Komponenten von �, so ist die Dimension
der beiden Kerne jeweils gleich n� 1 oder n. Daher erhalten wir als notwendige
Bedingung daf�ur, da� aus Ilyushins Postulat die Normalit�at im Spannungsraum
folgt,

@F

@�
= 0 _ @F

@S

@S

@�
= 0 _ @F

@�
/ @F

@S

@S

@�
(3.34)

Um diese Bedingung f�ur alle Punkte B auf der Flie�
�ache zu erf�ullen, darf die
Flie�funktion entweder nur von der Spannung oder nur von der Kraft S abh�angen,
oder die direkte Spannungsabh�angigkeit mu� die gleiche Form haben wie die
indirekte Abh�angigkeit �uber S(�).

3.1.3 Druckers Postulat

Durch die Betrachtung der Stabilit�atsbedingung f�ur einen speziellen Lastzyklus
kann unter Ber�ucksichtigung von ausschlie�lich Termen erster Ordnung dieselbe
Variationsungleichung (3.7) wie aus Ilyushins Postulat gewonnen werden. Die
Ableitung, die in diesem Abschnitt kurz skizziert werden soll, erfolgt analog zur
Behandlung des Irreversibilit�atspostulats. Anstatt Druckers Postulat direkt zu
verwenden, gehen wir von Hills Integralungleichung aus. An die Stelle der freien
Energie tritt eine Legendre-Transformierte. Im Anschlu� an die Ableitung von
(3.7) sollen die Terme zweiter Ordnung in Hills Integral ausgewertet werden,
woraus wir eine lokale Stabilit�atsbedingung erhalten.

Auswertung der Terme erster Ordnung

Hills Ungleichung I
(�)

" d� � 0 (3.35)

besitzt gegen�uber dem �aquivalenten Druckerschen Postulat den Vorzug, da� der
Integrationsweg bez�uglich der Integrationsvariablen geschlossen ist. Im Gegen-
satz zu Ilyushins Postulat mu� der Integrationsweg diesmal im Spannungsraum
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Abbildung 3.5: Belastungspfad: a) Dehnungsraum, b) Spannungsraum

geschlossen sein. Wiederum w�ahlen wir einen Lastzyklus, der aus einer elastischen
und einer viel kleineren plastischen Deformation besteht (Abb. 3.5).

Um den Term erster Ordnung zu ermitteln, brauchen nur die elastischen Be-
lastungspfade AB und DE ber�ucksichtigt zu werden. Der Weg BCD wird im
n�achsten Unterkapitel betrachtet werden, um die lokale Stabilit�atsungleichung in
Analogie zu (2.55b) abzuleiten.

I
(�)

" d� =

Z
AB

("AB � "ED) d� +O(�"2) (3.36)

Die Spannung ist an den entsprechenden Stellen der Integrationswege AB und
ED gleich, aber die inneren Variablen unterscheiden sich:

�ED = �AB; pED = pAB +�p

�ED = �AB +�� (3.37)

Die Gesamtdehnung setzt sich aus plastischer und elastischer Dehnung zusam-
men, von denen letztere durch die Ableitung der Gibbschen freien Enthalpie h
ausgedr�uckt werden kann.

h(�;p; r; s) = f(e;p; r; s)� � e (3.38)

q = (�;p; r; s) (3.39)

Q =
@h

@q
= (�e; 0;R;S) (3.40)

" = p� @h

@�
(3.41)

Die Di�erenz der elastischen Dehnungen wird durch die Ableitung nach den Zu-
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standsvariablen q approximiert.

�q = qD � qB = (0;�p;�r;�s) (3.42)I
(�)

" d� � ��q
Z
AB

�
p� @2h

@q @�

�
d� (3.43)

= ��p���B
A
+�s

�
@h

@s

�B
A

(3.44)

Im Grenzfall eines in�nitesimalen plastischen Anteils am Weg folgt also aus
Druckers Postulat ebenfalls die Ungleichung (3.7)

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s � 0 : (3.45)

Auswertung der Terme zweiter Ordnung: Stabilit�atsbedingung

Nachdem f�ur Ilyushins Irreversibilit�atspostulat und Druckers Stabilit�atsbedin-
gung die Terme erster Ordnung ausgewertet wurden, soll nun bei Druckers Postu-
lat der Term zweiter Ordnung ber�ucksichtigt werden, welcher im Falle einfacher
elastoplastischer Modelle eine lokale Stabilit�atsbedingung (2.55b) ergeben hatte.
Dieser Anteil zweiter Ordnung spielt dann eine Rolle, wenn wir �A = �B w�ahlen,
so da� der Term erster Ordnung verschwindet. Das hei�t, es wird der Belastungs-
pfad BCD bestehend aus plastischer Belastung BC und elastischer Entlastung
CD betrachtet.

Anstelle von Druckers Bedingung soll wiederum Hills Integralungleichung (3.35)
verwendet werden. Zus�atzlich zu den in Abschnitt 3.1.1 getro�enen Annahmen
setzen wir voraus, da� die Dehnung "(�) sowohl f�ur die Be- als auch f�ur die Ent-
lastung in eine Taylor-Reihe (mit positivem Konvergenzradius) um C entwickelt
werden kann. Dann istI

(�)

" d� =

Z
CB

("CD � "CB) d� (3.46)

=

Z
CB

��
"C +

d"CD
d�

����
C

(� � �C) +O
�
��2

��
+

�
�
"C +

d"CB
d�

����
C

(� � �C) +O
�
��2

���
d� (3.47)

=
1

2

�
d"CD
d�

����
C

� d"CB
d�

����
C

�
��2 +O

�
��3

�
(3.48)

=
1

2
("B � "D) �� +O

�
��3

�
: (3.49)
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Die Dehnungsdi�erenz wird durch Ableitungen der freien Enthalpie ausgedr�uckt:

"D � "B = (eD � eC) + (pD � pC)� (eB � eC)� (pB � pC) (3.50)

= � @
2h

@�2

����
C

(�D + �C) +
@2h

@�2

����
C

(�B � �C) +

� @2h

@s @�

����
C

(sB � sC) + �p+O(��2) (3.51)

= �p� @S

@�
�s

����
C

+O(��2) (3.52)I
(�)

" d� = �1

2

�
�p� @S

@�
�s

�
�� +O

�
��3

�
(3.53)

= ��p�� +�S�s+O
�
��3

�
(3.54)

Aus der Hillschen Bedingung, da� das Ringintegral nicht positiv sein darf, folgt
somit

_� _p� _S _s � 0 : (3.55)

Im Vergleich zu Ungleichung (2.55b) ist zu dem Term _� _p, der die Stabilit�at
der plastischen Materialantwort charakterisiert, der Beitrag _S _s der zus�atzlichen
inneren Variablen s hinzugetreten. Die mit der elastischen Dehnung nicht gekop-
pelten Variablen r erscheinen hingegen nicht.

3.2 Konsequenzen f�ur die Schadensmechanik

Nachdem die Postulate von Ilyushin und Drucker f�ur eine relativ gro�e Klasse
von Materialmodellen untersucht wurden, sollen die Ergebnisse nun auf die Scha-
densmechanik angewendet werden. Es wurde gezeigt, da� die Postulate zu einer
anderen Bedingung als der Normalenregel im Spannungsraum f�uhren, wenn eine
innere Variable mit der elastischen Dehnung in der elastischen Energie gekoppelt
ist, d.h. @2f=@e@s 6= 0. Dies ist bei schadensmechanischen Modellen der Fall, da
Sch�adigung einen Verlust an Stei�gkeit bedeutet.

Zun�achst soll Ilyushins Postulat auf elastische Materialien mit Sch�adigung an-
gewendet werden, bevor der Fall von Elastoplastizit�at und Sch�adigung unter-
sucht wird. Abschlie�end werden speziell nicht-assoziierte Flie�regeln behandelt.
Es kann gezeigt werden, da� diese �ublicherweise das Irreversibilit�ats- und Stabi-
lit�atspostulat verletzen.
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3.2.1 Elastizit�at und Sch�adigung

F�ur elastische Materialmodelle mit Sch�adigung folgt aus Ilyushins Postulat eben-
so wie aus der Bedingung der maximalen Dissipation eine Normalenregel im
Raum der Sch�adigungskraft:

Der Zustand des elastischen Materials sei bestimmt durch die Dehnung ", eine
Sch�adigungsvariable D, die ein Tensor oder eine skalare Gr�o�e sein darf, sowie
eventuell innere Variablen r, die nicht in die elastische Energie eingehen. Die
konjugierten Kr�afte werden de�niert durch

f(";D; r) = fe(";D) + fi(D; r) (3.56)

� =
@f

@"
; Y = � @f

@D
; R =

@f

@r
(3.57)

Einige schadensmechanische Modelle de�nieren eine Sch�adigungs
�ache im Raum
der Kr�afte (�; Y;�R) in Analogie zur Flie�
�ache bei der Plastizit�at [22, 36, 63,
100, 41]. Die Betrachtung der Terme erster Ordnung in Ilyushins bzw. Druckers
Postulat (2.53b) mit _p = 0 und s = D ergibt dann die Variationsungleichung

(Y B � Y A) _D � 0 : (3.58)

Hierbei ist B ein Zustand auf der Sch�adigungs
�ache, bei dem die Sch�adigungsge-
schwindigkeit _D herrscht, und die Ungleichung mu� erf�ullt werden f�ur beliebige
Zust�ande A im rein elastischen Bereich. Also folgt aus der Stabilit�ats- und Irre-
versibilit�atsbedingung eine Normalenregel im Raum der Sch�adigungskraft Y . Die
gleiche Restriktion f�ur die Evolutionsgleichungen erh�alt man aus dem Prinzip der
maximalen Dissipation (3.22).

Im Falle isotroper Sch�adigung, d.h.

fe("; D) =
1

2
(1�D) "C " (3.59)

Y =
1

2
"C " =

1

2

�C�1 �

(1�D)2
; (3.60)

impliziert die Bedingung (3.58) zusammen mit der physikalischen Forderung _D �
0, da� Y auf der Flie�
�ache konstant ist. Also darf F nicht (wie in [63, 100]) direkt
von der Spannung abh�angen:

F = F (Y;R;D; r) : (3.61)

3.2.2 Elastoplastizit�at und Sch�adigung

Aus Ilyushins Postulat und Druckers Stabilit�atsbedingung folgt f�ur einfache ela-
stoplastische Modelle die Normalenregel im Spannungsraum, und im Falle von
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Elastizit�at mit Sch�adigung folgt eine Normalenregel im Raum der Sch�adigungs-
kraft. Daher k�onnte man vermuten, bei einem Modell f�ur Elastoplastizit�at mit
Sch�adigung eine Normalenregel im Raum von Spannung und Sch�adigungskraft,
d.h. aller dissipativen Kr�afte, oder in den beiden Unterr�aumen zu erhalten. Dies
ist jedoch nicht der Fall, wie im folgenden gezeigt wird.

Als Zustandsvariablen w�ahlen wir die elastische und plastische Dehnung e;p,
eine skalare oder tensorielle Sch�adigungsvariable D und eine ebenfalls skalare
oder tensorielle Verfestigungsvariable r. Die freie Energie sei unabh�angig von p
und in zwei Anteile additiv zu zerlegen:

f(e;p;D; r) = fe(e;D) + fr(r) (3.62)

Die konjugierten Kr�afte werden mit �, �Y und R bezeichnet. (In der Notation
von Anschnitt 3.1 ist D die gekoppelte Variable s, und Y entspricht �S.)
F�ur dieses Modell erh�alt die aus Ilyushins und Druckers Postulaten resultierende
Ungleichung (3.7) folgende Gestalt:

(�B � �A) _p+ (Y B � Y A) _D � 0 (3.63)

Diese Beziehung gilt f�ur alle Zust�ande A, die von B durch elastische Verformung
erreichbar sind.

Im Abschnitt 3.1.2 wurde festgestellt, da� eine Normalenregel im Spannungsraum
aus (3.63) folgt, wenn (3.34) erf�ullt ist. Wenn wir vom einfachsten Fall absehen, in
dem die Flie�funktion nur von der Sch�adigungskraft oder nur von der Spannung
(vgl. Abschnitt 3.2.3) abh�angt, so lautet die Bedingung

@F

@�
/ @F

@Y

@Y

@�
: (3.64)

Diese Proportionalit�at zwischen der direkten Abh�angigkeit der Flie�funktion von
der Spannung und der indirekten Abh�angigkeit �uber die Sch�adigungskraft besteht
i.Allg. nicht.

Im Fall isotroper Sch�adigung beispielsweise lautet die Beziehung zwischen Span-
nung und Sch�adigungskraft

fe(e; D) =
1

2
(1�D) eC e (3.65)

Y (�; D) =
1

2

�C�1 �

(1�D)2
(3.66)

@Y

@�
=

C�1 �

(1�D)2
: (3.67)
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In die Sch�adigungskraft bzw. deren Ableitung geht sowohl die hydrostatische
Spannung als auch der Spannungsdeviator ein. Wenn die Flie�funktion jedoch auf
einer von-Mises-Flie�regel basiert, h�angt sie nicht direkt von der hydrostatischen
Spannung ab, so da� (3.64) nicht erf�ullt werden kann. An diesem Beispiel wird
deutlich, da� f�ur schadensmechanische elastoplastische Materialmodelle nur in
Ausnahmef�allen die Normalenregel im Spannungsraum aus dem Irreversibilit�ats-
oder Stabilit�atspostulat abgeleitet werden kann.

Ebenso l�a�t sich zeigen, da� auch die Normalenregel im Raum der Sch�adigungs-
kraft, die im Falle von Elastizit�at mit Sch�adigung aus Ilyushins Postulat folgt, bei
komplexeren elastoplastischen Sch�adigungsmodellen nicht mehr impliziert wird.
Stattdessen erhalten wir nur die Plastizit�at und Sch�adigung verkn�upfende Un-
gleichung (3.63).

3.2.3 Nichtassoziierte Flie�regeln

Als Spezialfall sollen nun nicht-assoziierte Flie�regeln betrachtet werden, die bei
vielen Modellen f�ur die Sch�adigung von elastoplastischen Materialien eingesetzt
werden [57, 9, 87, 109]. Eine nicht-assoziierte Flie�regel soll hier bedeuten, da�
die dissipativen Fl�usse nicht senkrecht auf der Flie�
�ache im Raum aller Kr�afte
stehen. Die Zeitableitung der plastischen Dehnung kann dennoch orthogonal zur
Flie�
�ache im Spannungsraum sein.

Zun�achst soll gezeigt werden, da� die �ublichen nicht-assoziierten schadensme-
chanischen Modelle die Postulate von Ilyushin und Drucker nicht erf�ullen. Die
Bedeutung der aus den Postulaten folgenden Ungleichung (3.7) f�ur diese Modell-
klasse wird an einem Beispiel veranschaulicht. Die aus der Arbeit zweiter Ord-
nung abgeleitete lokale Stabilit�atsbedingung (3.55) wird ebenfalls durch die nicht-
assoziierten Modelle verletzt. Abschlie�end soll die Frage untersucht werden, wie
schadensmechanische Modelle zu konstruieren sind, die die Stabilit�atsbedingung,
nicht aber das Prinzip der maximalen Dissipation erf�ullen.

�Uberpr�ufung der Bedingungen von Ilyushin und Drucker

�Ublicherweise werden die nicht-assoziierten schadensmechanischen Modelle gera-
de so auf einem assoziierten elastoplastischen Modell aufgebaut, da� die Norma-
lenregel im Spannungsraum erhalten bleibt. Hierzu wird ein plastisches Potential
aus der elastoplastischen Flie�funktion und einem Sch�adigungsterm gebildet:

G(�;Y ; R;X;D) = F (� �X; R;D) +GY (Y ;D) (3.68)
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_p = �
@G

@�
= �

@F

@�
(3.69)

_r = �
@G

@(�R) = �
@F

@(�R) (3.70)

_� = �
@G

@(�X)
= �

@F

@(�X)
(3.71)

_D = �
@G

@Y
= �

@GY

@Y
(3.72)

F � 0; � F = 0; � � 0 (3.73)

Die Zustandsvariable � und ihre konjugierte Kraft X beschreiben die kinema-
tische Verfestigung, r und R sind f�ur die isotrope Verfestigung verantwortlich.
Sowohl r als auch � sind in der freien Energie von der elastischen Dehnung ent-
koppelt.

Zun�achst betrachten wir nur den Fall isotroper Sch�adigung [57, 9, 87]. Dann
ist die aus Druckers und Ilyushins Postulaten folgende Bedingung

(�B � �A) _p+ (YB � YA) _D � 0 (3.74)

eine Variationsungleichung im Raum der Spannungskomponenten und der skala-
ren Sch�adigungskraft Y . Zu einem gegebenem Zustand B auf der Flie�
�ache gilt
die Ungleichung f�ur jeden von B durch elastische Deformation erreichbaren Zu-
stand A. Die MannigfaltigkeitM dieser Zust�ande wird durch (3.66) beschrieben.
Da die Stei�gkeitsmatrix C positiv de�nit ist, ist M geometrisch ein Hyperpara-
boloid, dessen Achse auf der Y -Achse liegt.

Die Flie�
�ache im �-Y -Raum steht senkrecht auf dem Spannungsunterraum, weil
F nicht von Y abh�angt. Der Schnitt Z von Flie�
�ache und MannigfaltigkeitM ist
eine Mannigfaltigkeit der Dimension n�1, wobei n die Anzahl der Komponenten
von � bezeichnet.

Wie in Abschnitt 3.1.2 gezeigt wurde, sind die zul�assigen Richtungen der dissipa-
tiven Fl�usse ( _p; _D) senkrecht auf allen an der Schnittmenge Z tangentialen Vekto-
ren. In diesem Fall sind sie also auf eine (zweidimensionale) Ebene E beschr�ankt.
Eine zul�assige Richtung ist immer die Normale auf der Flie�
�ache. Damit die
durch die nicht-assoziierte Flie�regel bestimmte Richtung, deren �-Komponente
ebenfalls senkrecht auf der Flie�
�ache steht, auch mit Ilyushins Postulat ver-
tr�aglich ist, mu� also die Y -Achse in der Ebene E liegen. Gem�a� (3.32) erfordert
dies

Kern

�
@F

@�

�
� Kern

�
@Y

@�

�
(3.75)

) @F

@�
/ @Y

@�
: (3.76)
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Die Sch�adigungskraft l�a�t sich im isotropen Fall als Funktion von hydrostatischer
und deviatorischer Spannung (�H;�

0) darstellen:

Y =
1

2

1

E (1�D)2

�
2

3
(1 + �) �2eq + 3 (1� 2 �) �2m

�
(3.77)

�m =
1

3
tr(�) (3.78)

�0 = � � �H1 (3.79)

�eq =

r
3

2
�0 �0 (3.80)

@Y

@�0
=

1 + �

E (1�D)2
�0 (3.81)

@Y

@�m
=

3 (1� 2 �) �m
E (1�D)2

(3.82)

F�ur � � 1=3 gehen die hydrostatische und deviatorische Spannung in etwa
gleichem Ma�e in die Sch�adigungskraft ein. Die Flie�funktion hingegen h�angt
gew�ohnlich im wesentlichen vom Spannungsdeviator ab, so da� die Proportiona-
lit�at (3.76) nicht erf�ullt werden kann.

Hiermit wurde gezeigt, da� alle �ublichen isotropen, nicht-assoziierten schadensme-
chanischen Modelle, die die Orthogonalit�at im Spannungsraum aufrecht erhalten,
die Postulate von Ilyushin und Drucker verletzen.

F�ur anisotrope Sch�adigung l�a�t sich ein entsprechender allgemeiner Nachweis
nicht so leicht f�uhren. Die Stabilit�ats- und Irreversibilit�atsbedingungen erlauben
in diesem Fall dissipative Fl�usse, die in einer Mannigfaltigkeit mit einer Dimension
gr�o�er als zwei liegen. Die Sch�adigungskraft Y wird zu einer tensoriellen Gr�o�e,
so da� der Schlu� von (3.75) auf (3.76) nicht mehr m�oglich ist. Dennoch stellen die
Postulate eine Restriktion dar, die von nicht-assoziierten Modellen im Gegensatz
zu Modellen mit maximaler Dissipation nicht a priori erf�ullt wird.

Die �Uberpr�ufung der Postulate von Ilyushin und Drucker ist somit bei anisotropen
Modellen im Einzelfall vorzunehmen und stellt eine nicht triviale Aufgabe dar.
Die gr�o�ere Komplexit�at des anisotropen Falls ist schon daran zu erkennen, da�
auch im von der Sch�adigung unabh�angigen Teil der Modelle Unstimmigkeiten
leicht �ubersehen werden k�onnen. Wohua und Valliappan schlagen in [109]
ein Modell f�ur anisotrope Sch�adigung elastoplastischer Materialien vor, das auf
folgender Flie�funktion beruht:

F (�;D;R) = ~�Kf ~� +K ~� � �1 +R2
eq(R)

�
(3.83)

Hierbei bezeichnet ~� eine e�ektive Spannung, auf deren De�nition hier nicht
n�aher eingegangen werden soll. Die Tensoren Kf und K, welche die Festigkeits-
eigenschaften angeben, werden von den Autoren nur f�ur den ebenen Spannungs-
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und Verzerrungszustand angegeben. Im ebenen Spannungszustand lauten diese
in Voigt-Notation

Kf =

0
@

1
F1t F1c

�1
2F1t F1c

0
�1

2F1t F1c
1

F2t F2c
0

0 0 1
F 2
12

1
A (3.84)

K =
�
F1t�F1c
F1t F1c

F2t�F2c
F2t F2c

0
�T

; (3.85)

wobei F1t; F1c; F2t; F2c; F12 die Zug-, Druck- und Scherfestigkeiten bezeichnen. Es
f�allt auf, da� die quadratische Form ~�Kf ~� nicht invariant gegen die Vertau-
schung der Achsen ist. Bei n�aherer Betrachtung stellt man fest, da� sie sowohl
f�ur (~�1; ~�2; ~�12) = (0; ~�; 0) als auch f�ur (~�; ~�; 0) den Wert ~�2=(F2tF2c) annimmt.
Dies ist o�enbar kein sinnvolles Verhalten f�ur eine Flie�funktion.

Beispiel

Die Konsequenzen der Irreversibilit�ats- und Stabilit�atsbedingungen f�ur nicht-
assoziierte Flie�regeln sollen jetzt an einem Beispiel veranschaulicht werden. Wie
Lemaitre [57] gehen wir von der von-Mises-Flie�funktion aus, in der die Span-
nung durch die e�ektive Spannung ersetzt wird. Um eine gra�sche Darstellung
zu erm�oglichen, betrachten wir nur zwei Hauptspannungen �1 und �2.

F (�1; �2; R;D) =
j�2 � �1j
1�D

� �y � R (3.86)

Die Sch�adigungskraft ist f�ur ein isotropes Material

Y =
1

2

�21 + �22
E (1�D)2

: (3.87)

Die Flie�
�ache ist somit ein Paar paralleler Ebenen und die Mannigfaltigkeit
der durch elastische Deformation erreichbaren Zust�ande ein Paraboloid (siehe
Abb. 3.6).

Die Schnittmenge Z zwischen Flie�
�ache und Mannigfaltigkeit M ist ein Paar
von Parabeln. Senkrecht zur Tangente an Z in einem Punkt B steht die Ebene
E1. In dieser Ebene liegen alle von Ilyushins Postulat erlaubten Richtungen der
dissipativen Fl�usse. Sofern B nicht gerade am Fu� der Parabel liegt (d.h. ein
rein deviatorischer Spannungszustand ist), ist die Ebene E1 nicht parallel zur Y -
Achse. Richtungen der Fl�usse, die die Normalenregel im Spannungsraum erf�ullen,
liegen alle in einer zur Y -Achse parallelen Ebene E2. Die einzige Richtung, die
in beiden Ebenen liegt, ist die Normale an der Flie�
�ache, d.h. die von einer
assoziierten Flie�regel vorgeschriebene Richtung.



3.2. KONSEQUENZEN F�UR DIE SCHADENSMECHANIK 43

Y

σ1

F=0

F=0

B.

M

E

E2

1

σ2

Abbildung 3.6: Flie�
�ache (3.86) und MannigfaltigkeitM (3.87) f�ur das Beispiel

Nicht nur durch die Betrachtung von Punkten A 2 Z aus einer in�nitesimalen
Umgebung von B kann man erkennen, da� eine nicht-assoziierte Flie�regel mit
der gegebenen Flie�
�ache (3.86) das Irreversibilit�ats- und Stabilit�atspostulat ver-
letzt. Auch die Betrachtung weit entfernter Punkte A f�uhrt zu diesem Ergebnis.
Bei einer Parabel �ndet man zu jedem Punkt B auf der Parabel Sekanten mit
beliebig gro�er Steigung. Aus der Bedingung, da� der Vektor B � A mit dem
Vektor der Fl�usse ( _p1; _p2; _D) einen spitzen Winkel bilden mu�, folgt somit _D � 0.
Eine solche Bedingung ist f�ur ein schadensmechanisches Modell nat�urlich nicht
sinnvoll, vielmehr gilt hier _D � 0. Diesen Widerspruch erhalten wir, ohne die An-
nahme einer Normalenregel im Spannungsraum einzubringen. Allerdings ist zur
Betrachtung weit entfernter Punkte A anzumerken, da� die von-Mises-Flie�regel
bei sehr gro�en hydrostatischen Spannungen ohnehin ihre G�ultigkeit verliert.

Dieselbe Bedingung _D � 0 kann man auch durch eine Betrachtung einer in�-
nitesimalen Umgebung von B ableiten. Zun�achst beschr�anken wir uns auf zwei
Dimensionen, wie in Abbildung 3.7 skizziert. Der Vektor der dissipativen Fl�usse
mu� mit den Sekanten B � A1 und B � A2 an der Kurve Z spitze Winkel bil-
den, daher sind die in die schra�erten Halbebenen weisenden Richtungen nicht
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Abbildung 3.7: Schnittmenge Z und zul�assige Richtungen der Fl�usse (2D)

zul�assig. Betrachtet man den Grenzfall, bei dem die Punkte A1 und A2 an den
Punkt B herangeschoben werden, so erh�alt man nicht nur die Bedingung, da� die
Richtung der Fl�usse senkrecht zur Tangente sein mu�, sondern zudem die For-
derung, da� die Richtung vom Kr�ummungsmittelpunkt nach au�en zeigen mu�,
d.h. dem Normalenvektor h entgegengesetzt ist.

In unserem dreidimensionalen Beispiel ist Z eine Raumkurve, und man erh�alt
die Bedingung, da� die Richtung der Fl�usse _xd in der durch die Hauptnormale
h und Binormale5 aufgespannten Halbebene liegt, wobei h _xd � 0. Im Falle der
von-Mises-Flie�funktion (3.86) liegt Z in einer Ebene parallel zur Y -Achse, so
da� die Binormale senkrecht zur Y -Achse ist. Da Z eine in positiver Y -Richtung
ge�o�nete Parabel ist, weist die Halbebene, in der zul�assige Richtungen der Fl�usse
liegen, in Richtung negativer Y -Komponente. Somit ist _D � 0.

Dieses Resultat ist nicht auf unser Beispiel mit einem dreidimensionalen Raum
der dissipativen Kr�afte beschr�ankt. Vielmehr ist es hinreichend, wenn eine Kur-
ve in der Mannigfaltigkeit Z durch den Punkt B verl�auft, deren Tangente und
Hauptnormale eine Ebene parallel zur Y -Achse aufspannen und deren Haupt-
normale in Richtung positiver Y -Komponente zeigt. Bei jeder

"
Mises-�ahnlichen\

Flie�funktion, die nicht von der hydrostatischen Spannung und von der Sch�adi-
gungskraft abh�angt, erf�ullt die Kurve, auf der der Spannungsdeviator konstant
ist und die hydrostatische Spannung sich �andert, diese Bedingung.

5Sei r(s) die Parameterdarstellung einer (di�erenzierbaren) Raumkurve. Dann werden die

Einheitsvektoren in Richtung von @r
@s
, @2r
@s2

und @r
@s
� @2r

@s2
als Tangente, Haupt- und Binormale

bezeichnet.
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Es wurde also gezeigt, da� ein elastoplastisches, isotropes schadensmechanisches
Modell, bei dem die Flie�funktion nicht von der Sch�adigungskraft abh�angt, die
Postulate von Ilyushin und Drucker verletzt, wenn die Flie�funktion �ahnlich der
von-Mises-Flie�funktion ist oder wenn die Normalenregel im Spannungsraum gilt.

Lokale Stabilit�atsbedingung

Die im vorangegangenen Abschnitt untersuchte Variationsungleichung war aus
den Termen erster Ordnung der Postulate von Ilyushin und Drucker abgeleitet
worden. Nun soll die lokale Ungleichung f�ur die Stabilit�at der plastischen Materi-
alantwort, die im Abschnitt 3.1.3 analog zu Druckers Vorgehen aus den Termen
zweiter Ordnung gewonnen wurde, �uberpr�uft werden.

_� _p+ _Y _D � 0 (3.88)

Aus der Wahl einer im Spannungsraum assoziierten Flie�regel folgt, da� der Term
_� _p nicht negativ ist. Die Zeitableitung der Sch�adigung _D ist bei allen isotropen
schadensmechanischen Modellen niemals negativ, jedoch kann _Y durchaus nega-
tive Werte annehmen. Im anisotropen Fall kann der zweite Summand ebenfalls
einen negativen Beitrag liefern.

Die Ungleichung (3.88) hat formal exakt die gleiche Gestalt wie Druckers Un-
gleichung _� _p � 0 im Falle einfacher Plastizit�at ohne Sch�adigung. Die hierf�ur
bekannten Ergebnisse [62, 61] lassen sich somit �ubertragen. Im Falle einer asso-
ziierten Flie�regel ist gew�ahrleistet, das (3.88) erf�ullt wird. Bei nicht-assoziierten
Flie�regeln treten jedoch negative Werte des Produkts aus der Zeitableitung von
dissipativen Zustandsvariablen und Kr�aften auf, wenn die �Anderung der Kraft in
einem Keil zwischen Flie�
�ache und Potential
�ache liegt (Abb. 3.8).

Die Verletzung obiger Ungleichung bedeutet jedoch nicht automatisch eine In-
stabilit�at des globalen Materialverhaltens. Selbst wenn die lokale Instabilit�at der
dissipativen Prozesse nicht durch die Stabilit�at des elastischen Verhaltens kom-
pensiert werden kann, ist eine punktweise Instabilit�at keine hinreichende Bedin-
gung f�ur eine Instabilit�at einer r�aumlich ausgedehnten Struktur [61].

Y -abh�angige Flie�funktion

Nichtassoziierte Flie�regeln von elastoplastischen Modellen mit isotroper Sch�adi-
gung k�onnen nicht das Stabilit�ats- und Irreversibilit�atspostulat erf�ullen, wenn die
Sch�adigungskraft nicht in die Flie�funktion eingeht und wenn die Flie�funktion
auf der von-Mises-Flie�regel basiert oder eine Normalenregel im Spannungsraum
gilt. Unter Verzicht auf die Annahme der Orthogonalit�at im Spannungsraum soll
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Abbildung 3.8: Region m�oglicher Instabilit�at bei nicht-assoziierten Flie�regeln

nun ein Beispiel gezeigt werden, wie ein Modell mit Y -abh�angiger Flie�funkti-
on aussehen kann, das zwar das Stabilit�atspostulat, aber nicht das Prinzip der
maximalen Dissipation erf�ullt.

Hierzu gehen wir wieder von dem einfachen Beispiel aus, verwenden jedoch statt
der Flie�funktion (3.86) eine Y -abh�angige Flie�
�ache:

F (�; R;D) =
j�2 � �1j
(1�D)

� �y � R + b Y (3.89)

Als einfachster Fall einer solchen Abh�angigkeit wurde hier ein linearer Term
gew�ahlt, wobei b eine positive Konstante ist.6 Anstatt der zwei parallelen Ebenen
erh�alt man dadurch einen aus zwei Halbebenen gebildeten Keil (Abb. 3.9).

Die Schnittmenge Z von Flie�
�ache und Mannigfaltigkeit M ist weiterhin ein
Paar von Parabeln, die allerdings oben an der Spitze des Keils abgeschnitten
sind. Wiederum gilt, da� die von Ilyushins Postulat zugelassenen Richtungen der
Fl�usse in einer Ebene E liegen, die senkrecht auf der Tangente von Z im betrach-
teten Punkt B auf der Flie�
�ache steht (Abb. 3.9 unten). Die Ber�ucksichtigung
der Kr�ummung der Kurve Z liefert die zus�atzliche Restriktion, da� die zul�assigen
Richtungen unterhalb der Binormalen an Z liegen m�ussen, welche identisch mit
der durch die Normalenregel der maximalen Dissipation festgelegten Richtung
n ist. Zudem ergibt die Betrachtung von Punkten A im Innern von M , da� die
Richtungen nach au�en gerichtet sein m�ussen. Verlangt man ferner aus physika-
lischen Gr�unden, da� _D � 0 ist, bleiben schlie�lich die Richtungen zwischen n
und m �ubrig.

6Dieser Ansatz wird sp�ater auch in der einfachsten Form des neuen maximal dissipativen
schadensmechanischen Modells verwendet (Abschnitt 4.3).
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Abbildung 3.9: Modell mit von Y abh�angiger Flie�
�ache
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�Ubertr�agt man diese geometrisch formulierten Bedingungen auf die Entwicklungs-
gleichungen, so erhalten diese die folgende Gestalt.

_D = � (1� �) b wobei 0 � � < 1

_p2 � _p1 = �
sign(�2 � �1)

1�D

�
1 + � b2 (1�D)2

�
_p2 + _p1 = ��E (�1 + �2)

sign(�2 � �1) + b2 (1�D)2

2 (1�D)2 + b E j�2 � �1j (1�D)
(3.90)

Die Konstante � ist hierbei ein zwischen 0 und 1 w�ahlbarer Parameter, der an-
gibt, wie stark die Geschwindigkeit der Sch�adigung im Vergleich zur assoziierten
Flie�regel verringert ist.

Konstruktion nicht-assoziierter Modelle

Im Fall elastoplastischer schadensmechanischer Modelle legen die Postulate von
Ilyushin und Drucker den Richtungen der dissipativen Fl�usse geringere Ein-
schr�ankungen auf als das Prinzip der maximalen Dissipation, welches die Or-
thogonalit�at zur Flie�
�ache fordert. Nachdem im vorangegangenen Abschnitt ein
spezielles Modell konstruiert wurde, das zwar Ilyushins Bedingung, nicht aber
die Normalenregel erf�ullt, stellt sich nun die Frage nach der praktischen Bedeu-
tung solcher Modelle. Hierbei ist entscheidend, wie viel mehr M�oglichkeiten zur
Gestaltung des Modells Ilyushins Bedingung zul�a�t als die maximale Dissipation
und wie auf diesen Postulaten basierende Modelle systematisch formuliert werden
k�onnen.

Bei der Evolutionsgleichung (3.90) f�allt auf, da� f�ur � > 0 durch die plastische
Verformung eine Volumen�anderung auftritt. In der Regel ist dies bei elastopla-
stischen Modellen unerw�unscht. Dies macht deutlich, da� die Freiheit bei der
Wahl von Evolutionsgleichungen, die Ilyushins Bedingung gen�ugen, nicht sehr
gro� ist. Bei einem Modell mit einer an die elastische Dehnung gekoppelten ska-
laren inneren Variable erhalten wir einen zus�atzlichen Freiheitsgrad gegen�uber
der Normalenregel. Ein solches Modell ist durch die Wahl der Flie�funktion und
einer zus�atzlichen Bedingung vollst�andig bestimmt (oder sogar �uberbestimmt).
Stellt man an das Modell eine Bedingung wie die Volumenerhaltung und geht von
einer Flie�funktion aus, bei der die assoziierte Flie�regel diese Restriktion erf�ullt,
so verst�o�t i.Allg. jede nicht-assoziierte Flie�regel gegen diese Bedingung. Bei
Modellen mit mehr inneren Variablen, wie z.B. anisotroper Sch�adigung, l�a�t die
Irreversibilit�ats- bzw. Stabilit�atsbedingung entsprechend mehr Freiheitsgrade bei
der Wahl der Entwicklungsgleichungen. Dennoch ist die systematische und phy-
sikalisch motivierte Formulierung eines stabilen, nicht-assoziierten, anisotropen
Sch�adigungsmodells eine noch schwierigere Aufgabe.
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Jedes geschwindigkeitsunabh�angige7 Modell, das das Prinzip der maximalen Dis-
sipation erf�ullt, kann durch die Wahl einer Flie�
�ache, die den elastischen Bereich
begrenzt, konstruiert werden. Es ist relativ einfach, physikalische Bedingungen
wie die Volumenerhaltung bei plastischer Verformung in der Konstruktion der
Flie�funktion zu ber�ucksichtigen. Im Gegensatz dazu scheint es keine allgemeine,
systematische Methode zu geben, um ein Modell zu formulieren, das a priori das
Postulat von Ilyushin oder Drucker sowie weitere Nebenbedingungen erf�ullt. Das
einfachste Verfahren zur Konstruktion eines solchen Modells ist die Formulierung
eines maximal dissipativen Modells. Die maximale Dissipation ist zwar eine et-
was sch�arfere Bedingung als die aus der Betrachtung der Terme erster Ordnung
in Ilyushins oder Druckers Postulat folgende Ungleichung (3.7), aber daf�ur ist
sie auch erheblich leichter zu begreifen und umzusetzen. Es kann derzeit noch
nicht entschieden werden, ob es Materialien gibt, die ein Modell ben�otigen, das
Druckers Stabilit�atsbedingung aber nicht das Prinzip der maximalen Dissipation
erf�ullen.

3.3 Zusammenfassung

Um ein elastoplastisches Materialmodell zu formulieren, dessen Evolutionsglei-
chungen nicht willk�urlich gew�ahlt werden, sondern das von einer allgemeinen
physikalischen Annahme ausgeht, bieten sich drei Postulate an. Das Irreversibi-
lit�atspostulat von Ilyushin, die Stabilit�atsbedingung von Drucker und das Prin-
zip der maximalen Dissipation, das auch in anderen Bereichen angewendet wird,
f�uhren bei einfachen elastoplastischen Modellen zu einer assoziierten Normalen-
regel im Spannungsraum.

Die Beziehung zwischen diesen Postulaten wurde in dieser Arbeit erstmalig f�ur
komplexere Modelle untersucht. Bei Modellen mit zus�atzlichen inneren Variablen
liefern die Postulate von Ilyushin und Drucker weiterhin eine Restriktion f�ur die
Richtung der dissipativen Fl�usse, unterscheiden sich jedoch vom Prinzip der ma-
ximalen Dissipation (Abb. 3.10). Es seien mit r die von der elastischen Dehnung
entkoppelten und mit s die gekoppelten inneren Variablen bezeichnet, d.h.

@f

@r @e
= 0 6= @f

@s @e
; (3.91)

und mit R und S die konjugierten Kr�afte. Dann fordert das Prinzip der maxi-
malen Dissipation die Normalenregel im Raum aller dissipativen Kr�afte Xd =
(�;�S:�R). Anders ausgedr�uckt verlangt das Postulat, da� f�ur einen gegebenen

7Maximal dissipative Modelle, die nicht invariant gegen�uber einer Reskalierung der Zeitachse
sind, k�onnen durch die Wahl der Dissipationsfunktion de�niert werden, die weniger anschaulich
als die Flie�funktion ist.
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Zustand Xd
B auf der Flie�
�ache der Vektor der Fl�usse ( _p; _s; _r) mit der Di�erenz

aus Xd
B und jeder dissipativen KraftXd

A 2 K im Innern des elastischen Bereichs
K einen spitzen Winkel bilden mu�:

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s� (RB �RA) _r � 0 8A 2 K (3.92)

Aus den Postulaten von Ilyushin und Drucker folgt eine �ahnliche Ungleichung,
die allerdings die ungekoppelten Variablen r nicht ber�ucksichtigt:

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s � 0 8A 2M � K (3.93)

Hier m�ussen die Fl�usse ( _p; _s) mit den Di�erenzen der Kr�afte (�B;�SB) und
(�A;�SA) nur f�ur solche Zust�ande A einen spitzen Winkel bilden, die auf einer
gewissen Mannigfaltigkeit M im elastischen Bereich K liegen. Diese Mannig-
faltigkeit besteht aus den Zust�anden, die von B durch elastische Deformation
erreichbar sind.

Somit stellt die maximale Dissipation eine strengere Bedingung dar. Sie erscheint
in der Darstellung durch die Variationsungleichung jedoch als eine nat�urliche
Erweiterung der Bedingungen von Ilyushin und Drucker.

Das Irreversibilit�ats- und Stabilit�atspostulat unterscheiden sich dadurch, da�
Druckers Postulat eine sch�arfere lokale Stabilit�atsbedingung impliziert. F�ur Mo-
delle mit inneren Variablen erhalten wir die verallgemeinerte Bedingung

_� _p� _S _s � 0 : (3.94)

Bei schadensmechanischen Modellen elastischer Materialien implizieren alle drei
Postulate eine Normalenregel im Raum der Sch�adigungskraft Y . Wird die Pla-
stizit�at ins schadensmechanische Modell einbezogen, so verlangen die Postulate
von Ilyushin und Drucker weder eine Normalenregel im Spannungsraum noch im
Raum der Sch�adigungskraft.

�Ubliche nicht-assoziierte, elastoplastische schadensmechanische Modelle verletzen
das Irreversibilit�ats- und Stabilit�atspostulat. Falls die Flie�funktion nicht von
der Sch�adigungskraft abh�angt, kann Ilyushins Bedingung nicht erf�ullt werden,
wenn die Flie�
�ache der von-Mises-Bedingung �ahnelt oder eine Normalenregel
im Spannungsraum gilt.

Es ist m�oglich, Modelle zu formulieren, die zwar das Stabilit�atspostulat, aber
nicht das Prinzip der maximalen Dissipation erf�ullen. Diese nicht-assoziierten
Modelle lassen einerseits nicht viel mehr Freiheit bei der Gestaltung der Entwick-
lungsgleichungen als die maximale Dissipation, sind andererseits aber deutlich
schwieriger zu konstruieren. Falls keine speziellen Gr�unde f�ur eine im Raum der
dissipativen Kr�afte nicht-assoziierte Flie�regel vorliegen, ist daher einer Modell-
bildung auf Basis des Prinzips der maximalen Dissipation der Vorzug zu geben.
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Ilyushin

Drucker

max. Dis-
sipation

=)=)
=)=)
()

_� _p� _S _s � � _pC _p

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s � 0 8A 2 M � K (*)

_� _p� _S _s � 0

(�B � �A) _p� (SB � SA) _s� (RB �RA) _r � 0 8A 2 K

Fall Beispiel Beziehung der Postulate

keine Kopplung s = 0 einfache Plastizit�at max. Dissipation , (*)
keine Plastizit�at p = 0 elast. Sch�adigung max. Dissipation , (*)

allgemeiner Fall elastoplast. Sch�adigung max. Dissipation ) (*)

Abbildung 3.10: �Uberblick �uber die Beziehung zwischen den Irreversibilit�ats- und
Stabilit�atspostulaten und dem Prinzip der maximalen Dissipation
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Kapitel 4

Ein neues schadensmechanisches

Modell

In diesem Kapitel soll ein neues Modell f�ur elastoplastische Materialien mit iso-
troper Sch�adigung vorgestellt werden. Das Modell basiert auf dem Prinzip der
maximalen Dissipation und erf�ullt die Postulate von Ilyushin und Drucker. Um
die Wahl der Entwicklungsgleichungen zu begr�unden, werden zun�achst einige Mo-
delle aus der Literatur systematisch zusammengestellt und kritisch diskutiert.
Anschlie�end soll der Ansatz des neuen Modells erl�autert werden. Eine stark ver-
einfachte Modellvariante wird dargestellt. Bei diesem vereinfachten Modell kann
die Anzahl der Zustandsvariablen reduziert werden. Schlie�lich wird das Modell
in eine schwache Formulierung �uberf�uhrt.

4.1 Entwicklungsgleichungen schadensmechani-

scher Modelle

Wie bereits im Abschnitt 2.2.2 erw�ahnt wurde, bieten sich bei der Wahl der Evo-
lutionsgleichungen f�ur ein schadensmechanisches Modell zwei grunds�atzliche Al-
ternativen an. Eine M�oglichkeit ist die bruchmechanische Modellierung eines ein-
zelnen Risses auf der Mikroebene [14, 56, 108]. Die bruchmechanischen Entwick-
lungsgleichungen m�ussen dann auf die Ebene des schadensmechanischen Konti-
nuumsmodells �ubertragen werden. Der andere Ansatz beschr�ankt sich auf eine
ph�anomenologische Betrachtung auf der Ebene des Kontinuums. Diese Herange-
hensweise wird gerade bei Modellen f�ur elastoplastische Materialien bevorzugt, da
hier von den ph�anomenologischen Modellen der Plastizit�at ausgegangen werden
kann.

53
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Erweitert man ein �ubliches elastoplastisches Materialmodell, um die Sch�adigung
zu erfassen, so kann man zu assoziierten oder nicht-assoziierten Flie�regeln ge-
langen. Die assoziierten Flie�regeln lassen sich wiederum aufgrund der Form der
Flie�
�ache in zwei Klassen unterteilen. Diese M�oglichkeiten zur Erweiterung ela-
stoplastischer Materialmodelle und ihre Umsetzung in bereits publizierten Arbei-
ten sollen in den n�achsten drei Abschnitten diskutiert werden.

4.1.1 Nicht-assoziierte Flie�regeln

Als Beispiele f�ur nicht-assoziierte Flie�regeln in schadensmechanischen Modellen
sind die Arbeiten von Lemaitre [57], Bonora und Newatz [9], Saanouni,
Forster und Hatira [87] sowie Wohua und Valliappan [109] zu nennen.
Diesen Modellen ist gemeinsam, da� sie von einem elastoplastischen Modell mit
assoziierter Flie�regel ausgehen. Die Flie�funktion wird durch die Sch�adigungs-
variableD modi�ziert, bleibt jedoch unabh�angig von der Sch�adigungskraft Y . In
das plastische Potential, welches die Richtung der dissipativen Fl�usse bestimmt,
wird jedoch zur Flie�funktion ein Term hinzugef�ugt, der von der Sch�adigungskraft
abh�angt. Somit erh�alt man eine Flie�regel, die weiterhin im Raum der Spannun-
gen eine Normalenregel erf�ullt, nicht jedoch im Raum aller dissipativen Kr�afte.

Im Abschnitt 3.2.3 wurde diese Klasse von Modellen genauer beschrieben und
in Bezug auf die Bedingungen von Ilyushin und Drucker untersucht. Es wur-
de gezeigt, da� diese Modelle sowohl das Irreversibilit�atspostulat als auch das
Stabilit�atspostulat sowie das Prinzip der maximalen Dissipation verletzen.

Ein Nachteil nicht-assoziierter Flie�regeln f�ur die numerische L�osung von Rand-
wertproblemen besteht darin, da� eine asymmetrische tangentielle Stei�gkeits-
matrix auftritt (siehe Abschnitt 4.3.2).

4.1.2 Assoziierte Flie�regeln

Modelle, die eine Normalenregel im Raum aller dissipativen Kr�afte verwenden,
erf�ullen das Postulat der maximalen Dissipation. Ein solches Modell kann man
konstruieren, indem man die elastoplastische Flie�funktion um einen Y -abh�angi-
gen Term erg�anzt und die Sch�adigungsvariable als Parameter eingehen l�a�t. So-
mit erh�alt man eine Flie�
�ache im Raum aller dissipativen Kr�afte. Eine andere
M�oglichkeit ist die De�nition von zwei Flie�funktionen, von denen eine die plasti-
sche Flie�grenze im Raum der Spannungen (und Verfestigungskraft) beschreibt,
w�ahrend die andere eine Sch�adigungs
�ache im Raum der Sch�adigungskraft de�-
niert. Dieser Spezialfall soll erst im n�achsten Unterkapitel betrachtet werden.

In diesem Abschnitt sollen drei Modelle aus der Literatur untersucht werden,
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die das Prinzip der maximalen Dissipation zu erf�ullen scheinen. Es kann jedoch
gezeigt werden, da� zwei dieser Modelle das Postulat nicht umsetzen und das
Dritte einen Fehler bei der Berechnung der Flie�funktion macht.

Das Modell von Shin, Nho und Yim

Shin, Nho und Yim schlagen ein elastoplastisches Modell vor, das isotrope und
kinematische Verfestigung sowie anisotrope Sch�adigung ber�ucksichtigt [92]. Zu-
standsvariablen sind hier die elastische und plastische Dehnung e;p, die kinema-
tische Dehnung �, eine Variable r f�ur die isotrope Verfestigung und der Sch�adi-
gungstensor D. Die konjugierten thermodynamischen Kr�afte werden mit �, Z,
R und �Y bezeichnet.

Die Flie�funktion wird aus einem plastischen Anteil und einem Sch�adigungsterm
zusammengesetzt. Zur Bestimmung der dissipativen Fl�usse wird formal eine as-
soziierte Flie�regel verwendet:

F (�;Z; R;Y ) = Fp(�;Z; R) + Fd(Y ) (4.1)

( _p; _�; _r) = �
@F

@ (�;�Z;�R) (4.2)

= �
@Fp

@ (�;�Z;�R) (4.3)

_D = �
@F

@Y
= �

@Fd
@Y

(4.4)

F � 0; � _F � 0; � � 0 (4.5)

Bei Gleichung (4.3) geht die Separation der Flie�funktion ein, d.h. die Voraus-
setzung, da� der Sch�adigungsterm Fd nicht von der Spannung abh�angt. Diese
Annahme wird jedoch durch den von Shin, Nho und Yim gew�ahlten Ansatz ver-
letzt:

Fd(Y ) = FD(e;D)QY (4.6)

Die skalare Funktion FD soll alle Nicht-Linearit�aten der Sch�adigungsentwick-
lung durch eine Abh�angigkeit von den Zustandsvariablen beinhalten, w�ahrend
Fd nur linear von der Sch�adigungskraft Y abh�angt. Durch den Tensor Q wird
die Anisotropie der Sch�adigungsentwicklung in die Evolutionsgleichungen einge-
bracht. Dieser Tensor soll von den Hauptrichtungen des Tensors der e�ektiven
Spannung ~� abh�angen. Hierdurch ist jedoch i.Allg. Fd eine Funktion sowohl der
Sch�adigungskraft als auch der Spannung. Diese Abh�angigkeit wurde in den Ent-
wicklungsgleichungen nicht ber�ucksichtigt, so da� das Postulat der maximalen
Dissipation durch dieses Modell nicht erf�ullt wird.
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Das Modell von Laborde und Michrafy

Eine Erweiterung des Konzepts der Normalenregel bei elastoplastischen Materia-
lien wird von Laborde undMichrafy formuliert und f�ur schadensmechanische
Modelle eingesetzt [52]. Als Zustandsvariablen werden zun�achst recht allgemein
elastische und plastische Dehnung sowie innere Variablen � verwendet.

Die Flie�funktion F (�; �) wird nicht in Abh�angigkeit von den dissipativen Kr�af-
ten, sondern als Funktion der Spannung und der inneren Zustandsvariablen de�-
niert. Die Evolutionsgleichungen haben die Gestalt einer Normalenregel:

_p = �
@F

@�
(4.7)

�M(�; �) _� = �
@F

@�
(4.8)

Der TensorM , der von Spannung und inneren Variablen abh�angen darf, soll bei
dieser Flie�regel die Erweiterung gegen�uber der gew�ohnlichen assoziierten Flie�-
regel darstellen. W�ahrend bei der maximalen Dissipation die dissipativen Fl�usse
( _p; _�) senkrecht auf der Flie�
�ache stehen, wird hier eine Orthogonalit�atsbedin-
gung f�ur ( _p;M(�; �) _�) formuliert.

Laborde und Michrafy weisen jedoch nicht darauf hin, da� sich ihre Norma-
lenregel auf einen anderen Raum bezieht als die Normalenregel der maximalen
Dissipation. Eine Grundidee der Thermodynamik von Prozessen nahe am Gleich-
gewicht besteht in der Annahme, da� die konjugierten Variablen die treibenden
Kr�afte f�ur die dissipativen Prozesse sind. Dem entsprechend ergibt das Prinzip
der maximalen Dissipation f�ur zeitunabh�angige Vorg�ange eine Normalenregel im
Raum der dissipativen Kr�afte (�;��). In der Entwicklungsgleichung (4.8) hin-
gegen wird eine Orthogonalit�at an der Flie�
�ache im Raum von Spannung � und
inneren Variablen � gefordert. Somit stellt dieser Ansatz keine Verallgemeine-
rung der maximalen Dissipation dar. Selbst f�ur M = 1 erf�ullt die Modellklasse
von Laborde und Michrafy nicht notwendigerweise das Prinzip der maximalen
Dissipation.

Das Modell von Zysset und Curnier

Zysset und Curnier w�ahlen einen Ansatz f�ur das Dissipationspotential 	 (sie-
he Abschnitt 2.1.1), aus welchem die Flie�funktion und nachfolgend die Entwick-
lungsgleichungen abgeleitet werden [114]. Als Zustandsvariablen werden Gesamt-
dehnung ", plastische Dehnung p und eine Variable �, die sowohl Verfestigung
als auch Sch�adigung beschreibt, verwendet. Die zu � konjugierte Kraft sei mit
�A bezeichnet.
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Unter der Annahme, da� die Sch�adigung nur einen Teil des Stei�gkeitstensors
C betri�t, wird dieser in zwei orthogonale Anteile zerlegt. Eine entsprechende
Zerlegung wird auch f�ur den Nachgiebigkeitstensor E durchgef�uhrt.

C = �C +C 0; �CC 0 = 0; E = �E +E0 (4.9)

Die freie Energie erh�alt die folgende Gestalt:

f(";p; �) =
1

2
("� p) �C ("� p) + 1

2
!(�) ("� p) �C ("� p) + f�(�) (4.10)

Hierbei ist ! eine positive, zweimal stetig di�erenzierbare, monoton fallende Funk-
tion mit !(0) = 1. Die Verfestigungsenergie f� sei eine konvexe, zweimal stetig
di�erenzierbare Funktion.

Das Dissipationspotential setzt sich additiv aus einem plastischen und einem
Sch�adigungs-/Verfestigungs-Term zusammen.

	( _p; _�) = 	p( _p) + 	�( _�) (4.11)

	p( _p) =
�
�y + g(�)

�p
pC 0 p (4.12)

	�( _�) =
�
h(�)� g(�)

�
_� + I[0;1)( _�) (4.13)

�y bezeichnet die Flie�grenze. g ist eine positive, stetig di�erenzierbare Verfe-
stigungsfunktion mit g(0) = 0, I[0;1) die Indikatorfunktion des Intervalls [0;1),
und h wird de�niert durch

h(�) = ��2y
!0(�)

2!2(�)
: (4.14)

Berechnet man die Legendre-Fenchel-Transformierte des Dissipationspotentials,
so erh�alt man die Indikatorfunktion einer konvexen Menge K, die den elastischen
Bereich darstellt.

	? = IK(�; A) (4.15)

= IKp
(�) + IKD

(A) (4.16)

K =
n
(�; A)

�� p�E0 � � �y � g(�) � 0 ^ A� h(�) + g(�) � 0
o

(4.17)

Kp =
n
�
�� p�E0 � � �y � g(�) � 0

o
(4.18)

KD =
�
A
�� A� h(�) + g(�) � 0

	
(4.19)

Die Flie�funktion F mu� nun die Eigenschaft haben, da� F im Innern von K
negativ und auf dem Rand Null ist.

Zysset und Curnier geben jedoch folgende Flie�funktion an:

F (�; A) =
p
�E0 � + A� h(�)� �y (4.20)
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Diese Flie�funktion beschreibt nicht obige Menge K, sondern eine Menge

KF =
n
(�; A)

�� p�E0 � + A� h(�)� �y � 0
o

(4.21)

� K : (4.22)

Der Unterschied zwischen den beiden Mengen ist am einfachsten zu erkennen,
wenn man die Vergleichsdehnung (�E0 �)1=2 und A als Variablen betrachtet
(Abb. 4.1). In dieser Darstellung ist K ein Rechteck, w�ahrend die Flie�funktion
ein Dreieck KF beschreibt, das dieses Rechteck enth�alt.

K F=0

A

σ σ    E’

Abbildung 4.1: Flie�funktion beim Modell von Zysset und Curnier

4.1.3 Orthogonale Potential
�achen

Der Ansatz von Zysset und Curnier, der durch ihre Flie�funktion allerdings
nicht korrekt umgesetzt wurde, ist ein erstes Beispiel f�ur die Klasse von Modellen,
die durch den Begri�

"
orthogonale Potential
�achen\ charakterisiert werden kann.

Zu diesem Spezialfall assoziierter Flie�regeln gelangt man, wenn man wie in (4.11)
eine additive Zerlegung des Dissipationspotentials1 vornimmt:

	( _p; _r; _D; _z) = 	p( _p; _r) + 	D( _D; _z) (4.23)

Hierbei bezeichnet r Verfestigungsvariablen und z ggf. weitere innere Variablen
im Zusammenhang mit der Sch�adigung.

Diese Annahme ist als eine weitgehende Entkopplung von Plastizit�at und Sch�adi-
gung zu verstehen. Da die Zustandsvariablen auch in das Potential eingehen
d�urfen, sind die beiden Prozesse dennoch nicht vollst�andig unabh�angig.

1Das Dissipationspotential 	 (2.33) ist bei den hier betrachteten zeitunabh�angigen Modellen
gleich der Dissipationsfunktion D.
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Ein Dissipationspotential von dieser Gestalt hat eine Legendre-Fenchel-Trans-
formierte, die wie in (4.16) als Summe zweier Indikatorfunktionen bzgl. der pla-
stischen und Sch�adigungsvariablen dargestellt werden kann:

	?(�;R;Y ;Z) = IK(�;R;Y ;Z) = IKp
(�;R) + IKD

(Y ;Z) (4.24)

Damit ist der elastische Bereich K durch eine Bedingung an die Spannung �
(und Verfestigung r) sowie eine unabh�angige Bedingung an die Sch�adigungskraft
Y (und Z) festgelegt. Die Flie�
�ache setzt sich also aus Bereichen, in denen
die elastoplastischen Kr�afte (�;R) konstant sind, und aus Abschnitten konstan-
ter schadensmechanischer Kr�afte (Y ;Z) zusammen. In der Abbildung 4.1 zum
Modell von Zysset und Curnier ist der elastische Bereich daher ein Rechteck.

Da diese Bereiche der Flie�
�ache senkrecht aufeinander stehen, kann man das
Modell auch mit zwei unabh�angigen, orthogonalen Flie�
�achen und zwei Nor-
malenregeln formulieren. Hierzu bestimmt man zu Kp und KD Flie�funktionen
Fp(�;R) und FD(Y ;Z) und setzt

_p = �p
@Fp
@�

; _r = �p
@Fp

@(�R)
(4.25)

_D = �D
@FD
@Y

; _z = �D
@FD
@(�Z) (4.26)

Fp � 0; �p _Fp � 0; �p � 0 (4.27)

FD � 0; �D _FD � 0; �D � 0 : (4.28)

Die beiden Multiplikatoren �p und �D sind (unabh�angig) aus ihren jeweiligen
Konsistenzbedingungen zu ermitteln. Daher kann in einem solchen Modell auch
Plastizit�at ohne Sch�adigung oder Sch�adigung ohne Plastizit�at auftreten.

In dieser Darstellung mittels zweier Potential
�achen, die Flie�- und Sch�adigungs-

�ache genannt werden, werden Modelle dieser Art gew�ohnlich formuliert. Aktuelle
Beispiele �ndet man beiHansen und Schreyer [44], Zhu und Cescetto [111],
Fang, Chow und Yang [35],Murakami, Hayakawa und Liu [71] sowie Voy-
iadjis und Park [104]. Auch Sch�adigungsmodelle f�ur viskoplastische Materialien
wurden in �ahnlicher Weise realisiert (z.B. Chaboche [23]).

Wie oben gezeigt wurde, k�onnen wir diese Modelle als Modelle mit maximaler
Dissipation und einer speziellen Gestalt der Flie�
�ache ansehen. Aus dem Prinzip
der maximalen Dissipation folgen bei der speziellen Flie�
�ache die Entwicklungs-
gleichungen (4.25) bis (4.28) f�ur alle diejenigen Zust�ande, bei denen entweder
nur Plastizit�at oder nur Sch�adigung auftritt. Bei einem Zustand, der auf bei-
den Potential
�achen Fp = 0 und FD = 0 liegt, ist die Richtung der dissipativen
Fl�usse durch die maximale Dissipation nicht eindeutig bestimmt. Bei Abbildung
4.1 w�are ein solcher Zustand in der Ecke des Rechtecks, wo keine eindeutige
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Normale existiert. In diesen Ecken w�ahlen die Modelle mit zwei Potential
�achen
eine bestimmte Richtung der dissipativen Fl�usse, die vom Prinzip der maximalen
Dissipation zugelassen wird.

4.2 Ansatz des Modells

Nachdem verschiedene M�oglichkeiten zur Konstruktion der Evolutionsgleichun-
gen elastoplastischer schadensmechanischer Modelle vorgestellt und einige kon-
krete Modelle diskutiert wurden, soll nun der allgemeine Ansatz f�ur das neue
schadensmechanische Modell formuliert werden.

4.2.1 Thermomechanischer Rahmen des Modells

Maximale Dissipation

Das Modell strebt keine mikromechanische Simulation der Sch�adigungsprozes-
se an, sondern stellt eine thermomechanische Beschreibung auf makroskopischer
Ebene dar. Bei einem solchen ph�anomenologischen Modell besteht eine sehr gro�e
Freiheit bei der Wahl der Entwicklungsgleichungen. Die in der Regel sehr be-
schr�ankten experimentellen Daten k�onnen durch viele unterschiedliche Ans�atze
erfa�t werden. Um weniger willk�urlich vorzugehen, soll das Modell auf der Basis
eines allgemeinen thermomechanischen Postulats aufgebaut werden.

F�ur elastoplastische Materialien bieten sich hierzu das Irreversibilit�atspostulat
von Ilyushin, das Stabilit�atspostulat von Drucker und das Prinzip der maxima-
len Dissipation an. Diese Bedingungen wurden im Kapitel 3 untersucht, wobei
insbesondere auf die Anwendung auf die Schadensmechanik eingegangen wur-
de. In Modellen ohne Sch�adigung fordern alle drei Postulate eine Normalenregel
als Evolutionsgleichung. Bei elastoplastischen Modellen mit Sch�adigung stellen
die Bedingungen von Ilyushin und Drucker eine schw�achere Restriktion an die
Richtung der dissipativen Fl�usse als das Prinzip der maximalen Dissipation. Die-
se Restriktion hat jedoch eine sehr �ahnliche Gestalt wie die aus der maximalen
Dissipation folgende Normalenregel und l�a�t nicht viel mehr Freiraum bei der Mo-
dellbildung. Zudem sind Modelle, die den Postulaten von Ilyushin und Drucker
gen�ugen, erheblich schwieriger zu konstruieren, wenn man kein maximal dissipa-
tives Modell w�ahlen m�ochte. Ein praktischer Vorteil von Modellen mit Normalen-
regel bei der mathematischen Behandlung und numerischen Umsetzung ist, da�
die tangentiale Stei�gkeitsmatrix symmetrisch ist.

Aus diesem Grund soll das neue Modell von dem Prinzip der maximalen Dissipa-
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tion ausgehen, also eine assoziierte Flie�regel besitzen. Wenn ein solches Modell
in der Lage ist, die experimentellen Ergebnisse befriedigend wiederzugeben, ist
es gegen�uber Ans�atzen mit nicht-assoziierten Flie�regeln zu bevorzugen. Nicht-
assoziierte Modelle in der �ublichen Form k�amen auch dann nicht in Frage, wenn
nur das Postulat von Ilyushin vorausgesetzt w�urde (Abschnitt 3.2.3).

Einfache Flie�
�ache oder orthogonale Potential
�achen

Mit einer assoziierten Flie�regel hat man bei der Wahl der Flie�funktion zwei
grunds�atzlich verschiedene M�oglichkeiten. Entweder variiert die Flie�funktion
�uberall mit der Spannung und der Sch�adigungskraft, so da� plastische Verfor-
mung und Sch�adigung immer gemeinsam auftreten, oder man w�ahlt orthogonale
Potential
�achen f�ur Plastizit�at und Sch�adigung, so da� die Prozesse weitgehend
entkoppelt sind (Abschnitt 4.1.3). F�ur Modelle mit orthogonalen Potential
�achen
�ndet man in der Literatur mehrere Beispiele (Abschnitt 4.1.3), w�ahrend noch
keine konsistenten Modelle mit starker Kopplung entwickelt wurden (Abschnitt
4.1.2). Bislang ist noch nicht entschieden, welcher Weg zu einer besseren Beschrei-
bung der physikalischen Vorg�ange f�uhrt.

Wenn duktile Materialien stark plastisch deformiert werden, hat die plastische
Verformung h�au�g einen gro�en Ein
u� auf die Sch�adigung und umgekehrt. Zum
Beispiel f�uhrt die plastische Verformung eines Polykristalls mit Einschl�ussen zur
Bildung von Rissen an der Grenz
�ache zwischen Einschl�ussen und Matrix. Mi-
krorisse und Poren k�onnen andererseits durch ihr Spannungsfeld und die inneren
Ober
�achen, die als Versetzungsquellen und Senken wirken, die plastische Ver-
formung beein
ussen. Murakami, Hayakawa und Liu haben das Einsetzen
der Sch�adigung bei plastischer Verformung durch Messung der akustischen Emis-
sionen beobachtet. Bei reiner Torsion { in diesem Fall sollte die mit Plastizit�at
gekoppelte Sch�adigung der dominante Mechanismus sein { begannen plastische
Verformung und Sch�adigung bei der gleichen Spannung. Diese Argumente spre-
chen daf�ur, da� die starke Kopplung von Plastizit�at und Sch�adigung durch ein
einziges Potential die angemessene Beschreibung f�ur solche Materialien und Be-
lastungen sein k�onnte, bei denen die Sch�adigung gemeinsam mit einer starken
plastischen Deformation auftritt.

Andererseits kann ein gekoppeltes Modell o�ensichtlich nicht alle Lastf�alle richtig
wiedergeben. Bei rein hydrostatischer Zugbelastung tritt sicherlich eine Sch�adi-
gung auf, ehe die plastische Verformung einsetzen kann. In solchen F�allen scheint
eine Beschreibung durch zwei orthogonale Potential
�achen passender zu sein.

In dem neuen Modell wird eine einfache, glatte Flie�
�ache verwendet, um ei-
ne starke Kopplung zwischen Plastizit�at und Sch�adigung simulieren zu k�onnen.
Das Modell ist daher nat�urlich nur f�ur solche Materialien und Versagensprozesse
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sinnvoll, bei denen die plastische Verformung eine wesentliche Rolle spielt. Im
Abschnitt 4.2.4 werden zwei M�oglichkeiten genannt werden, um das Modell zu
modi�zieren bzw. zu erweitern, so da� z.B. auch der Grenzfall hydrostatischer
Spannung erfa�t wird.

4.2.2 Wahl der Zustandsvariablen

Da nicht die vielf�altigen M�oglichkeiten der De�nition einer anisotropen Sch�adi-
gung, sondern die Modellentwicklung auf Basis thermomechanischer Postulate
einen Schwerpunkt dieser Arbeit bildet, soll das Modell auf isotrope Sch�adigung
beschr�ankt werden. Dadurch lassen sich die wesentlichen Eigenschaften des Mo-
dells leichter erkennen, ohne da� sie in den komplexen Problemen anisotroper
Modelle untergehen, und die praktische Brauchbarkeit des Ansatzes kann einfa-
cher qualitativ �uberpr�uft werden, als wenn eine Vielzahl von Parametern eines
anisotropen Modells an die Me�werte angepa�t werden mu�. Aus dem gleichen
Grund wird auch die Plastizit�at relativ einfach beschrieben und nur isotrope Ver-
festigung ber�ucksichtigt.

Die Zustandsvariablen setzen sich somit zusammen aus der elastischen Dehnung
e, der plastischen Dehnung p, einer Variablen r f�ur die isotrope Verfestigung und
der skalaren Sch�adigungsvariable D. Die Sch�adigung ist hierbei als der relative
Verlust an Stei�gkeit de�niert.

4.2.3 Wahl der freien Energie und der Flie�funktion

Als Konstitutivgleichung f�ur die lineare Elastizit�at mit Sch�adigung wird die bei
isotroper Sch�adigung �ubliche Gleichung (2.63) verwendet. Zur hieraus folgenden
elastischen Energie tritt in der spezi�schen freien Energie die Verfestigungsenergie
hinzu:

f(e;p; r; D) =
1

2
(1�D) eC e+ fr(r) (4.29)

Die Funktion fr, welche den Verlauf der Verfestigung bestimmt, sei zweimal dif-
ferenzierbar.

Die konjugierten Kr�afte werden durch die Ableitungen der freien Energie de�niert
und bezeichnet mit

� =
@f

@e
= (1�D)C e (4.30)

R =
@f

@r
= f 0r(r) (4.31)
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Y = � @f

@D
=

1

2
eC e : (4.32)

Die Flie�funktion mu� als Funktion der dissipativen Kr�afte (�;�R; Y ) und der
Zustandsvariablen de�niert werden. Sie soll sich hier aus einem plastischen An-
teil und einem Sch�adigungsterm additiv zusammensetzen. Als ein einfacher, aber
bew�ahrter Ansatz f�ur den plastischen Anteil wird die von-Mises-Flie�funktion
verwendet. Die Zustandsvariablen gehen nur ein, indem die Spannung in der pla-
stischen Flie�funktion durch die e�ektive Spannung entsprechend dem Prinzip
der Dehnungs�aquivalenz ersetzt wird. Auch im Sch�adigungsterm darf die Sch�adi-
gungsvariable auftreten:

F (�; R; Y;D) =
�eq

1�D
� �y � R + FY (Y;D) (4.33)

�eq =

r
3

2
�0 �0 (4.34)

�0 = � � 1

3
tr� (4.35)

Der Sch�adigungsterm FY , der partiell nach Y und D di�erenzierbar sein soll, ist
im einfachsten Fall nur von der Sch�adigungskraft Y abh�angig. Es wird jedoch
gezeigt werden, da� dieser Ansatz zur Beschreibung realer Materialien nicht aus-
reicht, sondern da� eine Abh�angigkeit von D und Y notwendig ist. Um diese
Abh�angigkeit m�oglichst einfach zu halten, wird der Separationsansatz

FY (Y;D) = g(Y ) h(D) (4.36)

verwendet.

4.2.4 Sch�adigung ohne Plastizit�at

Da im obigen Ansatz nicht zwei orthogonale Potential
�achen verwendet wer-
den, sondern eine Flie�
�ache, deren Normale i.Allg. eine Komponente sowohl in
Richtung der Spannungen als auch in Richtung der Sch�adigungskraft hat, tre-
ten Sch�adigung und Plastizit�at hier immer gemeinsam auf. Es sollen nun zwei
M�oglichkeiten genannt werden, wie man das Modell auch auf F�alle erweitern
kann, in denen die Sch�adigung fast unabh�angig von der Plastizit�at ist.

Der naheliegendste Gedanke ist sicherlich, die Flie�
�ache so zu gestalten, da� sie
sich im Bereich hoher hydrostatischer Spannung an den Grenzfall der orthogona-
len Fl�achen ann�ahert. Damit h�atte man dort nur eine sehr schwache Kopplung
von Plastizit�at und Sch�adigung, w�ahrend im Bereich von Schubbelastungen eine
starke Kopplung best�ande.
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Die zweite M�oglichkeit beruht auf der Vorstellung, da� man zwei verschiedene
Sch�adigungsmechanismen unterscheiden kann. Bei dem einen Mechanismus sind
Plastizit�at und Sch�adigung miteinander gekoppelt, w�ahrend der andere Sch�adi-
gungsproze� unabh�angig von plastischer Verformung abl�auft. Je nach Belastung
ist bei duktilen Materialien einer der Sch�adigungsmechanismen dominant. In un-
serem thermomechanischen Rahmen k�onnen die zwei Prozesse durch zwei additive
Beitr�age zur Dissipationsfunktion D ausgedr�uckt werden:

D = DpD( _p; _r; _D) +DeD( _D) (4.37)

F�ur den Anteil DpD ist die Dissipationsfunktion des Modells mit starker Kopp-
lung von Plastizit�at und Sch�adigung zu verwenden.2 Der von der Plastizit�at un-
abh�angige Term DeD kann aus Modellen gewonnen werden, die zur Beschreibung
von elastischen Materialien mit Sch�adigung entwickelt wurden.

Die Dissipationsfunktion DpD ist positiv homogen vom Grad 1. Wenn dies f�ur
die Funktion DeD nicht der Fall ist, d.h. wenn die elastische Sch�adigung nicht ge-
schwindigkeitsunabh�angig ist, ist die Summe D i.Allg. nicht mehr quasihomogen.
Dann existiert kein Dissipationspotential, was die Darstellung und numerische
L�osung des Modells erheblich erschwert.

Als ein Beispiel f�ur ein ratenabh�angiges Modell von Elastizit�at und Sch�adigung
sei hier ein Modell von Ladeveze genannt [53]:

D = k

*r
Y

YC
�
r
Y0
YC

+
+

(4.38)

wobei hxi+ =

(
0 f�ur x < 0

x f�ur x � 0
; k > 0 (4.39)

Es ist m�oglich, f�ur dieses Modell die Legendre-Fenchel-Transformierte des Dissi-
pationspotentials zu konstruieren, aus welcher wiederum die Dissipationsfunktion
berechnet werden kann.

_D =
@	?

eD

@Y
(4.40)

) 	?
eD(Y ;D) =

kp
YC



q
�
+

�
2

3
q2 + (

p
Y � q) q

�
+ const: (4.41)

mit q =
p
Y �

p
Y0 �

p
YC D (4.42)

Die Untersuchung dieser M�oglichkeiten zur Erweiterung des Modells soll nicht
Gegenstand dieser Arbeit sein. Vielmehr ging es in diesem Abschnitt darum zu
zeigen, da� das elastoplastische schadensmechanische Modell innerhalb des durch
das Prinzip der maximalen Dissipation gesteckten Rahmens konsistent erweitert
werden kann, um weitere Sch�adigungsmechanismen einzubeziehen.

2Die Dissipationsfunktion kann aus der Flie�funktion berechnet werden.
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4.3 Vereinfachtes Modell

Bevor der in Abschnitt 4.2 eingef�uhrte Ansatz im n�achsten Kapitel in einem Mo-
dell f�ur ein reales Material angewendet wird, soll der Ansatz zun�achst in einer
m�oglichst einfachen Form umgesetzt und untersucht werden. Hierzu w�ahlen wir
eine quadratische Verfestigungsenergie fr, was einer linearen Verfestigung ent-
spricht, und einen Sch�adigungsanteil FY in der Flie�funktion, der linear in der
Sch�adigungskraft ist. Dies ist die einfachste M�oglichkeit, ein qualitativ sinnvolles
schadensmechanisches Modell in dem zuvor gesteckten Rahmen zu de�nieren.

fr(r) =
1

2
k r2 (4.43)

FY (Y;D) = b Y (4.44)

Als Materialkonstanten treten in diesem Modell die Verfestigungskonstante k,
eine Konstante b, die die Gr�o�e der Sch�adigung bestimmt, sowie die elastische
Stei�gkeit C und die Flie�grenze �y auf.

In den folgenden Abschnitten werden die Entwicklungsgleichungen aufgestellt,
die Darstellung vereinfacht und in eine schwache Formulierung �uberf�uhrt.

4.3.1 Evolutionsgleichungen

Die Zeitableitungen der dissipativen Variablen sind durch die Ableitungen der
Flie�funktion gegeben:

_p =
@F

@�
� =

3

2

�0

(1�D) �eq
� (4.45)

_r =
@F

@(�R) � = � (4.46)

_D =
@F

@Y
� = b � (4.47)

Aus der Konsistenzbedingung _F = 0 erh�alt man f�ur den Multiplikator � den
Wert

� =
�
k (1�D)� b ~�eq � b2 ~�C�1 ~�

��1� 3 ~�0

2 ~�eq
+ bC�1 ~�

�
_� ; (4.48)

wobei ~� =
�

1�D
: (4.49)

Trotz des einfachen Ansatzes f�ur fr und FY haben die Entwicklungsgleichungen
also keine ganz einfache Gestalt. Ferner f�allt in (4.48) auf, da� � schon singul�ar
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sein kann, bevor bei D = 1 die Stei�gkeit verloren geht. Diese Singularit�at tritt
auf, wenn bei weiterer Dehnung die Spannung durch die Zunahme der Sch�adigung
mehr reduziert werden w�urde als sie infolge der Verfestigung anstiege.

Diese Darstellung der Modells kann durch geeignete Substitutionen erheblich ver-
einfacht werden.

4.3.2 Reduktion und Substitution der Variablen

Aufgrund einer linearen Abh�angigkeit von Verfestigung und Sch�adigung kann die
Anzahl der Zustandsvariablen reduziert werden. Ferner wird die Sch�adigungsva-
riable durch Variablentransformation aus Flie�funktion und Dissipationsfunkti-
on eliminiert, so da� die Entwicklungsgleichungen eine einfache Gestalt erhalten.
Der tangentielle Stei�gkeitstensor ist im Gegensatz zu nicht-assoziierten Modellen
symmetrisch.

Reduktion der Variablen

Da sowohl die Verfestigung R als auch die Sch�adigungskraft Y linear in die Flie�-
funktion eingehen, sind die zwei dissipativen Variablen r und D direkt voneinan-
der abh�angig.

_D = b � = b _r; D(t0) = r(t0) = 0 (4.50)

) D = b r (4.51)

Somit k�onnen Verfestigung und Sch�adigung durch eine einzige Zustandsvariable,
die hier mit D bezeichnet werden soll, ausgedr�uckt werden. Hierzu ersetzen wir
r in der freien Energie durch b�1D:

xr = (e;p; D); Xr = (�; 0;�Y ) (4.52)

f(e;p; D) =
1

2
(1�D) eC e+

1

2
k b�2D2 (4.53)

Die dissipativen Kr�afte sind dann

� = (1�D)C e (4.54)

Y =
1

2
eC e� k b�2D (4.55)

=
1

2

�C�1 �

(1�D)2
� k b�2D : (4.56)
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Die Kraft Y ist also die urspr�ungliche Sch�adigungskraft abz�uglich b�1R. Somit ist
der Term b Y � R in der urspr�unglichen Flie�funktion durch Y zu substituieren,
und man erh�alt

F (�; Y;D) =
�eq

1�D
+ b Y � �y (4.57)

_p =
@F

@�
=

3

2

�0

(1�D) �eq
� (4.58)

_D =
@F

@Y
� = b � : (4.59)

Der Multiplikator hat nat�urlich den gleichen Wert wie zuvor:

� =
�
k (1�D)� b ~�eq � b2 ~�C�1 ~�

��1� 3 ~�0

2 ~�eq
+ bC�1 ~�

�
_� (4.60)

E�ektive Spannung und Dehnungsrate

Die Flie�funktion wurde aus der von-Mises-Flie�funktion gewonnen, indem unter
anderem die Spannung durch die e�ektive Spannung ~� ersetzt wurde. Dies legt
den Gedanken nahe, da� sich die Modellgleichungen vereinfachen k�onnten, wenn
wir statt der Spannung die e�ektive Spannung als Variable betrachten:

F (~�; Y ) = ~�eq + b Y � �y (4.61)

In dieser Formulierung ist ist die Flie�funktion nicht mehr direkt von der Zu-
standsvariable D abh�angig. Es zeigt sich jedoch, da� diese Substitution alleine
zur Vereinfachung der Entwicklungsgleichungen nicht ausreicht.

Eine einfachere Formulierung des Modells erh�alt man erst, wenn man durch ei-
ne weitere Substitution auch in der Dissipationsfunktion die Zustandsvariablen
eliminiert. Dann sind sowohl das Dissipationspotential als auch dessen Legendre-
Fenchel-Transformierte nicht mehr von den Zustandsvariablen abh�angig. Hierzu
bestimmen wir zun�achst die Dissipationsfunktion:

	?(�; Y ) = IK(�; Y ) (4.62)

K =
�
(�; Y )

�� F (�; Y;D) � 0
	

(4.63)

	( _p; _D;D) = sup
(�;Y )

n
� _p+ Y _D �	?(�; Y )

o
(4.64)

= sup
(�;Y )2K

n
� _p+ Y _D

o
(4.65)

= sup
(�;Y )

n
�eq _peq + Y _D

�� �eq (1�D)�1 + b Y � �y = 0
o

(4.66)
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	( _p; _D;D) = sup
Y

n
�y (1�D) _peq + Y

�
_D � b�1 (1�D) _peq

�o
(4.67)

=

(
�y (1�D) _peq f�ur (1�D) _peq � b _D

1 f�ur (1�D) _peq < b _D
(4.68)

D = 	 (4.69)

Die Dissipationsfunktion l�a�t sich durch die Einf�uhrung einer e�ektiven plasti-
schen Dehnungsrate vereinfachen:

~_p = (1�D) _p (4.70)

Anstatt als Produkt von dissipativen Kr�aften und Fl�ussen kann die Dissipation
als Produkt der e�ektiven Werte geschrieben werden.

D = � _p+ Y _D (4.71)

= ~� ~_p+ Y _D (4.72)

Die Normalenregel l�a�t sich nun im Raum der e�ektiven dissipativen Kr�afte und
e�ektiven dissipativen Fl�usse formulieren.

~_xd =
�
~_p; _D

�
; ~Xd = (~�; Y ) (4.73)

~Xd 2 @	�~_xd�; ~_xd 2 @	?
�
~Xd
�

(4.74)

	(~_p; _D) =

(
�y ~_peq f�ur ~_peq � b _D

1 f�ur ~_peq < b _D
(4.75)

	?(~�; Y ) =

(
0 f�ur ~�eq + b Y � �y � 0

1 f�ur ~�eq + b Y � �y > 0
(4.76)

F (~�; Y ) = ~�eq + b Y � �y (4.77)

~_p =
3

2

~�0

~�eq
� (4.78)

_D = b � (4.79)

� =

�
3

2

~�0

~�eq
+ b ~�C�1

� _~�

k
(4.80)

Man kann leicht nachpr�ufen, da� diese Entwicklungsgleichungen �aquivalent zu
den urspr�unglichen Evolutionsgleichungen (4.45) bis (4.48) sind.

In der obigen Darstellung der Zeitentwicklung ((4.78) bis (4.80)) erh�alt das Mo-
dell eine wesentlich einfachere Gestalt als in der urspr�unglichen Formulierung.
Insbesondere der plastische Multiplikator � (4.80) ist gegen�uber (4.48) stark
vereinfacht. Man kann deutlich einen plastischen Anteil vom Sch�adigungsterm
unterscheiden. Im Grenzfall b! 0 liefert das Modell die gew�ohnliche von-Mises-
Flie�regel, wenn man vor der Grenzwertbildung die Variable D durch die Verfe-
stigungsvariable r = b�1D ausdr�uckt.



4.3. VEREINFACHTES MODELL 69

Symmetrie der tangentiellen Stei�gkeit

Aufgrund der assoziierten Flie�regel und der Symmetrie der Flie�funktion f�uhrt
das Modell zu einem symmetrischen tangentiellen Stei�gkeitstensor. Zur Berech-
nung der tangentiellen Stei�gkeitK wird die Ableitung der Spannung betrachtet.

_� =K _" (4.81)

_� = (1�D)C ( _"� _p)� C ("� p) _D (4.82)

= (1�D)C

�
_"� �

1�D
n

�
� b ~� � (4.83)

mit n =
3

2

~�0

~�eq
(4.84)

Aus der Konsistenzbedingung _F = 0 erh�alt man den Multiplikator

� = h�1 (nC + b ~�) _" ; (4.85)

wobei der Verfestigungsmodul h den Wert

h = k +
nCn

1�D
+
b ~� n

1�D
(4.86)

hat. Nach Einsetzen von � erkennt man die Symmetrie der tangentiellen Stei�g-
keitsmatrix:

_� =
1

h

�
h (1�D)C �C (n
 n)C +

� b (~� 
 n)C � bC (n
 ~�)� b2 ~� 
 ~�
�
_" (4.87)

Bei einer nicht-assoziierten Flie�regel wird hingegen die Symmetrie durch die
Sch�adigung gebrochen. Als Beispiel betrachte man ein Modell mit dem gleichen
plastischen Potential, bei dem die Flie�funktion jedoch nur den plastischen Anteil
und nicht den Sch�adigungsterm enth�alt. Sch�adigung und Verfestigung sind hier
wieder durch zwei Variablen ausgedr�uckt.

G(�; R; Y;D) = ~�eq � R + b Y � �y (4.88)

F (�; Y;D) = ~�eq � R� �y (4.89)

_p =
@G

@�
� =

n

1�D
� (4.90)

_r = �@G
@R

� = � (4.91)

_D =
@G

@Y
� = b � (4.92)
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Die Entwicklungsgleichungen gleichen denen des assoziierten Modells, nur der
Multiplikator ist ein anderer:

� = h�1 nC _" (4.93)

h = k +
nC n

1�D
(4.94)

Mit (4.83) erhalten wir

_� =
1

k

�
k (1�D)C �C (n
 n)C � b (~� 
 n)C� _" : (4.95)

Im Gegensatz zu (4.87) wird der Term (~� 
 n)C hier nicht durch einen Term
C (n
 ~�) ausgeglichen, so da� die Symmetrie gebrochen ist.

4.3.3 Schwache Formulierung

Das Anfangs-Randwertproblem zu diesem Materialmodell soll nun in eine schwa-
che Formulierung �uberf�uhrt werden. Zun�achst werden geeignete R�aume f�ur die
Zustandsvariablen und konjugierten Kr�afte gew�ahlt.

U =
n
v 2 �H1(
)

�3 �� 8x 2 �u : v(x) = 0
o

(4.96)

V =
�
� = (�ij)3�3

�� �ij = �ji; �ij 2 L2(
)
	

(4.97)

W = L2(
) (4.98)

U = fv : [0; T ] 7! Ug (4.99)

V = f� : [0; T ] 7! V g (4.100)

W = fw : [0; T ] 7!Wg (4.101)

Als Anfangsbedingungen f�ur die dissipativen Variablen und Kr�afte in Abh�angig-
keit von Ort und Zeit w�ahlen wir den unbelasteten, ungesch�adigten Zustand

8x 2 
 : p(x; 0) = 0 ; D(x; 0) = 0 ; (4.102)

�(x; 0) = 0 ; Y (x; 0) = 0 : (4.103)

Auf Teilen des Randes @
 seien jeweils kinematische oder statische Randbedin-
gungen gegeben:

8x 2 �u � @
 : u(x; t) = 0 (4.104)

8x 2 �t � @
 : n(x)�(x; t) = t(x; t) ; n(x) ? �t (4.105)

@
 = �u [ �t ; �u \ �t = ; (4.106)
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Die Gleichgewichtsbedingung (2.2) lautet in schwacher Formulierung

8v 2 U :

Z



"(v(x))�(x; t) d
 =

Z
�t

t(x; t) v(x) d� : (4.107)

Die Entwicklung der dissipativen Variablen ist durch die Normalenregel gegeben,
welche sich als (lokale) Variationsungleichung ausdr�ucken l�a�t. Zur Vereinfachung
werden die e�ektive Spannung und Dehnungsrate verwendet.

(~_p; _D) 2 NK(~�; Y ) (4.108)

K =
�
(~�; Y )

�� ~�eq + b Y � �y � 0
	

(4.109)

) 8(� ; Z) 2 K : ~_p (� � ~�) + _D (Z � Y ) � 0 (4.110)

Die dissipativen Fl�usse k�onnen durch die Dehnungsrate und die Kr�afte ausge-
dr�uckt werden. Auch die Sch�adigungsvariable kann in diesem Modell durch die
Kr�afte substituiert werden:

~_p = (1�D) ( _"�C�1 _~�) (4.111)

D = k�1 b2
�
1

2
~�C�1 ~� � Y

�
(4.112)

Aus der Variationsungleichung (4.110) folgt somit durch eine Ungleichung, die als
Variablen die Dehnungsrate _" sowie die Kr�afte ~�; Y und deren Zeitableitungen
_~�; _Y enth�alt. Durch Integration �uber 
 und Hinzuf�ugen der Gleichgewichtsbe-
dingung (4.107) gelangt man zu folgender schwacher Formulierung des Problems.
Hierbei sei

P =
�
(~�; Y ) 2 V �W

�� 8x 2 
 :
�
~�(x); Y (x)

� 2 K	 : (4.113)

Zu gegebener Belastung t : �t � [0; T ] 7! R
3 sucht man u 2 U , ~� 2 V und

Y 2 W, so da� f�ur fast3 alle t 2 [0; T ], x 2 
 und alle v 2 U; (� ; Z) 2 P folgende
zwei Beziehungen gelten:Z



"
�
v(x)

�
~�(x; t)

�
1� b2

k

�
1

2
~�(x; t)C�1 ~�(x; t)� Y (x; t)

��
d


=

Z
�t

t(x; t) v(x) d� (Gleichgewicht) (4.114)

Z



��
1� b2

k

�
1

2
~�(x; t)C�1 ~�(x; t)� Y (x; t)

�� �
"( _u(x; t))�C�1 _~�(x; t)

� �
� �� (x)� ~�(x; t)

�
+
b2

k

�
~�(x; t)C�1 _~�(x; t)� _Y (x; t)

� �
Z(x)� Y (x; t)

��
d


� 0 (Evolution der dissipativen Variablen) (4.115)

3t 2Mt � [0; T ], wobei Mt eine Menge vom Ma� null ist.
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Dieser Formulierung des schadensmechanischen Modells soll nun die entsprechen-
de Darstellung des elastoplastischen Modells ohne Sch�adigung gegen�ubergestellt
werden. Letztere wurde von Han und Reddy [43, 42] in Bezug auf Existenz,
Eindeutigkeit und Stabilit�at der L�osung untersucht. Wir gehen wieder zu den
Zustandsvariablen e;p; r �uber und de�nieren

P 0 =
�
(�; R) 2 V �W

�� 8x 2 
 : �eq �R � �y � 0
	
: (4.116)

Zu gegebener Belastung t sucht man nun u 2 U , � 2 V und R 2 W, so da� f�ur
fast alle t 2 [0; T ], x 2 
 und alle v 2 U; (� ; S) 2 P 0 folgende zwei Beziehungen
gelten:Z




"
�
v(x)

�
�(x; t) d
 =

Z
�t

t(x; t) v(x) d� (Gleichgewicht) (4.117)Z



n �
"( _u(x; t))�C�1 _�(x; t)

� � �� (x)� �(x; t)�+
� k�1 _R(x; t)

�
S(x)� R(x; t)

�o
d
 � 0 (Evolution) (4.118)

Das rein elastoplastische Problem ist somit erheblich einfacher als das schadens-
mechanische Modell. Insbesondere fallen dabei zwei Unterschiede zwischen Glei-
chung (4.115) und (4.118) auf. Durch die Sch�adigung kommen nichtlineare Terme
hinzu, und es treten gemischte Terme auf, w�ahrend in (4.118) Spannung und Ver-
festigungskraft getrennt sind.

Im Fall ohne Sch�adigung k�onnen die Terme in der Variationsgleichung und Un-
gleichung durch Bilinearformen und ein lineares Funktional ausgedr�uckt werden:

T = V �W (4.119)

L(t) : U 7! R; hL(t); vi =
Z
�t

t(t) " d� (4.120)

A : T � T 7! R; A
�
(�; R); (� ; S)

�
=

Z



�
�C�1 � +Rk�1 S

�
d
 (4.121)

B : U � V 7! R; B(v; � ) =

Z



"(v) � d
 (4.122)

Mit diesen Bezeichnungen erh�alt man f�ur (4.115) und (4.118)

8v 2 U : B(v;�(t)) = hL(t); vi (4.123)

8(� ; S) 2 P 0 : A
�
( _�(t); _R(t)); (� ; S)� (�(t); R(t))

�
+

� B
�
_u(t); � � �(t)� � 0 (4.124)

Das schadensmechanische Modell erlaubt keine solche Darstellung mittels Linear-
und Bilinearformen. Da aufgrund der multiplikativen Kopplung der Sch�adigungs-
variable mit der elastischen Energie die freie Energie keine quadratische Form
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mehr ist, besitzt zwangsl�au�g auch die sxhwache Formulierung eine komplizier-
tere Gestalt.

Die hier abgeleitete Formulierung des vereinfachten schadensmechanischen Mo-
dells kann als Ausgangspunkt dienen, um die Grundlegenden mathematischen
Eigenschaften der Modellklasse zu untersuchen. Eine solche mathematische Un-
tersuchung w�urde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

4.4 Zusammenfassung

Die Formulierung des neuen schadensmechanischen Modells f�ur elastoplastische
Materialien geht vom Prinzip der maximalen Dissipation aus. Da Modelle mit
nicht-assoziierter Flie�regel gegen diese Annahme versto�en und in ihrer �ubli-
chen Form sogar die Postulate von Ilyushin und Drucker verletzen, wurde eine
assoziierte Flie�regel im Raum aller dissipativen Kr�afte verwendet.

In der Literatur �ndet man mehrere Modelle, die auf separaten Flie�
�achen f�ur
Plastizit�at und Sch�adigung basieren. In diesem Kapitel wurde gezeigt, da� diese
Modelle einen Spezialfall von maximal dissipativen Modellen darstellen, bei dem
die Flie�
�ache im Raum aller Kr�afte aus orthogonalen Teil
�achen besteht und
bei dem die beiden dissipativen Prozesse weitgehend entkoppelt sind. Mit einer
glatten Flie�
�ache hingegen erh�alt man eine starke Kopplung von Plastizit�at und
Sch�adigung. Im neuen Modell wird dieser Ansatz starker Kopplung erstmalig kon-
sequent umgesetzt. Es gibt verschiedene M�oglichkeiten, das Modell zu erweitern,
um auch F�alle schwacher Kopplung zu erfassen.

F�ur die freie Energie und die Flie�funktion wurde folgender Ansatz gew�ahlt, bei
dem durch die Wahl der Funktionen fr, g und h die Anpassung an spezielle
Materialien erfolgen mu�.

f(e;p; D; r) =
1

2
(1�D) eC e + fr(r) (4.125)

F (�; R; Y;D) =
�eq

1�D
� �y �R + g(Y ) h(D) (4.126)

Als einfachste Realisierung dieses Ansatzes wurde zun�achst eine quadratische Ver-
festigungsenergie fr verwendet. F�ur die Flie�funktion wurde ein Sch�adigungsterm
gew�ahlt, der linear in der Sch�adigungskraft ist und nicht von der Sch�adigungsva-
riablen abh�angt. In diesem Fall sind Verfestigung und Sch�adigung linear abh�angig
und k�onnen durch eine einzige Zustandsvariable ausgedr�uckt werden. F�uhrt man
die e�ektive Spannung ~� und die e�ektive plastische Dehnungsrate ~_p ein, so l�a�t
sich die Sch�adigungsvariable aus Dissipations- und Flie�funktion eliminieren, und
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die Evolutionsgleichungen erhalten eine einfache Gestalt. Aus dieser vereinfachten
Darstellung wurde eine schwache Formulierung abgeleitet.



Kapitel 5

Modellierung eines

Verg�utungsstahls

Im vorangehenden Kapitel wurden die Grundideen des neuen Modells erl�autert
und in einer sehr einfachen Form konkretisiert. Der lineare Ansatz des verein-
fachten Modells ist geeignet, die grunds�atzlichen mathematischen Eigenschaften
dieser Art von Modellen zu untersuchen, aber er ist zu einfach, um reale Mate-
rialien zu simulieren.

Die Anpassung der Ansatzfunktionen von freier Energie und Flie�funktion zur Be-
schreibung eines Verg�utungsstahls steht imMittelpunkt dieses Kapitels. Zun�achst
soll das Modell die Ergebnisse einachsiger Zugentlastungsversuche wiedergeben,
bevor mehrachsige Belastungen betrachtet werden.

5.1 Einachsige Belastungen

Um experimentelle Daten f�ur einachsige Belastungen zu gewinnen, wurden Zu-
gentlastungsversuche durchgef�uhrt. Die Ergebnisse k�onnen mit einem einfachen
exponentiellen Ansatz f�ur freie Energie und Flie�funktion gut wiedergegeben wer-
den.

75
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5.1.1 Einachsige Zugentlastungsversuche

Materialeigenschaften und Probenpr�aparation

Als Material wurde der Verg�utungsstahl 30CrNiMo8 gew�ahlt, da dieser bereits in
einer vorhergehenden Arbeit [39] zur Schadensmechanik untersucht wurde. Das
Material wurde von der Thyssen Stahl AG zur Verf�ugung gestellt. Alle Proben
entstammen der gleichen Charge (263160/92).

Vom Hersteller wurde folgende chemische Zusammensetzung (in Gewichtspro-
zent) angegeben: 0; 33 C, 2; 1 Ni, 2; 08 Cr, 0; 53 Mn, 0; 35 Mo, 0; 18 Si, 0; 08 Cu,
0; 025 Co, 0; 024 P, 0; 021 Al, 0; 02 W, 0; 02 S, <0; 01 V und <0; 004 B.

Dieser Verg�utungsstahl, der in der Industrie h�au�g f�ur gro�e, hoch belastete Ma-
schinenteile eingesetzt wird, weist eine sehr homogene Textur auf (Abb. 5.1). Die
bei Schnitten in L�angsrichtung beobachtete Textur gleicht der quer zur Proben-
achse.

Abbildung 5.1: Textur des Verg�utungsstahls 30CrNiMo8

Die Rohlinge wurden bei 860� C geh�artet und anschlie�end bei 600� C zwei Stun-
den angelassen, wodurch 333� 5 HRB erreicht wurde. F�ur die einachsigen Zug-
entlastungsversuche wurden rotationssymmetrische Proben gem�a� Abbildung 5.2
angefertigt.

Versuchsdurchf�uhrung und Auswertung

Die Zugversuche wurden auf einer servohydraulischen Pr�ufmaschine der Carl
Schenk AG durchgef�uhrt (Serie S56, bis 1000kN). Zur Dehnungsmessung wurde
der Wegaufnehmer DSA25/20 der Carl Schenk AG eingesetzt. Die Versuche wur-
den �uber die Kraft gesteuert, da hierdurch eine h�ohere Genauigkeit als bei Weg-
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Abbildung 5.2: Probengeometrie

steuerung erreicht werden konnte. Als Spannungszunahmegeschwindigkeit wurde
_�N = �30 MPa s�1 gew�ahlt (entsprechend EN 10 002).

Bei einer Wegsteuerung w�are es m�oglich, den Versuch �uber die Gleichma�deh-
nung hinaus zu f�uhren. Da dann jedoch die Probe einschn�urt und die Deforma-
tion stark lokalisiert wird, w�are eine solche Versuchsf�uhrung nur sinnvoll, wenn
die M�oglichkeit zu einer lokalen Spannungs- und Dehnungsmessung best�ande.
Eine Auswertung der gemessenen Kraft und einer integrierten Dehnung erlaubt
keine direkte Bestimmung von schadensmechanischen Modellparametern. Dieses
Problem wurde bei einigen fr�uheren Arbeiten nicht beachtet (z.B. [39, 57]).
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Abbildung 5.3: Zugentlastungsversuch

Beim Zugentlastungsversuch wird die Probe im Gegensatz zum einfachen Zugver-
such an verschiedenen Punkten der plastischen Deformation entlastet und wieder
belastet (Abb. 5.3). Die Entlastung wird nicht vollst�andig durchgef�uhrt, da an-
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Abbildung 5.6: Sch�adigung in Abh�angigkeit von der plastischen Dehnung

derenfalls eine negative plastische Verformung und somit eine wesentlich gr�o�ere
Hysterese auftreten w�urde. Zur Bestimmung der e�ektiven Stei�gkeit wird je-
weils die Entlastung ausgewertet, wobei der Anfang der Entlastung (10%) wegen
kleiner viskoplastischer E�ekte nicht ber�ucksichtigt wird (Abb. 5.4).

In den Abbildungen 5.5 und 5.6 sind die Spannung1 �uber der Dehnung und die
Sch�adigung �uber der plastischen Dehnung aufgetragen. Zu Beginn der plasti-
schen Verformung ist die Sch�adigungsrate relativ hoch, anschlie�end nimmt das
Verh�altnis der Sch�adigungsgeschwindigkeit zur Geschwindigkeit der plastischen
Dehnung ab.

Eine Diskussion der Ursachen f�ur die unterschiedliche Gestalt von "-D-Kurven
verschiedener Metalle �ndet man bei Bonora [8]. Die hier vorliegende konkave
Form wird einem Sch�adigungsproze� zugeordnet, bei dem das Wachstum der
Sch�adigung im wesentlichen von der Nukleation von Poren und weniger durch
deren Wachstum bestimmt wird. Bei einer konvexen Kurve hingegen wird das
Wachstum der einzelnen Defekte als der dominante Proze� angesehen.

1Bei der Berechnung der Spannung aus der Nennspannung wurde f�ur die Querkontraktions-
zahl � = 0; 3 angesetzt [39].
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5.1.2 Anpassung des Modells

Das im Abschnitt 4.2 entwickelte Konzept f�ur ein schadensmechanisches Modell
soll nun verwendet werden, um ein Modell an die soeben vorgestellten experimen-
tellen Daten anzupassen. Der Modellansatz lie� drei Funktionen (fr; g; h) o�en,
die in die freie Energie und in die Flie�funktion eingehen und so die Entwicklung
von Verfestigung und Sch�adigung bestimmen.

f(e;p; r; D) =
1

2
(1�D) eC e + fr(r) (5.1)

F (�; R; Y;D) =
�eq

1�D
� �y �R + g(Y ) h(D) (5.2)

Bei einem isotropen Material ist speziell

Y =
1

2
eC e (5.3)

=
1

2

�2eq
E (1�D)2

 
2

3
(1 + �) + 3 (1� 2 �)

�
�m
�eq

�2
!

(5.4)

�m =
1

3
tr(�) ; (5.5)

wobei E den Elastizit�atsmodul des ungesch�adigten Materials und � die Querkon-
traktionszahl bezeichnet.

Da wir an der Wiedergabe der Realit�at durch ein m�oglichst einfaches Modell inter-
essiert sind, soll der Sch�adigungsanteil der Flie�funktion (zun�achst) unabh�angig
von der Sch�adigungsvariable sein:

h(D) = 1 (5.6)

Somit bleiben zwei relativ frei w�ahlbare Funktionen zur Anpassung an die ex-
perimentellen Ergebnisse, welche beim einachsigen Versuch ebenfalls durch zwei
Funktionen, n�amlich �(") und D(p) ausgedr�uckt werden k�onnen. Es �uberrascht
also nicht, da� die Resultate des einachsigen Zugentlastungsversuchs durch ein
maximal dissipatives Modell dieser Gestalt simuliert werden k�onnen. Nicht selbst-
verst�andlich ist jedoch, da� die Funktionen fr und g eine einfache Gestalt haben.

Durch folgenden exponentiellen Ansatz f�ur die beiden Funktionen, bei dem vier
Parameter auftreten, kann eine gute �Ubereinstimmung von Modell und Experi-
ment erreicht werden.

fr(r) = k1
�
1� e�k2 r

�
(5.7)

g(Y ) = b1
�
1� e�b2 (Y�Y0)

�
(5.8)

mit Y0 =
1

2
E�1 �2y (5.9)

k1; k2; b1; b2 > 0 (5.10)
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Eine direkte Parameteridenti�kation, wie beispielsweise f�ur E und �y, ist f�ur
die Konstanten k1; k2; b1 und b2 nicht m�oglich. Eine �Anderung eines dieser vier
Parameter hat jeweils sowohl eine �Anderung der Zeitentwicklung der Sch�adigung
als auch der plastischen Dehnung zu Folge; denn es liegt gerade im Wesen der
assoziierten Flie�regel, da� Sch�adigung und Plastizit�at stark gekoppelt sind. Dies
ist jedoch keine Einschr�ankung f�ur die praktische Anwendbarkeit des Modells.
Um die homogene Verformung im einachsigen Zugversuch zu simulieren, braucht
kein Randwertproblem gel�ost zu werden, sondern es sind nur die gew�ohnlichen
Di�erentialgleichungen des Materialmodells an einem Raumpunkt zu integrieren.
So konnte mit einem primitiven Suchalgorithmus in vertretbarer Rechenzeit eine
gute Approximation der Me�werte erreicht werden.

Bei der zur Parameteridenti�kation verwendeten Messung waren E = 199 MPa
und �y = 870 MPa. Die Optimierung, bei welcher gleichzeitig die p(�)- und
D(�)-Kurven angepa�t wurden, lieferte folgende Parameter:

k1 = 509MPa k2 = 29:8 (5.11)

b1 = 8:54MPa b2 = 1:36MPa�1 (5.12)

In den Abbildungen 5.7 und 5.8 werden die Ergebnisse der Simulation (durchge-
zogene Linie) mit den Me�werten verglichen. Es ist eine gute �Ubereinstimmung
festzustellen.
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Abbildung 5.7: Experimentelle Daten und Fit mit dem Modell: ~�(p)

Es ist somit m�oglich, mit sehr einfachen Ans�atzen f�ur die freie Energie und f�ur
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Abbildung 5.8: Experimentelle Daten und Fit mit dem Modell: D(p)

die Flie�funktion sowie einer assoziierten Flie�regel das experimentell beobachtete
Materialverhalten zu simulieren.

5.2 Mehrachsige Belastungen

Nachdem das Modell an die Daten des einachsigen Zugversuchs angepa�t wur-
de, mu� nun untersucht werden, ob auch das Modellverhalten bei mehrachsigen
Belastungen richtig wiedergegeben werden kann. Es wird gezeigt werden, da�
die Prognosen dieses Modells im mehrachsigen Lastfall nicht sinnvoll sind. Um
das Modell auf diesen Fall zu erweitern, mu� die Vereinfachung, da� der Sch�adi-
gungsanteil FY (Y ) der Flie�funktion von D unabh�angig ist (5.6), fallen gelassen
werden.

5.2.1 Betrachtung des Modellverhaltens

Materialverhalten bei mehrachsigen Belastungen

W�ahrend einachsige Zugversuche h�au�g zur Parameteridenti�kation bei scha-
densmechanischen Modellen eingesetzt werden, �ndet man in der Literatur sehr
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viel weniger Resultate zu mehrachsigen Belastungen. Messungen des Verlusts an
Stei�gkeit im Laufe der plastischen Verformung wurden { soweit dem Autor be-
kannt { nur bei einachsiger Belastung durchgef�uhrt.

Eine Messung der �Anderung des elektrischen Widerstandes w�ahrend der plasti-
schen Verformung (Wang [106]) ergab eine lineare Abh�angigkeit zwischen der
�uber den Widerstand de�nierten Sch�adigungsvariable und der plastischen Deh-
nung. Der Proportionalit�atsfaktor stieg hierbei mit zunehmendem Mehrachsig-
keitsgrad �m=�eq an. Der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Widerstand
und der Stei�gkeit wurde nicht untersucht. Zudem entspricht der lineare Zusam-
menhang von D und p nicht den Me�ergebnissen im Abschnitt 5.1.1, so da� die
Resultate von Wang nicht f�ur diese Arbeit �ubertragbar sind.

In einigen Ver�o�entlichungen �ndet man Messungen der Duktilit�at, d.h. der
Bruchdehnung, in Abh�angigkeit vom Mehrachsigkeitsgrad (z.B. Bonora [8],De-
camp, Bauvineau und Pineau [32], Shichun und Hua [91]). Zur Bestimmung
der schadensmechanischen Modellparameter sind solche Versuche insofern etwas
problematisch, als da� in der Simulation die Bruchdehnung sowohl von den Ent-
wicklungsgleichungen als auch vom Versagenskriterium abh�angt. Da auch die
Wahl des Versagenskriteriums keineswegs unumstritten ist (siehe Abschnitt 6.4),
w�are es g�unstiger, die Evolutionsgleichungen unabh�angig vom Versagenskriteri-
ums mit experimentellen Werten vergleichen zu k�onnen.

Aus den Messungen der Duktilit�at geht hervor, da� bei h�oherem Mehrachsigkeits-
grad �m=�eq der Bruch bei kleinerer plastischer Dehnung eintritt. Im Verh�altnis
zur plastischen Deformation wird also der Sch�adigungsproze� durch eine zus�atz-
liche hydrostatische (Zug-)Spannung �m beschleunigt. Dies ist auch anschaulich
klar, denn eine positive hydrostatische Spannung sollte das Wachstum von Poren
oder Rissen beg�unstigen. An das Modell ist somit die Forderung zu stellen, da�
bei einer zus�atzlichen hydrostatischen Spannung die Sch�adigung als Funktion der
plastischen Dehnung st�arker w�achst.

Modellverhalten bei mehrachsigen Belastungen

Das im Abschnitt 5.1.2 aufgestellte Modell zeigt jedoch gerade das entgegenge-
setzte Verhalten: Bei gr�o�erem Mehrachsigkeitsgrad und gleicher Vergleichsspan-
nung w�achst die Sch�adigung wesentlich langsamer (Abb. 5.10). Der E�ekt hat
die falsche Richtung und ist deutlich gr�o�er als erw�unscht. Andererseits ist zu
beobachten, da� der Verlauf der plastischen Dehnung kaum durch die zus�atzliche
hydrostatische Spannung beein
u�t wird (Abb. 5.9).

Tr�agt man die Vergleichsspannung als Funktion der Dehnung auf (Abb. 5.11),
so stellt man einen deutlichen Unterschied zwischen den zwei Kurven bei unter-
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schiedlicher hydrostatischer Spannung fest. Diese Di�erenz ist jedoch nicht auf
den Sch�adigungsterm FY in der Flie�funktion, sondern auf die unterschiedliche
Entwicklung der Sch�adigungsvariable zur�uckzuf�uhren, deren Ein
u� auf die Flie�-
funktion durch den Term �eq=(1 � D) erw�unscht ist. Um zu �uberpr�ufen, ob die
Abh�angigkeit der Flie�funktion von der Sch�adigungskraft zu einem unerw�unsch-
ten Ein
u� des Mehrachsigkeitsgrades auf das plastische Verhalten f�uhrt, ist es
daher sinnvoll, wie in Abbildung 5.9 die e�ektive Spannung an Stelle der Span-
nung zu betrachten.

Ausgehend von den Entwicklungsgleichungen soll nun untersucht werden, welche
Eigenschaft der Flie�funktion die Abh�angigkeit des Sch�adigungsprozesses von der
hydrostatischen Spannung bestimmt. Aus den Evolutionsgleichungen

_p =
@F

@�
� =

1

1�D

3

2

�0

�eq
�; _D =

@F

@Y
� =

@FY
@Y

� (5.13)

folgt f�ur das Verh�altnis von Sch�adigungs- und Deformationsgeschwindigkeit

_D

_peq
= (1�D)

@FY
@Y

: (5.14)

Mit (5.4) erh�alt man

@( _D= _peq)

@�m
=

3

2
(1� 2 �)

�2m
E (1�D)

@2FY
@Y 2

; (5.15)



86 KAPITEL 5. MODELLIERUNG EINES VERG�UTUNGSSTAHLS

und mit FY (Y;D) = g(Y ) h(D)

@( _D= _peq)

@�m
=

3

2
(1� 2 �)

�2m
E (1�D)

g00(Y ) : (5.16)

Damit die Sch�adigungsgeschwindigkeit mit der hydrostatischen Spannung w�achst,
mu� daher die zweite Ableitung der Funktion g positiv sein. Im exponentiellen
Ansatz (5.8) wurde jedoch eine Funktion mit negativer Kr�ummung gew�ahlt, um
die experimentell beobachtete S�attigung in der KurveD(p) (Abb. 5.6) zu erhalten.

5.2.2 Erweiterung des Modells

L�a�t man im Modell eine Flie�funktion zu, deren Sch�adigungsanteil sowohl von
der Sch�adigungskraft Y als auch von der Sch�adigungsvariable D abh�angt, so
kann man sowohl eine Zunahme der Sch�adigungsgeschwindigkeit mit der hydro-
statischen Spannung und als auch eine sehr gute Wiedergabe der Me�werte des
einachsigen Versuchs erreichen. Es wird gezeigt werden, da� die Ansatzfunktionen
fr(r), g(Y ) und h(D) weiterhin eine sehr einfache Gestalt haben.

Modi�zierte Flie�funktion

Das Modell f�ur unseren Verg�utungsstahl mu� drei Bedingungen erf�ullen:

� Der Verlauf der Spannung in Abh�angigkeit von der Dehnung ist (bei ein-
achsiger Belastung) durch Abbildung 5.5 gegeben.

� Die Sch�adigung als Funktion der plastischen Dehnung hat eine negative
zweite Ableitung gem�a� Abbildung 5.6: Die Funktion

@D

@p
=

_D

_p
= (1�D) g0(Y ) h(D) (5.17)

ist monoton fallend.

� Die Sch�adigungsgeschwindigkeit soll gegen�uber der Rate der plastischen
Dehnung zunehmen, wenn die hydrostatische Spannung erh�oht wird. Gem�a�
(5.16) ist die Ableitung

g0(Y )

also monoton wachsend.
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Wenn h(D) = 1 ist und die Sch�adigungsvariable nicht besonders gro� wird, so
da� der Faktor 1�D in (5.17) keine entscheidende Rolle spielt, dann stehen die
zweite und dritte Bedingung im Widerspruch. Um die Mehrachsigkeit richtig zu
erfassen, mu� o�enbar der Sch�adigungsanteil der Flie�funktion FY auch von der
Sch�adigungsvariable abh�angen.

Die Grundidee des Separationsansatzes

FY (Y;D) = g(Y ) h(D) (5.18)

besteht darin, da� die Funktion g verwendet wird, um die dritte Bedingung zu
erf�ullen, w�ahrend der zweiten Bedingung durch eine geeignete Wahl von h gen�uge
getan werden kann. Es gibt beliebig viele Paare von Funktionen (g; h), die im
einachsigen Fall alle die gleiche Zeitentwicklung liefern. Somit besteht hier ein
zus�atzlicher Freiheitsgrad bei der Modellbildung, so da� die Abh�angigkeit vom
Mehrachsigkeitsgrad erfa�t werden kann.

W�ahlt man

fr(r) = k1
�
1� e�k2 r

�
(5.19)

g(Y ) =
b1
2
Y 2 (5.20)

h(D) = e�b2D ; (5.21)

so ist g00 > 0, und die Funktion h ist abklingend, so da� sie f�ur die gew�unschte
negative Kr�ummung von D(p) sorgen kann. Damit der Parameter �y weiterhin
die Bedeutung der Anfangs
ie�grenze beh�alt, addieren wir noch eine Konstante
zur Flie�funktion:

F (�; R; Y;D) =
�eq

1�D
� �y �R +

b1
2

�
Y 2 e�b2D � Y 2

0

�
(5.22)

mit Y0 =
1

2
E �2y (5.23)

Einachsige Belastungen

Dieser Ansatz liefert einen optimalen Fit der Daten des uniaxialen Versuchs mit
den Parametern

k1 = 597MPa k2 = 21:1 (5.24)

b1 = 8:46MPa�3 b2 = 20:0 : (5.25)

Wie man anhand der Abbildungen 5.12 und 5.13 erkennen kann, wird das Ex-
periment durch dieses Modell noch besser simuliert als durch den urspr�unglichen
Ansatz.
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Abbildung 5.12: Fit von ~�(p) durch modi�ziertes Modell (5.22)
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An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, da� { ebenso wie im Abschnitt
5.1.2 beim urspr�unglichen Modell { eine sehr gute �Ubereinstimmung mit den
experimentellen Werten durch einen relativ einfachen Ansatz mit elementaren
Funktionen erreicht wurde. Sowohl die exponentielle Verfestigungsfunktion fr als
auch die quadratische Y -Abh�angigkeit der Flie�funktion �ndet man bereits bei
Lemaitre [57], der allerdings keine assoziierte Flie�regel verwendet. Der R�uck-
gang der Sch�adigungsgeschwindigkeit im Laufe der Verformung wird durch eine
der einfachsten m�oglichen Funktionen h(D) bewirkt, n�amlich eine abklingende
Exponentialfunktion. Es ist also nicht notwendig, den in dieser Arbeit vorge-
schlagenen Ansatz eines maximal dissipativen Modells durch komplizierte, ad hoc
eingef�uhrte Terme zu retten, sondern die Vorgehensweise f�uhrt zu einer relativ
eleganten Darstellung des Materialverhaltens.

Mehrachsige Belastungen

Die Reaktion des modi�zierten Modells auf eine zus�atzliche hydrostatische Span-
nung ist in den Abbildungen 5.14 und 5.15 zu erkennen. Dieses Modellverhalten
ist qualitativ sinnvoll. Eine quantitative Anpassung an experimentelle Ergebnisse
f�ur mehrachsige Belastungen ist durch Ver�anderung von FY m�oglich.
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Zun�achst soll auf Abbildung 5.14 eingegangen werden. Eine zus�atzliche hydrosta-
tische Spannung hat o�enbar keinen nennenswerten unerw�unschten Ein
u� auf
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die plastische Verformung. Durch das Hinzuf�ugen des Sch�adigungsterms zur von-
Mises-Flie�funktion wird die Unabh�angigkeit der Flie�spannung vom hydrosta-
tischen Spannungsanteil nicht beeintr�achtigt. Eine Abh�angigkeit von der hydro-
statischen Spannung wird nur durch die Einf�uhrung der e�ektiven Spannung in
die Flie�funktion verursacht. Diese �Ubertragung des Prinzips der Dehnungs�aqui-
valenz auf die Flie�funktion ist allgemein �ublich. Selbstverst�andlich w�are es auch
m�oglich, ein schadensmechanisches Modell zu konstruieren, das eine st�arkere
Abh�angigkeit von der Mehrachsigkeit aufweist, indem man nicht von der von-
Mises-Flie�funktion sondern von einer anderen Flie�regel ausgeht.

In der Darstellung der Sch�adigung als Funktion der plastischen Dehnung (Abb.
5.15) ist ein unterschiedlicher Verlauf bei �Anderung der hydrostatischen Span-
nung hingegen klar zu erkennen. Der Unterschied ist jedoch nicht so �ubertrie-
ben gro� wie beim urspr�unglichen Modell. Durch eine zus�atzliche hydrostatische
Spannung wird im Modell das Wachstum der Sch�adigung gegen�uber dem der
plastischen Dehnung beschleunigt. Somit zeigt das Modell qualitativ das richtige
Verhalten.
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Will man das Modell quantitativ an Daten von Experimenten mit multiaxialer
Belastung anpassen, so mu� man die Kr�ummung der Funktion g �andern, da nach
Gleichung (5.16)

@( _D= _peq)

@�m
/ g00(Y ) (5.26)

ist. Dazu bietet sich beispielsweise eine Flie�funktion folgender Gestalt mit einem
zus�atzlichen Parameter an.

F (�; R; Y;D) =
�eq

1�D
� �y �R +

b1
2

�
Y b3 e�b2D � Y b3

0

�
(5.27)

5.3 Zusammenfassung

An Proben aus einem Verg�utungsstahl 30CrNiMo8 wurden kraftgesteuerte, ein-
achsige Zugentlastungsversuche durchgef�uhrt, um die Entwicklung von plasti-
scher Dehnung und Sch�adigung zu beobachten. Die Me�ergebnisse k�onnen durch
ein elastoplastisches Modell mit isotroper Verfestigung und Sch�adigung, das auf
dem Prinzip der maximalen Dissipation basiert, reproduziert werden. Das Modell
verwendet einen exponentiellen Ansatz f�ur die Verfestigungsenergie und f�ur den
Sch�adigungsanteil der Flie�funktion, welcher nicht von der Sch�adigungsvariable
abh�angt. Die Flie�funktion setzt sich aus dem Sch�adigungsterm und der von-
Mises-Flie�funktion zusammen, in der die Spannung durch die e�ektive Spannung
ersetzt wird.

W�ahrend das Modell eine gute �Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten
f�ur uniaxiale Belastungen erzielt, ist es nicht m�oglich, ein sinnvolles Modellver-
halten f�ur mehrachsige Belastungen zu erhalten, solange der Sch�adigungsterm in
der Flie�funktion ausschlie�lich von der Sch�adigungskraft abh�angt. In diesem Fall
folgt aus der negativen Kr�ummung der D(p)-Kurve n�amlich, da� eine zus�atzliche,
positive hydrostatische Spannung den Sch�adigungsproze� verlangsamen w�urde.

W�ahlt man hingegen eine Flie�funktion, in welcher der Sch�adigungsanteil qua-
dratisch in der Sch�adigungskraft und exponentiell in der Sch�adigungsvariablen
ist, so zeigt das Modell ein qualitativ richtiges Verhalten bei mehrachsiger Be-
lastung. Das modi�zierte Modell besitzt vier Parameter und zeichnet sich durch
die einfache Gestalt des Ansatzes aus. Durch ein einfaches Optimierungsverfah-
ren konnten die Parameter so angepa�t werden, da� die Simulation die Me�werte
sehr genau wiedergibt.



92 KAPITEL 5. MODELLIERUNG EINES VERG�UTUNGSSTAHLS



Kapitel 6

Anwendung auf Grenz
�achenrisse

Nachdem das schadensmechanische Materialmodell zur Beschreibung eines ho-
mogenen Materials eingesetzt wurde, soll nun als weitere Anwendungsm�oglichkeit
die Modellierung von Delaminationen in anisotropen, geschichteten Verbundwerk-
sto�en diskutiert werden. Zun�achst werden einige Delaminationsmodelle aus der
Literatur wiedergegeben. Anschlie�end werden die Fragen nach einer geeigneten
Darstellung der Proze�zone und nach dem richtigen Ri�fortschrittskriterium und
der Darstellung des Risses behandelt. Die Umsetzung eines Delaminationsmodells
auf Basis des neuen schadensmechanischen Modells steht derzeit noch aus.

6.1 Einleitung

Geschichtete Verbundwerksto�e zeichnen sich durch eine sehr hohe spezi�sche
Stei�gkeit und Festigkeit aus. Diese herausragenden Eigenschaften sowie die M�og-
lichkeit, durch die Wahl der Orientierungen der anisotropen Laminae das Material
an spezielle Belastungen anzupassen, haben zum weitverbreiteten Einsatz von
Verbundwerksto�en in der Luft- und Raumfahrt und in vielen anderen Bereichen
gef�uhrt.

Ein wichtiger Versagensmechanismus f�ur geschichtete Verbundwerksto�e ist die
Delamination [16] aufgrund von interlaminaren Spannungen an Ecken [76] oder
bei Einschlag mit geringer Geschwindigkeit [48]. Zur Modellierung von Grenz-

�achenrissen in Laminaten existiert eine Vielzahl von Arbeiten. Im Folgenden
soll speziell das Delaminationswachstum bei quasistatischer mechanischer Bela-
stung betrachtet werden.

Erste Ans�atze zur Beschreibung von Delaminationen verwendeten Spannungs-

93
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kriterien1. Die meisten Arbeiten, die in den letzten Jahren zu diesem Thema
ver�o�entlicht wurden, beruhen hingegen auf Konzepten der linear-elastischen
Bruchmechanik (z.B. [11, 12, 15, 29, 30, 46, 55, 60, 75, 77, 80, 86, 88, 89, 97, 99]).
Ausgehend von der Annahme linear-elastischen Materialverhaltens werden die
Spannungen im Laminat berechnet, wobei an der Delaminationsfront eine Singu-
larit�at auftritt. Die Energiefreisetzungsrate f�ur das Delaminationswachstum wird
ermittelt und als Ri�fortschrittskriterium verwendet.

Dieser klassische Ansatz hat sich in vielen Anwendungen bew�ahrt, st�o�t jedoch
bei der Beschreibung von komplexen Sch�adigungsprozessen auf Schwierigkeiten.
Ein einparametriges bruchmechanisches Ri�kriterium ist nicht in der Lage, das
lokale Wachstum von Rissen mit komplexer Ri�frontgeometrie zu beschreiben [6].
Ebenso wird das Ri�wachstum in Proben, die eine hohe und eine niedrige Mehr-
achsigkeit der Spannung aufweisen k�onnen, nicht richtig vorhergesagt [79]. Das
J-Integral verliert direkt nach der Ri�initiierung seine Wegunabh�angigkeit [110],
und auch andere g�angige Bruchparameter wie CTOD, �5 und CTOA scheitern
bei der Beschreibung eines gro�en Ri�wachstums.

Aus diesem Grund wurde in einigen Arbeiten (z.B. [4, 5, 1, 24, 26, 28, 54, 58, 65,
81, 84, 85]) ein anderer Weg eingeschlagen, um das Ri�wachstum zu beschreiben.
In einem kleinen Bereich vor der Spitze des makroskopischen Delaminationsrisses,
der Proze�zone, bilden sich Mikrorisse oder Poren [10]. Dieser dissipative Vorgang
wird durch ein schadensmechanisches Kontinuumsmodell oder �ahnliche Ans�atze
dargestellt. Als Ri�fortschrittskriterium gilt je nach Modell das Erreichen des
kritischen Wertes der Sch�adigungsvariable bzw. der schadensmechanischen Ener-
giefreisetzungsrate.

Einige Delaminationsmodelle lassen sich nicht in die Klassen der bruch- oder
schadensmechanischen Modelle einordnen. Schellekens und de Borst [89]
formulierten beispielsweise Modelle mit einer elastoplastischen Grenz
�ache und
mit Coulombscher Reibung. Zur Beschreibung des Delaminationswachstums bei
Erm�udung hat Bucinell [13] ein stochastisches Modell vorgeschlagen. Takada,
Tsukui und Kimpara [98] entwickelten sogenannte

"
bonding spring elements\

zur FE-Simulation von Delaminationen, wobei ungl�ucklicherweise Modellbildung
und numerische L�osung nicht unterschieden wurden, so da� kein Kontinuumsmo-
dell explizit vorliegt.

Fast alle Delaminationsmodelle sind (r�aumlich) lokal formuliert. W�ahrend bei
allgemeinen Ri�problemen in lokalen schadensmechanischen Modellen eine Lo-
kalisierung der Sch�adigung auftritt und zu einer Netz-Abh�angigkeit der numeri-
schen Ergebnisse f�uhrt, vermeidet man dieses Problem, wenn die Ri�ebene be-
kannt ist. Daher kann die Sch�adigung zweidimensional modelliert werden [90].

1Zum Vergleich von Spannungskriterien mit bruchmechanischer Modellierung siehe z.B. [30,
55]
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Bislang wurde bei Arbeiten zu schadensmechanischen Delaminationsmodellen
nicht von gr�o�eren Lokalisierungsproblemen berichtet. Einen Vorschlag f�ur ein
Grenz
�achenmodell mit nicht-lokalen inneren Variablen �ndet man bei Chen und
Schreyer [26].

6.2 Materialmodell der Proze�zone

Die schadensmechanischen Delaminationsmodelle verwenden unterschiedliche An-
s�atze zur Beschreibung der Entwicklung der Sch�adigung vor der Spitze des ma-
kroskopischen Grenz
�achenrisses. Einige dieser Materialmodelle werden in diesem
Abschnitt diskutiert, bevor Argumente f�ur die Verwendung des in den vorange-
henden Kapitel entwickelten schadensmechanischen Modells genannt werden.

6.2.1 Beziehung zwischen bruch- und schadensmechani-

schen Ans�atzen

Zun�achst soll die Beziehung zwischen bruch- und schadensmechanischen Delami-
nationsmodellen n�aher erl�autert werden. Die naheliegende Vermutung, da� der
bruchmechanische Ansatz als Grenzfall schadensmechanischer Modelle darstell-
bar ist (z.B. [84]), wurde von Point und Sacco [81, 82] erstmalig mathematisch
untersucht.

Point und Sacco formulieren ein maximal dissipatives Modell [81], das auf Fre-
monds Adh�asionsmodell [37] basiert. Sie beschreiben den Zustand der Grenz-

�ache, in welcher die Delamination verl�auft, durch den Sprung der Verschiebun-
gen u = u(2) � u(1) und eine Sch�adigungsvariable 
. Diese Sch�adigungsvariable
wird hier nicht als Verlust an Stei�gkeit de�niert. Bei 
 = 0 soll vollst�andige
Adh�asion vorliegen, bei 0 < 
 < 1 unvollst�andige Adh�asion, und 
 = 1 bezeich-
net den delaminierten Bereich der Grenz
�ache.

Ein sehr einfaches Verhalten der Gren
�ache, n�amlich Kontinuit�at der Verschie-
bungen (u = 0) bei Adh�asion (0 � 
 < 1) und Undurchdringbarkeit (un � 0) bei
fehlender Adh�asion (
 = 1), wird erzwungen durch die Wahl der Grenz
�achen-
energie f :

K =
�
(u; 
)

�� (1� 
)u = 0 ^ un � 0
	

(6.1)

f(u; 
) = IK(u; 
) (6.2)

Die konjugierten Variablen (reversible Grenz
�achenspannung und Sch�adigungs-
kraft) werden wie �ublich de�niert.

tr 2 @uf(u; 
) ; Y 2 @
f(u; 
) (6.3)
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Ausgehend von der Existenz eines Dissipationspotentials 	 erh�alt man f�ur den
irreversiblen Teil ti der Grenz
�achenspannung sowie f�ur die Sch�adigungskraft Y
die Beziehungen

ti 2 @ _u	( _u; _
) ; Y 2 @ _
	( _u; _
) ; (6.4)

bzw. _u 2 @ti	�(ti; Y ) ; _
 2 @Y	�(ti; Y ) : (6.5)

Als Potential w�ahlen Point und Sacco

	�(ti; Y ) = IW (t)(Y ) (6.6)

W (t) = (�1; �Y (t)] (6.7)
�Y (t) = maxf!; sup

��t
Y (�)g ; (6.8)

wobie ! Dupres Adh�asionsenergie bezeichnet. Da die Gr�o�e �Y i.Allg. von der
gesamten Verformungsgeschichte abh�angt, handelt es sich hierbei nicht um einen
zeitlich lokalen Ansatz.

Mit diesem Potential implizieren die Entwicklungsgleichungen (6.4),(6.5), da�
keine irreversible Spannung ti auftritt und da� die Sch�adigung w�achst, wenn
Y = �Y erreicht ist:

_
 = 0 falls Y < �Y (6.9)

_
 � 0 falls Y = �Y (6.10)

Als eine Konsequenz dieser einfachen Evolutionsgleichungen folgt die Monotonie
der Sch�adigung. Zus�atzlich wird nun die Bedingung 
 � 1 auferlegt, indem zur
freien Energie die Indikatorfunktion

IA(
) = I[
i;1](
) (6.11)

hinzugef�ugt wird, wobei 
i die Anfangssch�adigung bezeichnet. Hiermit wird die
ansonsten sehr systematische Vorgehensweise durchbrochen, da dieser zus�atzliche
Term in der freien Energie bei der De�nition der zu 
 konjugierten thermodynami-
schen Kraft Y nicht ber�ucksichtigt wurde. Zudem ist dieser Ansatz komplizierter
als n�otig, denn die Bedingung 
i � 
 wird bereits durch die Evolutionsgleichungen
garantiert.

N�ahere Betrachtung dieses Modells ergibt, da� f�ur 
i < 1 entweder


 = 
i ^ u = 0

oder 
 = 1 ^ u 6= 0 (6.12)

gilt. Somit wird genau wie bei bruchmechanischen Modellen nur perfekte Adh�asi-
on oder vollst�andige Trennung der Laminae zugelassen. Point und Sacco konn-
ten zeigen, da� die bruchmechanische Energiefreisetzungsrate an der Delaminati-
onsfront gerade den Wert ! erreicht. Also ist das Modell �aquivalent zum Gri�th-
Kriterium, wobei ! die kritische Energiefreisetzungsrate ist.
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Die freie Energie, welche die Indikatorfunktionen IK und IA enth�alt, ist nicht
di�erenzierbar. Um mathematische Schwierigkeiten zu vermeiden, werden die In-
dikatorfunktionen regularisiert.

IrK(u; 
) =
1

2 �n

�
(1� 
) huni2+ + h�uni2+

�
+

1

2 �t
(1� 
) kutk2 (6.13)

IrA(
) = ��A
�j1� 2 
j+ ln

��1� j1� 2 
j��� (6.14)

Im regularisierten Modell k�onnen nicht nur die Werte 
i und 1 als Sch�adigung 

auftreten, sondern das gesamte Intervall [
i; 1] ist zul�assig. Als Kr�afte erh�alt man

t =
1

�n

�
(1� 
) huni+ � h�uni+

�
n+ (1� 
)

1

�t
ut ; (6.15)

Y =
1

2 �n
huni2+ +

1

2 �t
kutk2 : (6.16)

Es handelt sich hierbei o�enbar um ein einfaches schadensmechanisches Grenz-

�achenmodell, das dem Modell von Allix und Ladeveze (Abschnitt 6.2.2) sehr
�ahnlich ist. Diese �Ahnlichkeit beschr�ankt sich nicht auf die freie Energie, sondern
auch die Entwicklungsgleichungen f�ur 
 basieren auf dem gleichen Ansatz. Ersetzt
man in (6.15) den Faktor 1� 
 durch (1� 
)2, so erh�alt man den erstmalig von
Tvergaard f�ur Grenz
�achen formulierten Zusammenhang zwischen Verschie-
bungssprung und Grenz
�achenspannung [101]. Tvergaards Ansatz wurde von
Chaboche et al. weiterentwickelt, deren Modell im Abschnitt 6.2.3 vorgestellt
wird.

Im Grenzfall verschwindender Regularisierungsparameter �n; �t; �A ! 0, d.h. bei
unendlich gro�er Stei�gkeit der Grenz
�ache, konvergiert die L�osung des regu-
larisierten Modells gegen die L�osung des zur Bruchmechanik �aquivalenten ur-
spr�unglichen Modells [82].2 Somit wurde gezeigt, da� bruchmechanische Delami-
nationsmodelle als ein Grenzfall schadensmechanischer Modelle anzusehen sind.
Zur Darstellung von Point und Sacco ist allerdings anzumerken, da� die Wahl
eines bruch- oder schadensmechanischen Ansatzes gew�ohnlich nicht aus mathe-
matischen Gr�unden erfolgt. Die schadensmechanischen Grenz
�achenmodelle sind
nicht nur eine Regularisierung des bruchmechanischen Modells, sondern vielmehr
handelt es sich beim bruchmechanischen Ansatz um eine starke Idealisierung der
physikalischen Vorg�ange. Es ist zu vermuten, da� schadensmechanische Model-
le das Verhalten der Grenzschicht zwischen den Laminae pr�aziser beschreiben.
Ferner k�onnen schadensmechanische Modelle die Entstehung einer Delamination
voraussagen, was mit dem bruchmechanischen Ansatz nicht m�oglich ist.

2Der Beweis wurde genaugenommen nur f�ur das statische Problem gef�uhrt, ohne explizit die
Entwicklung der Sch�adigung zu betrachten.
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6.2.2 Das Modell von Allix, Ladeveze et al.

Ladeveze, Allix und Daudeville stellten 1990 ein schadensmechanisches De-
laminationsmodell vor [53], das seitdem in mehreren Arbeiten verwendet und
modi�ziert wurde (z.B. [3, 2, 5], Rinderknecht [84, 85]). Corigliano stellte
dieses Modell in einen allgemeineren thermomechanischen Rahmen [28]. Obwohl
das Modell inzwischen auf geometrische Nichtlinearit�aten erweitert wurde [1], soll
hier nur der Fall kleiner Verzerrungen referiert werden, um die Eigenschaften des
zu Grunde liegenden Materialmodells klarer hervor treten zu lassen.

Ebenso wie im vorangehenden Abschnitt wird die Grenzschicht zwischen den La-
minae, in der die Mikrosch�adigung statt�ndet, als eine Grenz
�ache modelliert,
deren Zustand durch die Verschiebungsdi�erenz u sowie durch Sch�adigungsva-
riablen D1; D2; D3 beschrieben wird. Speziell f�ur faserverst�arkte Verbundwerk-
sto�e wird die Grenz
�ache als ein orthotropes Medium angesehen, bei dem die
Hauptrichtungen 1, 2 und 3 die Winkelhalbierenden zwischen den Faserrichtun-
gen der angrenzenden Laminae sowie die Richtung senkrecht zum Laminat sind.
Die drei Sch�adigungsvariablen sind drei Moden der Deformation der Grenz
�ache
zugeordnet.

� D3 ist der �O�nung der interlaminaren Verbindung (mode I) assoziiert,

� D1; D2 bezeichnen die Sch�adigung bez�uglich Scherung.

� Bei Kompression �33 < 0 bewirkt D3 keinen Verlust an interlaminarer Stei-
�gkeit.

Die freie Energie wird { hier in Abh�angigkeit von den interlaminaren Spannun-
gen { wie folgt gew�ahlt, wobei k1, k2 und k3 die Konstanten der interlaminaren
Stei�gkeit bezeichnen.

f =
1

2

"
h��33i2+

k3
+

h�33i2+
k3 (1�D3)

+
�232

k2 (1�D2)
+

�231
k1 (1�D1)

#
(6.17)

Hieraus erh�alt man die konjugierten Kr�afte

Y1 =
1

2

�231
k1 (1�D1)2

; Y2 =
1

2

�232
k2 (1�D2)2

; (6.18)

Y3 =
1

2

h�33i2+
k3 (1�D3)2

: (6.19)

F�ur die Evolution der Sch�adigung �ndet man bei dieser Klasse von Modellen
unterschiedliche Ans�atze. Gemeinsam ist diesen, da� jeweils (mindestens) eine
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geschichtsabh�angige Gr�o�e de�niert wird. In [5] ist die Sch�adigungsentwicklung
beispielsweise gegeben durch

�Y (t) = sup
��t

h�
(Y3)

� + (
1 Y1)
� + (
2 Y2)

� �1=����
�

i
; (6.20)

D1 = D2 = D3 =

"
n

n+ 1



�Y � Y0

�
+

Yc � Y0

#n
(6.21)

mit Materialparametern Yc, Y0, 
1, 
2, � und n. Y0 bestimmt den Beginn der
Sch�adigung, der Exponent n die Form der Sch�adigungsakkumulation, und die
�ubrigen Parameter lassen sich mit kritischen Energiefreisetzungsraten verkn�upfen.
In [53] �ndet man eine regularisierte Form der Evolutionsgleichungen.

Die Formulierung der Entwicklungsgleichungen erfolgte nicht in dem im ersten
Kapitel dieser Arbeit vorgestellten thermomechanischen Rahmen. Von Corig-
liano [28] wurde eine allgemeinere Darstellung dieser Modellklasse angegeben,
die eine plastische Deformation der Grenz
�ache zul�a�t und auch Modelle von
Schellekens und de Borst [89] umfa�t:

u = ue + up (6.22)

f =
1

2

�
(1�D1)K1 (u

e
1)
2 + (1�D2)K2 (u

e
2)
2+

+ (1�D3)K
+
3 hue3i2+ +K�

3 h�ue3i2+ + fr(r)
� (6.23)

t =
@f

@ue
; Yi = � @f

@Di
; R =

@f

@R
(6.24)

F = F (ti; Yi; R;Di) ; G = G(ti; Yi; R;Di) (6.25)

_up =
@G

@t
� ; _r = �@G

@R
� (6.26)

_Di = li(ti; Yi; R;Di)� (6.27)

F � 0 ; F � = 0 ; � � 0 (6.28)

F�ur die Zeitentwicklung der Elastoplastizit�at wird hier eine nicht-assoziierte Flie�-
regel verwendet. Der Ansatz f�ur die Evolution der Sch�adigung ist sehr allgemein
und wird durch die Funktion l anstelle eines Potentials bestimmt.

Die im vorangehende Abschnitt vorgestellte Arbeit von Point und Sacco [81]
zeigt, da� das Modell von Allix et al. zumindest in vereinfachter Form auch aus-
gehend vom Postulat maximaler Dissipation durch die Konstruktion eines geeig-
neten Dissipationspotentials formuliert werden kann. Auch in dieser Darstellung
bleibt jedoch ein deutlicher Unterschied zu den in Kapitel 4 und 5 entwickelten
schadensmechanischen Materialmodellen bestehen. Die f�ur die Zeitentwicklung
der Sch�adigungsvariablen entscheidende Gr�o�e �Y (6.20,6.8) ist nicht nur eine
Funktion der Zustandsvariablen zum jeweiligen Zeitpunkt, sondern der gesamten
Verformungsgeschichte. Somit ist das Modell zeitlich nicht lokal.
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Die Einf�uhrung innerer Variablen hat jedoch gerade das Ziel, den Zustand des
Materials durch die Zustandsvariablen hinreichend zu charakterisieren, so da�
die weitere Entwicklung durch den aktuellen Wert der Zustandsvariablen und die
Randbedingungen eindeutig bestimmt ist. Aus formaler Sicht w�are es daher vor-
zuziehen, eine zus�atzliche innere Variable einzuf�uhren (�ahnlich der Verfestigungs-
variable bei elastoplastischen Modellen), anstatt eine Funktion zu verwenden, die
von der gesamten Geschichte des Materials abh�angt.

6.2.3 Das Modell von Chaboche et al.

Zwei von Chaboche, Girard, Levasseur und Schaff entwickelte Grenz-

�achensch�adigungsmodelle [24, 25] basieren auf Arbeiten von Needleman [74]
und Tvergaard [101]. Im Gegensatz zum Modell von Allix et al. wurden von
Needleman und Tvergaard Kontakt und Reibung der Ri�
anken ber�ucksich-
tigt, was zur korrekten Beschreibung von mixed-mode Belastungen notwendig ist.
Ihr Ansatz wurde in den Modellen von Chaboche et al. so modi�ziert, da� der
�Ubergang von der Dekoh�asion zur Reibung stetig und monoton erfolgt.

Die beiden in [24] ver�o�entlichten Modelle unterscheiden sich dadurch voneinan-
der, da� das zweite Modell ein tangentiales Abgleiten auf der Grenz
�ache auch
schon vor der vollst�andigen Dekoh�asion zul�a�t. Ferner ist es m�oglich, dieses Mo-
dell im thermodynamischen Rahmen darzustellen, was im folgenden kurz wieder-
gegeben werden soll.

Zur Vereinfachung sei die Darstellung auf zwei r�aumliche Dimensionen beschr�ankt;
sie kann jedoch problemlos auf drei Dimensionen erweitert werden [24]. Als Zu-
standsvariablen auf der Grenz
�ache werden der normale und tangentiale Ver-
schiebungssprung un und ut, ein tangentialer, irreversibler Verschiebungssprung
upt sowie eine Sch�adigungsvariable D de�niert.3 F�ur die freie Energie wird ein
Ansatz der Form

2 f =
�
E h(D)H(un) +KH(�un)

� u2n
�n

+G
(ut � upt )

2

�t
+G

h(D)

1� h(D)

(upt )
2

�t
(6.29)

gew�ahlt, wobei E, K und G Stei�gkeitskonstanten (f�ur Zug, Druck, Schub) sowie
�n und �t die maximalen Werte von un und ut vor der Trennung der Schichten
sind. H bezeichnet die Heaviside-Funktion, und h : [0; 1] 7! [0; 1] ist eine mo-
noton fallende Funktion4, die den Verlust an Stei�gkeit infolge der Sch�adigung

3In [24] wird die Sch�adigungsvariable mit �max bezeichnet.
4Bei Tvergaard ist h(D) = 4

27
�max (1�D)2 .
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beschreibt. Als thermodynamische Kr�afte erh�alt man damit

Tn =
@f

@un
=
�
E h(D)H(un) +KH(�un)

� un
�n

; (6.30)

Tt =
@f

@ut
= G

ut � upt
�t

; (6.31)

T p
t = � @f

@upt
= Tt �G

h(D)

1� h(D)

upt
�t

=: Tt �Xt ; (6.32)

Y = � @f

@D
= �1

2

@h

@D
G�t

"
!
huni2+
�2t

+
1

(1� h(D))2
(upt )

2

�2t

#
; (6.33)

wobei ! = (E �n)=(G�t) das Verh�altnis der gesamten zur Trennung der Grenz-

�ache aufzubringenden Arbeiten unter Mode I und Mode II ist.

Die Zeitentwicklung der dissipativen Variablen upt und D wird mit Hilfe von Flie�-

�achen im Raum der Grenz
�achenspannung sowie der Sch�adigungskraft beschrie-
ben. Um das Coulombsche Reibungskriterium zu erhalten, wird als Flie�funktion

�T = jT p
t j � h��Tni+ = jTt �Xtj � h��Tni+ (6.34)

und als plastisches Potential

 T = jT p
t j = jTt �Xtj (6.35)

gew�ahlt, wobei � den Reibungskoe�zienten bezeichnet. Wie bei der Modellierung
von Reibung �ublich, wird eine nicht-assoziierte Flie�regel verwendet, so da� eine
irreversible Verschiebung nur in tangentialer Richtung auftritt:

_upt = �
@ T
@T p

t

= � sgn (Tt �Xt) ; upn = 0 (6.36)

Das Modell hat somit den Charakter von nicht-assoziierter Plastizit�at mit kine-
matischer Verfestigung. Die tangentiale Stei�gkeit ist zu Beginn unendlich gro�
und f�allt mit wachsender Sch�adigung.

Das Wachstum der Sch�adigung wird durch ein zweites Potential beschrieben. Die
Sch�adigungs
�ache ist hierbei gegeben durch

�d = Y � Ym(D) = 0 (6.37)

mit einer monoton wachsenden Funktion Ym, wobei Ym(0) = 0 ist. Aufgrund
dieser Konstruktion stellt sich f�ur D der Wert ein, bei dem der Funktionswert
Ym(D) gleich dem gr�o�ten in der Belastungsgeschichte aufgetretenen Wert von
Y ist.
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Im Fall ! = 1 erreichen Chaboche et al. durch eine spezielle Wahl von Ym,
da� die Sch�adigungsvariable als Funktion des Verschiebungssprunges ausgedr�uckt
werden kann:

Ym(D) = �1

2
G�t

@h

@D
D2 (6.38)

)  d /
 
huni2+
�2t

+
1

(1� h(D))2
(upt )

2

�2t

!
�D2 (6.39)

W�ahrend des Sch�adigungswachstums hat D somit den Wert

D =

s
huni2+
�2t

+
1

(1� h(D))2
(upt )

2

�2t
: (6.40)

F�ur ! 6= 1 wird die Beziehung (6.40) weiterhin verwendet. Die Entwicklungsglei-
chungen besitzen dann keine Potentialdarstellung ((6.34)-(6.37)) mehr, erf�ullen
aber noch die Bedingung nicht-negativer Dissipation.

6.2.4 Das Modell von Lemaitre

Das Modell von Lemaitre ist ebenfalls ein zweidimensionales Grenz
�achenmo-
dell [58]. An dieser Stelle soll nur kurz auf das zu Grunde liegende Modell f�ur
homogene Materialien eingegangen werden. Die De�nition der Zustandsvariablen
in der Grenz
�ache erscheint fragw�urdig und wird in Abschnitt 6.3.2 diskutiert
werden.

Lemaitre unterscheidet die in-plane und out-of-plane Komponenten der Zu-
standsvariablen. F�ur die in-plane Dehnung setzt er ein viskoelastisches Materi-
alverhalten an, das durch ein Dissipationspotential bestimmt wird. Die Entwick-
lung der out-of-plane Dehnungen wird durch ein elastoplastisches Materialgesetz
beschrieben. Die Zeitableitung der isotropen Sch�adigungsvariable setzt sich aus
einem viskoelastischen und einem elastoplastischen Anteil zusammen. Ersterer
ist die Ableitung des f�ur das viskoelastische Verhalten der in-plane Dehnungen
verantwortlichen Potentials nach der Sch�adigungskraft, erf�ullt also das Postulat
der maximalen Dissipation. Der elastoplastische Term basiert auf einer nicht-
assoziierten Flie�regel (siehe Abschnitt 3.2.3), so da� die Postulate von Ilyushin
und Drucker sowie das Prinzip der maximalen Dissipation durch dieses Modell
verletzt werden.

6.2.5 Verwendung des neuen Materialmodells

Das im vorangehenden Kapitel entwickelte neue Materialmodell zeichnet sich
gegen�uber bisherigen elastoplastischen, schadensmechanischen Modellen dadurch
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aus, da� die Entwicklungsgleichungen konsequent in einem thermomechanischen
Rahmen ausgehend vom Postulat der maximalen Disipation formuliert wurden
und die Kopplung von Plastizit�at und Sch�adigung erfassen. Seine Verwendung
zur Modellierung von Delaminationen ist aus zwei Gr�unden sinnvoll.

Zum einen mangelt es bislang an schadensmechanischen Delaminationsmodellen,
welche die plastische Deformation der Grenz
�ache ber�ucksichtigen. Die Plasti-
zit�at ist jedoch sicherlich von entscheidender Bedeutung, um Verbundwerksto�e
mit metallischer Matrix (MMCs) richtig zu beschreiben. Auch bei Materialien,
die makroskopisch ein spr�odes Verhalten aufweisen, k�onnen evt. nahe der Dela-
minationsfront irreversible Dehnungen auftreten. Als bislang einziges schadens-
mechanisches Delaminationsmodell, das plastische Deformationen erfa�t, ist das
Modell von Lemaitre zu nennen, welches jedoch aufgrund seiner De�nition der
Zustandsvariablen in der Grenz
�ache nicht �uberzeugt (siehe Abschnitt 6.3.2).

Die in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 diskutierten Delaminationsmodelle, wel-
che von spr�oden Materialien ausgehen, sind als Modelle mit inneren Variablen
nicht ganz befriedigend, da eine geschichtsabh�angige Gr�o�e �Y auftritt. Das neue
Materialmodell hingegen ist zeitlich lokal. Es wurde systematisch aus der An-
nahme maximaler Dissipation und einfachen Ansatzfunktionen gewonnen. Somit
erscheint seine Verwendung auch aus theoretischer Sicht als vorteilhaft.

6.3 Darstellung der Proze�zone

Nachdem im vorangehenden Abschnitt die Wahl des Materialmodells f�ur die Pro-
ze�zone er�ortert wurde, soll nun die Darstellung der r�aumlichen Dimensionen
der Proze�zone diskutiert werden. Es besteht die M�oglichkeit, die Proze�zone
entweder dreidimensional als sehr d�unne Grenzschicht oder zweidimensional als
Grenz
�ache zu modellieren.

6.3.1 Zwischenschicht

Die Entstehung und das Wachstum von Grenz
�achenrissen in geschichteten Fa-
serverbundwerksto�en sind komplexe Prozesse. Die Wechselwirkung mit Matrix-
rissen in den benachbarten Laminae kann beispielsweise dazu f�uhren, da� die
Delamination die Grenz
�ache verl�a�t und in einer anderen Ebene weiter w�achst
[105]. Zur Entwicklung von Delaminationsmodellen ist es sinnvoll, sich anfangs
auf einen einfacheren Fall zu beschr�anken. Im folgenden sollen nur Delamina-
tionen betrachtet werden, die sich in einer ebenen Grenz
�ache zwischen zwei
Laminae unterschiedlicher Orientierung ausbreiten. Die Laminae werden als un-
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gesch�adigt betrachtet.

In einem kleinen Bereich vor der Delaminationsfront bilden sich Mikrorisse oder
Poren, bevor der makroskopische Grenz
�achenri� weiter fortschreitet. Diese Pro-
ze�zone soll schadensmechanisch modelliert werden (Abb. 6.1). W�ahrend die De-
lamination w�achst, breitet sich der gesch�adigte Bereich entlang der Delaminati-
onsebene aus. Somit ist f�ur eine d�unne Zwischenschicht, welche die Delamina-
tionsebene umgibt, das Material schadensmechanisch zu beschreiben, hingegen
gen�ugt f�ur den Rest der Probe ein linear-elastisches Materialmodell. Sowohl die
Laminae als auch die Zwischenschicht werden als homogene Kontinua modelliert,
d.h. Strukturen auf Mikroebene wie beispielsweise Fasern in faserverst�arkten Ver-
bundwerksto�en werden nicht explizit dargestellt. Die Kopplung der Schichten er-
folgt �uber die Bedingung stetiger Verschiebungen und out-of-plane-Spannungen.

Schicht 1

Schicht 3

Zwischenschicht

Schicht 2

Prozeßzone

Abbildung 6.1: Proze�zone und Zwischenschicht

Die Ausdehnung der Proze�zone senkrecht zur Delaminationsebene liegt bei ge-
schichteten Faserverbundwerksto�en gew�ohnlich nur in der Gr�o�enordnung des
Faserdurchmessers [10]. Somit ist die Dicke der Zwischenschicht sehr klein im
Verh�altnis zur Dicke der Laminae h� H, und als Alternative zur dreidimensio-
nalen Modellierung bietet sich die Beschreibung als Granz
�ache an, auf die im
n�achsten Abschnitt eingegangen wird.

Auf den ersten Blick mag es erscheinen, als m�u�te eine dreidimensionale Re-
pr�asentation der Zwischenschicht die Realit�at am genauesten wiedergeben. Schlie�-
lich ist es gerade die Proze�zone, die bei der Modellierung der Delamination
besonderes Interesse verdient und auch einen h�oheren Diskretisierungsaufwand
rechtfertigt. So wurden zweidimensionale Modelle, sofern ihre Wahl �uberhaupt
begr�undet wurde, bislang im Wesentlichen aufgrund des geringeren numerischen
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Aufwands bevorzugt. Einen numerischen Vergleich von einem Grenzschicht- und
Grenz
�achenmodell �ndet man beispielsweise bei Chaboche, Girard und
Schaff [25]. Unbeachtet geblieben sind die theoretischen Schwierigkeiten, die
bei einer dreidimensionalen Modellierung auftreten.

Die Modellierung des Verbundwerksto�s durch homogene Schichten setzt nicht
nur voraus, da� die einzelnen Schichten gro� genug sind im Vergleich zu ihrer
Mikrostruktur, um eine Homogenisierung zu erlauben. Auch die Dicke der Zwi-
schenschicht ist in Relation zur inneren Struktur der angrenzenden Laminae zu
sehen. Bei Faserverbundwerksto�en liegt die Dicke der Proze�zone in der Gr�o�en-
ordnung eines oder mehrerer Faserdurchmesser. Eine dreidimensionale Zwischen-
schicht bedeutet also eine sehr hohe r�aumliche Au
�osung in Normalenrichtung.
Die angrenzenden Laminae werden jedoch auf einer weitaus gr�oberen Skala be-
schrieben. Ihre innere Struktur bestehend aus Fasern und Matrix wird nicht wie-
dergegeben, sondern sie werden als homogenisierte Kontinua dargestellt. Eine
direkte Verkn�upfung dieses groben Modells der Laminae mit einer d�unnen, drei-
dimensionalen Zwischenschicht ist nicht sinnvoll.

Besonders deutlich wird das Problem, wenn man sich fragt, an welche Stelle im
realen Laminat die Grenzen zwischen Zwischenschicht und Laminae zu legen sind;
ob die Grenze vielleicht direkt an einer Faserlage vorbeif�uhrt oder sich mehr in
der Matrix be�ndet. Die Dicke der Zwischenschicht, welche entscheidend f�ur das
Verhalten des Modells ist, ergibt sich somit nicht eindeutig aus der Betrachtung
auf Mikroebene. Ferner ist es fraglich, ob die Gradienten der Zustandsvariablen
in Dickenrichtung die Situation im realen Material richtig wiedergeben, wenn
die benachbarten Fasern nicht explizit modelliert werden. Daher bietet die drei-
dimensionale Simulation keine Vorteile gegen�uber einer zweidimensionalen Dar-
stellung. Um die Proze�zone genauer zu modellieren, m�u�ten auch die Laminae
in der Umgebung der dreidimensionalen Zwischenschicht als Verbund von Fasern
und Matrix im Detail dargestellt werden.

6.3.2 Grenz
�ache

In diesem Abschnitt soll zun�achst das Grenz
�achenmodell von Lemaitre disku-
tiert werden. Anschlie�end wird gezeigt, wie ein Grenz
�achenmodell als Grenzfall
eines Zwischenschichtmodells verstanden werden kann.

Das Grenz
�achenmodell von Lemaitre

Lemaitre geht bei seiner Argumentation von der Frage aus, welche der im Drei-
dimensionalen de�nierten Observablen "ij; �ij sich auch auf einer Grenz
�ache
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de�nieren lassen [58, 57]. Es sind dies die in-plane Dehnungen "11; "22; "12 und
die out-of-plane Spannungen �33; �13; �23, denn diese Gr�o�en sind an der Grenz-

�ache stetig und somit wohlde�niert. Nicht als Observable gegeben sind hingegen
die jeweiligen konjugierten Variablen: die in-plane Spannungen und out-of-plane
Dehnungen. 0

@ "11 "12 �
"12 "22 �
� � �

1
A ;

0
@ � � �13

� � �23
�13 �23 �33

1
A

� : in Grenz
�ache unde�nierte Observable

Um dennoch ein Materialmodell basierend auf den in Kapitel 2 vorgestellten Kon-
zepten einf�uhren zu k�onnen, postuliert Lemaitre, da� eine Grenz
�achenenergie
analog zu �ublichen dreidimensionalen Modellen (2.71) eingef�uhrt werden kann.
Aus dieser lassen sich die konjugierten Variablen ableiten:

i; j = 1; 2; 3 ; �; �; 
; � = 1; 2

f =
1

2
(1�D)

�
K

(")
��
� "�� "
� +K

(�)
ij eei3 e

e
j3

�
+ fr(r) (6.41)

Se
�� =

@f

@"��
(6.42)

�i3 =
@f

@eei3
(6.43)

Mit Se
�� seien die den in-plane Dehnungen "�� zugeordneten Variablen bezeichnet;

die eei3 seien den out-of-plane Spannungen assoziiert.K(") und K(�) sind Materi-
alkonstanten. Der Anteil der elastischen Energie an der freien Energie (6.41) ist
wie �ublich eine quadratische Form der dehnungsartigen Variablen "��; e

e
i3. Zus�atz-

lich ist angenommen worden, da� diese in einen Term der in-plane Dehnungen
"�� und einen Anteil der neu eingef�uhrten Variablen eei3 separierbar ist.

5

LemaitresModell weist den Nachteil auf, da� der Zusammenhang zu dreidimen-
sionalen Zwischenschichtmodellen unklar bleibt. Es wird daher nicht deutlich,
welche physikalischen Annahmen der Beschreibung als Grenz
�ache zu Grunde
liegen und wie die Materialkonstanten zu bestimmen sind. Lemaitre schl�agt
vor, wie bei schadensmechanischen Modellen dreidimensionaler K�orper �ublich,
die Sch�adigung �uber die verringerte Stei�gkeit (2.63) zu messen [58]. Dies ist aus
zwei Gr�unden jedoch nicht m�oglich. Um den Stei�gkeitstensor zu bestimmen, mu�
sowohl der Dehnungstensor als auch der Spannungtensor gemessen werden, d.h.
es werden sowohl die Zustandsvariablen als auch die konjugierten Kr�afte ben�otigt.
Von diesen zwei Gr�o�en ist in Lemaitres Modell aber jeweils nur eine ("��; �i3)

5Zur Zeitentwicklung siehe Abschnitt 6.2.4.
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beobachtbar, w�ahrend es sich bei der anderen (eei3; S
e
��) um eine innere Variable

handelt (6.3.2). Ferner d�urfte es �au�erst schwierig sein, eine Probe mit homogener
Grenz
�achensch�adigung zu pr�aparieren sowie Dehnungen und Spanungen an der
Grenz
�ache zu messen. Bei Modellen, die von der Vorstellung einer dreidimen-
sionalen Zwischenschicht die Grenz
�achendarstellung ableiten, k�onnen hingegen
zumindest erste N�aherungen der Materialparameter an homogenen Proben ohne
Grenz
�ache gemessen werden.

Grenz
�ache als Grenzfall der Zwischenschicht

Aufgrund der geringen Dicke der Zwischenschicht ist der Sinn einer r�aumlichen
Au
�osung in Normalenrichtung fragw�urdig (siehe Abschnitt 6.3.1), und es bietet
sich ein linearer Ansatz f�ur die Verschiebungen entlang dieser Richtung an. Sei x3
die Richtung senkrecht zur Delaminationsebene, und durch x3 = 0 sei der untere
Rand der Zwischenschicht bestimmt. u bezeichne die Verschiebung.

u(0)(x1; x2) = u(x1; x2; 0) (6.44)

�u(x1; x2) = u(x1; x2; h)� u(x1; x2; 0) (6.45)

u(x1; x2; x3) = u(0)(x1; x2) +
x3
h
�u(x1; x2); x3 2 (0; h) (6.46)

Mit dieser Linearisierung erh�alt man f�ur die Dehnungen
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h
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; "23 analog (6.47)

Falls die Di�erenz der Dehnungen an Ober- und Unterseite der Zwischenschicht
klein ist im Vergleich zu den Dehnungen, kann man die x3 enthaltenden Ter-
me vernachl�assigen, und die Dehnung h�angt nur noch von der Position auf der
Delaminationsebene ab.

j"ij(x1; x2; h)� "ij(x1; x2; 0)j < c j"ij(x1; x2; 0)j (6.48)

)
����@�ui@xj

���� < c

�����@u
(0)
i

@xj

����� (6.49)
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"(x1; x2; x3) = "(x1; x2) (1 +O(c)) (6.50)
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; "22 analog
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F�ur sehr d�unne Zwischenschichten h! 0 ist das linearisierte Zwischenschichtmo-
dell gleichbedeutend mit einem Grenz
�achenmodell der Proze�zone, wie es bei-
spielsweise von Allix (Abschnitt 6.2.2) verwendet wird. Rinderknecht stellt
die Interface-Formulierung als Grenzfall dar, indem er diejenigen Komponenten
des Dehnungstensors null setzt, die im Grenzwert h ! 0 nicht singul�ar werden,
d.h. die in-plane Komponenten "11; "22 und "12 [84]. Er erkl�art diesen Ansatz nicht;
o�enbar setzt er jedoch bei der Bildung des Grenzwertes voraus, da� �u konstant
bleibt oder zumindest schw�acher als h gegen null strebt. Seine Argumentation
bleibt somit unklar. Stattdessen soll hier eine andere M�oglichkeit vorgeschlagen
werden, um zu einem Grenz
�achenmodell �uberzugehen.

Verringert man die Zwischenschichtdicke h unter der physikalisch sinnvollen An-
nahme beschr�ankter Dehnungen, so strebt die Energie der Zwischenschicht eben-
falls gegen null und wird klein gegen�uber den Energien der Laminae. Die Ver-
schiebungen u(0) am Rand der Zwischenschicht gehen sowohl �uber die Zwischen-
schichtsenergie als auch �uber die Energie der Laminae in die gesamte freie Energie
ein. Da der Beitrag der Grenzschicht jedoch f�ur h! 0 vernachl�assigbar wird, wird
u(0) im Grenzfall nur noch durch das elastische Verhalten der Laminae und nicht
mehr durch das Materialverhalten der Zwischenschicht bestimmt. Die Verschie-
bungsdi�erenz �u hingegen 
ie�t weiterhin zum gr�ostenteils �uber die Energie der
Zwischenschicht in die Gesamtenergie ein. Somit wird die d�unne Zwischenschicht
imWesentlichen durch die Verschiebungsdi�erenz �u(x1; x2) charakterisiert, und
ihre elastische Energiedichte (ohne Sch�adigung) ist

w =
1

2

Z h

0

C : " : " dx3 (6.52)
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Im Grenzfall h! 0 stimmt das Zwischenschichtmodell also mit dem Modell einer
Grenz
�ache �uberein, an der eine Verschiebungsdiskontinuit�at �u auftritt und
deren Grenz
�achenenergie durch obige Gleichung (6.53) bestimmt ist. W�ahlt man
als Richtungen des Koordinatensystems die Hauptachsen des Stei�gkeitstensors,
so erh�alt man eine Energiedichte �ahnlich derer, die im Modell von Allix und
Ladeveze verwendet wird.

w =
1

2

�
k3 (�u3)

2 + k1 (�u1)
2 + k2 (�u2)

2
�

(6.54)

k3 =
C3333

h
; k1 =

2C1313

h
; k2 =

2C2323

h
(6.55)

Diese Gestalt der elastischen Energie kann durch ein Federmodell veranschaulicht
werden. Die zwei benachbarten Laminae werden an der Grenz
�ache durch Federn
verkn�upft, welche bei einer Relativverschiebung �u der Laminae gespannt wer-
den. k1; k2 und k3 sind hierbei als Federkonstanten zu verstehen. Auf der Ebene
einer Finite Elemente Diskretisierung wurde ein �ahnlicher Ansatz von Takada
et al. formuliert [98] (

"
bonding spring elements\).

6.4 Ri�wachstumskriterium

In den vorangehenden Abschnitten wurde die Modellierung der Sch�adigung in der
Proze�zone an der Delaminationsfront diskutiert. Nun ist an diese Mikrosch�adi-
gung ein Ri�fortschrittskriterium f�ur den makroskopischen Delaminationsri� zu
kn�upfen.

Viele Delaminationsmodelle greifen zur Modellierung des Ri�fortschritts auf die
klassische Bruchmechanik zur�uck. In Analogie zur Bruchmechanik kann ein Ri�-
kriterium mittels der schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate formuliert
werden. Ein anderer Ansatz verwendet einen kritischen Wert der Sch�adigungsva-
riablen.

Vergleich mit bruchmechanischem Kriterium

Die meisten Ver�o�entlichungen zur Modellierung der Delamination greifen auf
Konzepte der Bruchmechanik zur�uck [11, 12, 15, 29, 30, 46, 55, 60, 75, 77, 80,
86, 88, 89, 97, 99]). Beim Griffith-Kriterium [38]) wird die bei Wachstum des
Risses freigesetzte elastische Energie W e mit der zur Erzeugung der zus�atzlichen
Ri�ober
�ache aufzubringenden Arbeit W S verglichen. Ist die Bilanz der Energie-
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freisetzung positiv, schreitet der Riss fort.

G :=
@W e

@a
> GC :=

@W S

@a
; a : Ri�l�ange (6.56)

Ausgehend von dieser Grundidee wurden verschiedene Ri�kriterien entwickelt,
die das unterschiedliche Verhalten der drei Ri�moden ber�ucksichtigen.

Analog zum Vergleich von bruchmechanischer Energiefreisetzungsrate G und kri-
tischer Energiefreisetzungsrate GC wurde ein schadensmechanisches Kriterium
aufgestellt, das im n�achsten Abschnitt diskutiert wird.

Kritische Energiefreisetzungsrate

In den Delaminationsmodellen von Allix, Ladeveze, Rinderknecht und an-
deren wird der Ri�fortschritt durch die zu den Sch�adigungsvariablen konjugier-
ten Kr�afte, die schadensmechanischen Energiefreisetzungsraten Yi, gesteuert. Bei
Rinderknecht �ndet man beispielweise das Kriterium [84]

Y1
Y C
1

+
Y2
Y C
2

+
Y3
Y C
3

> 1 : (6.57)

Die kritischen Enrgiefreisetzungsraten Y C
1 ; Y

C
2 und Y C

3 sollen hierbei Material-
konstanten sein.

Obwohl die Analogie zu bew�ahrten Ri�fortschrittskriterien der Bruchmechanik
f�ur das Kriterium einer kritischen schadensmechanischen Energiefreisetzungsra-
te YC spricht, ist dieses mangels physikalischer Begr�undung abzulehnen.6 Die
schadensmechanische Energiefreisetzungsrate Y ist gleich der �Anderung der ela-
stischen Energie bei fortschreitender Mikrosch�adigung [18]:

Y =
1

2

@we

@D

����
�=const

(6.58)

Es handelt sich hierbei nicht um die Energie�anderung aufgrund von Bildung oder
Wachstum eines makroskopischen Risses, sondern Y ist die verallgemeinerte trei-
bende Kraft f�ur die Mikrosch�adigung. Die Tatsache, da� zur Bildung der Mi-
krorisse Ober
�achenenergie aufzubringen ist, ist bereits in den Entwicklungsglei-
chungen der Sch�adigung enthalten, in welche Y entscheidend eingeht (5.17).

Y ist nicht die treibende Kraft des Delaminationswachstums und erscheint auch
nicht geeignet, um den �Ubergang von mikroskopischer zu makroskopischer Ri�-
bildung zu erkennen. Als Kriterium f�ur die Entstehung oder das Wachstum eines

6In [84] besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen D und Y , so da� das Ri�fort-
schrittskriterium auch durch die Sch�adigungsvariable ausgedr�uckt werden k�onnte, was physika-
lisch sinnvoller w�are.
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Makrorisses ben�otigen wir eine Gr�o�e, die angibt, wann der G�ultigkeitsbereich
des schadensmechanischen Modells verlassen wird.

Kritische Sch�adigung

In der ersten Phase der Materialsch�adigung entstehen und wachsen Mikrorisse
und L�ocher. Diese Phase kann in einem schadensmechanischen Kontinuumsmo-
dell beschrieben werden. Sobald die Ri�dichte eine gewisse Gr�o�e erreicht, kommt
es zur Koagulation von Mikrorissen, und schlie�lich bilden sich Makrorisse. Als
Versagenskriterium wird daher in schadensmechanischen Modellen h�au�g das Er-
reichen einer kritischen Sch�adigung DC gew�ahlt. Hierbei wird angenommen, da�
DC eine Materialkonstante ist.

In einigen Modellen der Grenz
�achensch�adigung charakterisiert ebenfalls die Va-
riable, welche die Sch�adigung bzw. Dekoh�asion beschreibt, den Beginn des dela-
minierten Bereichs (Chaboche [24], Point [81], mit DC = 1). Obwohl dieser
Ansatz keine direkte �Ahnlichkeit mit dem bruchmechanischen Kriterium aufweist,
l�a�t sich das bruchmechanische Modell dennoch als Grenzfall von schadensme-
chanischen Modellen darstellen (Abschnitt 6.2.1, [81]).

Das Kriterium einer kritischen Sch�adigung DC ist somit gegen�uber einer kri-
tischen schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate YC zu bevorzugen, da es
besser physikalisch motiviert ist und ebenfalls einen klaren Bezug zur Bruchme-
chanik aufweist. Der MaterialparameterDC mu� experimentell bestimmt werden.
Er ist kleiner als 1, da kein stetiger, vollst�andiger Verlust der Stei�gkeit beobach-
tet wird bzw. dieser so schnell eintritt, da� eine Modellierung als Trennung der
Grenz
�ache bei D = DC am einfachsten ist.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Um ein elastoplastisches schadensmechanisches Materialmodell zu formulieren,
dessen Evolutionsgleichungen nicht willk�urlich gew�ahlt werden, kann die Gestalt
der Gleichungen durch allgemeine physikalische Annahmen festgelegt werden.
Hierzu bieten sich drei Postulate an: das Irreversibilit�atspostulat von Ilyushin, die
Stabilit�atsbedingung von Drucker und das Prinzip der maximalen Dissipation. Es
ist bereits bekannt, da� diese Postulate bei einfachen elastoplastischen Modellen
zu einer assoziierten Normalenregel im Spannungsraum f�uhren.

Bei komplexeren Modellen mit inneren Variablen liefern die Postulate von Ilyus-
hin und Drucker eine Restriktion f�ur die Richtung der dissipativen Fl�usse, die
weniger streng als das Prinzip der maximalen Dissipation ist (Kapitel 3). In der
Darstellung durch Variationsungleichungen (3.7),(3.8) zeigt sich das Prinzip der
maximalen Dissipation als eine nat�urliche Erweiterung von Ilyushins Bedingung.
Druckers Postulat impliziert dieselbe Variationsungleichung wie Ilyushins Bedin-
gung, verlangt aber zus�atzlich eine strengere lokale Stabilit�atsbedingung.

Bei schadensmechanischen Modellen elastischer Materialien implizieren alle drei
Postulate eine Normalenregel im Raum der Sch�adigungskraft. Wird die Plastizit�at
ins schadensmechanische Modell einbezogen, so verlangen die Postulate von Ilyus-
hin und Drucker weder eine Normalenregel im Spannungsraum noch im Raum
der Sch�adigungskraft.

�Ubliche nicht-assoziierte, elastoplastische schadensmechanische Modelle verletzen
das Irreversibilit�ats- und Stabilit�atspostulat. Falls die Flie�funktion nicht von
der Sch�adigungskraft abh�angt, kann Ilyushins Bedingung nicht erf�ullt werden,
wenn die Flie�
�ache der von-Mises-Bedingung �ahnelt oder eine Normalenregel
im Spannungsraum gilt.

Das Prinzip der maximalen Dissipation ist keine notwendige Bedingung wie die
Haupts�atze der Thermodynamik. Dennoch ist ein Modell mit maximaler Dis-
sipation zu bevorzugen, sofern es mit den experimentellen Ergebnissen �uber-
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einstimmt. Die Anwendung eines allgemeinen Postulats, das durch den zweiten
Hauptsatz sowie die Irreversibilt�ats- und Stabilit�atsbedingungen motiviert ist, ist
eine weniger willk�urliche Vorgehensweise als die freie Wahl der Entwicklungsglei-
chungen.

Zur Beschreibung des Sch�adigungsprozesses in elastoplastischen Materialien �n-
det man in der Literatur mehrere Modelle, die auf separaten Flie�
�achen f�ur
Plastizit�at und Sch�adigung basieren. In Kapitel 4 wurde gezeigt, da� diese Mo-
delle einen Spezialfall von maximal{dissipativen Modellen darstellen, bei dem die
Flie�
�ache im Raum aller Kr�afte aus orthogonalen Teil
�achen besteht und bei
dem die beiden dissipativen Prozesse weitgehend entkoppelt sind. Mit einer glat-
ten Flie�
�ache hingegen erh�alt man eine starke Kopplung von Plastizit�at und
Sch�adigung. In einem neuen Modell wurde dieser Ansatz starker Kopplung erst-
malig konsequent umgesetzt. F�ur den Fall linearer Verfestigung und Sch�adigung
wurden die Modellgleichungen vereinfacht und ausgehend von einer Variations-
ungleichung in eine schwache Formulierung �uberf�uhrt.

An Proben aus einem Verg�utungsstahl 30CrNiMo8 wurden kraftgesteuerte, ein-
achsige Zugentlastungsversuche durchgef�uhrt, um die Entwicklung von plastischer
Dehnung und Sch�adigung zu beobachten (Kapitel 5). Die Me�ergebnisse k�onnen
durch ein elastoplastisches Modell mit isotroper Verfestigung und Sch�adigung, das
auf dem Prinzip der maximalen Dissipation basiert, sehr gut reproduziert werden.
Das Modell verwendet einen exponentiellen Ansatz f�ur die Verfestigungsenergie.
Der Sch�adigungsanteil der Flie�funktion ist quadratisch von der Sch�adigungs-
kraft und exponentiell von der Sch�adigungsvariable abh�angig. Das Modell konnte
f�ur mehrachsigen Spannungszust�ande mangels experimenteller Daten noch nicht
veri�ziert werden, liefert aber qualitativ richtige Aussagen.

In der vorliegenden Arbeit wurde somit erstmals gezeigt, wie schadensmechani-
sche Modelle f�ur Materialien mit starker Kopplung von Sch�adigung und Plasti-
zit�at systematisch formuliert werden k�onnen.

Die Anwendung des neuen Materialmodells zur Beschreibung des Delaminations-
wachstums in geschichteten, anisotropen Verbundwerksto�en wurde im Kapitel 6
vorgeschlagen. Die Proze�zone wird hierbei als Grenz
�ache modelliert, welche als
Grenzfall einer d�unnen Zwischenschicht verstanden werden kann. Als Ri�wachs-
tumskriterium dient eine kritische Sch�adigung. Es wurde gezeigt, da� die Ver-
wendung der schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate als Kriterium nicht
sinnvoll ist.

Die quantitative Anpassung des neuen schadensmechanischen Modells an experi-
mentelle Ergebnisse bei mehrachsigen Belastungen wird Gegenstand zuk�unftiger
Forschungsarbeiten sein. Weiterhin ist zu untersuchen, wie der �Ubergang zwi-
schen F�allen starker und schwacher Kopplung von Plastizit�at und Sch�adigung
durch die in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methoden erfa�t werden kann.
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Symbolverzeichnis

Vektorielle bzw. tensorielle Gr�o�en werden durch Fettdruck gekennzeichnet. F�ur
das Skalarprodukt zweier Vektoren wird folgende abk�urzende Schreibweise ver-
wendet:

X x := Xi xi

F�ur Tensoren zweiter (";�) und vierter Stufe (C) sei

"� := "ij �ij ; C " := Cijkl "kl :

Symbol Bedeutung siehe

b Parameter im schadensmechanischen Modell (4.44)
b1; b2 Parameter im schadensmechanischen Modell (5.8), (5.22)
C Stei�gkeitstensor
D skalare Sch�adigungsvariable 2.2.1
D tensorielle Sch�adigungsvariable
D Dissipationsleistung, Dissipationsfunktion D( _xd) (2.17)
e elastische Dehung
E Elastizit�atsmodul
f spezi�sche freie Helmholtz-Energie (pro Volumen)
F Flie�funktion S. 10
FY Sch�adigungsanteil in der Flie�funktion (4.33)
g Ansatzfunktion (in Kap. 4,5) (4.36)
G plastisches Potential (in Kap. 2 bis 4), Energiefreiset-

zungsrate (in Kap. 6)
h spezi�sche freie Enthalpie (in Kap. 3.1.3); Ansatzfunk-

tion (in Kap. 4,5)
(3.38);
(4.36)

IK Indikatorfunktion der Menge K (2.42)
k Parameter im schadensmechanischen Modell (4.43)
k1; k2 Parameter im schadensmechanischen Modell (5.7)
k Volumenkraft
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Symbol Bedeutung siehe

K konvexe Menge, elastischer Bereich (2.23)
M Mannigfaltigkeit der elastisch erreichbaren Zust�ande S. 28
n Normale; Normalenvektor an der Flie�
�ache
p plastische Dehnung
~_p e�ektive plastische Dehnungsrate (4.70)
r Verfestigungsvariable
r von der elastischen Dehnung entkoppelte innere Variable (3.3)
R zu r konjugierte Kraft
R konjugierte Kraft zur Verfestigungsvariable
s mit der elastischen Dehnung gekoppelte innere Variable (3.3)
S zu s konjugierte Kraft
t Zeit
t Grenz
�achenspannung 6.2.1
u innere Energie
u Verschiebung; Verschiebungssprung (in Kap. 6)
W elastische Arbeit
x Zustandsvariablen
xd dissipative Variablen (2.19)
X konjugierte Kr�afte
Xd dissipative Kr�afte (2.19)
�Y zur skalaren Sch�adigungsvariable konjugierte Kraft (2.73);(6.4)
�Y zur tensoriellen Sch�adigungsvariable konjugierte Kraft
" Gesamtdehnung

 Sch�adigungsvariable (nicht �uber Stei�gkeit de�niert) 6.2.1
� Multiplikator
� Querkontraktionszahl
	 Dissipationspotential (2.33)
� Spannung
�y Flie�grenze
�0 Spannungsdeviator (3.79)
�m hydrostatischer Spannungsanteil (3.78)
�eq von-Mises-Vergleichsspannung (3.80)
~� e�ektive Spannung 2.2.1
� innere Variablen
� zu den inneren Variablen konjugierte Kr�afte (2.7)
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