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Kurzfassung

Der vorliegende Bericht befaft sich mit der Formulierung und Integration von Material-
modellen mit isotroper Schidigung. Basierend auf der irreversiblen Thermodynamik mit in-
neren Zustandsvariablen werden Materialmodelle der Thermoplastizitit und Thermovisko-
plastizitdt mit nichtlinearer isotroper und nichtlinearer kinematischer Verfestigung vorgestellt,
die in thermodynamisch konsistenter Weise mit Schidigung gekoppelt sind. Die konstitutiven
Gleichungen werden so formuliert, dafl der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der

Clausius-Duhem-Ungleichung fiir alle zuldssigen Prozesse stets erfiillt ist.

Fiir drei Plastizitdtsmodelle, die fiir kleine Deformationen formuliert und in unterschiedlicher
Weise mit Schidigung gekoppelt sind, wird eine Md6glichkeit aufgezeigt, wie diese in thermo-
dynamisch konsistenter Form auf grofie Deformationen verallgemeinert werden kénnen. Die
Schéidigungsentwicklung wird durch eine Evolutionsgleichung fiir duktile Schidigung beschrie-
ben, die sowohl Porenbildung als auch Porenwachstum beriicksichtigt. Die Verallgemeinerung
der konstitutiven Gleichungen auf grofle Deformationen basiert auf dem sogenannten Konzept
der dualen Variablen. Die Materialgleichungen unterliegen einer speziellen thermodynamischen
Formulierung, deren Besonderheit einerseits in der Wahl der Verzerrungs- und Spannungsten-
soren sowie den zugehorigen objektiven Ableitungen, andererseits in der Modellierung der

kinematischen Verfestigung liegt.

Im Hinblick auf eine effiziente numerische Umsetzung werden kleine elastische Verzerrungen
und eine vereinfachte kinematische Verfestigungsregel angenommen. Fiir diese vereinfachte
Version der Materialmodelle miissen gewisse Restriktionen erfiillt sein, damit die Clausius-

Duhem-Ungleichung in hinreichender Weise befriedigt wird.

Fiir eine auf Thermoviskoplastizitit erweiterte, vereinfachte Version wird ein effektiver, impli-
ziter Integrationsalgorithmus vorgestellt, der auf einem Operator-Split-Verfahren basiert. Die
spezielle Struktur des Differentialgleichungssystems ermoglicht eine Reduktion der mit dem
Newton-Verfahren zu losenden Gleichungen. Die konstitutiven Beitrége zur Tangentensteifig-

keitsmatrix werden analytisch ermittelt.

Das vorgestellte Integrationsverfahren wurde iiber die Benutzerschnittstelle UMAT in das
Finite Elemente Programm ABAQUS implementiert. Einige Anwendungsbeispiele fiir ver-
schiebungs- und kraftgesteuerte Prozesse werden diskutiert. Im Rahmen einer gekoppelten
thermomechanischen FE-Analyse wird der Einschniirvorgang einer axialsymmetrischen Zug-
probe simuliert sowie das Verformungsverhalten eines mit Innendruck und Temperatur beauf-

schlagten diinnwandigen Zylinders untersucht.



Abstract

Small and Finite Deformation Thermoplasticity and Thermovisco-
plasticity with Damage

This report deals with the formulation and numerical integration of constitutive models with
isotropic damage. Based on the irreversible thermodynamics and the internal state variable
theory, damage-thermoplasticity and -thermoviscoplasticity models incorporating nonlinear
isotropic and nonlinear kinematic hardening are presented. Care is taken that the evolution
equations governing the hardening response satisfy the second law of thermodynamics in the

form of the Clausius-Duhem inequality for every admissible process.

For three elastoplastic damage models, a possibility to generalize the constitutive equations
from small to finite deformations is shown. A damage evolution equation for ductile damage
is formulated taking into account the nucleation and growth of voids. The generalization of
the constitutive equations to finite deformations is based on the concept of so-called dual
variables. The characteristic features of the theoretical framework adopted, are the choice of
the strain and stress tensors and suitable associated time derivatives as well as the modeling

of the kinematic hardening.

In view of an efficient numerical integration procedure, small elastic strains and a simplified
kinematic hardening rule is assumed. For this simplified version of the constitutive models
some restrictions must be fulfilled in order to satisfy the Clausius-Duhem inequality in a

sufficient way.

For a simplified version of a damage-thermoviscoplasticity model an efficient, implicit time
integration algorithm making use of the operator splitting methodology is presented. The
special structure of the system of differential equations allows a reduction of the equations to
be solved by means of Newton’s method. The contributions to the consistent tangent modulus

are calculated analytically.

The resulting integration algorithm has been implemented as a UMAT-subroutine into the
ABAQUS finite element code. Some numerical examples for displacement and force controlled
processes are discussed. Based on a coupled thermomechanical FE analysis, the necking of a
axisymmetric tensile specimen and the deformation behavior of a thin cylinder under internal

pressure and thermal loading is simulated.
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Notation und Operatoren

Tensoren erster und zweiter Stufe werden in Fettdruck dargestellt, Tensoren vierter Stufe
werden zusédtzlich durch kalligrafische Buchstaben gekennzeichnet. Alle Komponentendarstel-
lungen tensorieller Grolen beziehen sich auf ein kartesisches Koordinatensystem mit den Ba-
sisvektoren e; (i = 1,2,3) und unterliegen der Einsteinschen Summationskonvention. Die
verwendeten Rechenregeln kénnen, sofern sie hier nicht angegeben sind, den Lehrbiichern von
DE BOER [26] und KLINGBEIL [49] entnommen werden.

Notation

Lateinische Buchstaben

A Almansi’scher Verzerrungstensor

Ce spezifische Warmekapazitéit bei konstanter Verzerrung

dX materielles Linienelement in Rp

dx materielles Linienelement in IA?t

dx materielles Linienelement in R;

d Schidigungsvariable

D symmetrischer Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten

(Verzerrungsgeschwindigkeitstensor)

e spezifische innere Energie

€5 in Form von innerer Energie gespeicherte spezifische Leistung
€sy gespeicherte spezifische Leistung, infolge der Anderung von Y
€sr gespeicherte spezifische Leistung, infolge der Anderung von r

€sd gespeicherte spezifische Leistung, infolge der Anderung von d

E Euklidischer Punktraum

E Green’scher Verzerrungstensor

E linearisierter Green’scher Verzerrungstensor

F FlieBfunktion

f spezifische Volumenkraft

F Deformationsgradient

IV



AF

=~ 0

inkrementeller Deformationsgradient

Temperaturgradient (g=gradf)

innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der isotropen
Verfestigung

rdumlicher Geschwindigkeitsgradient

Mandel’scher Spannungstensor der Zwischenkonfiguration

Normale an die Fliefifliche

Wirmeflufivektor

orthogonaler Rotationstensor

innere Variable vom Dehnungstyp

Wirmezufuhr pro Zeit- und Masseneinheit der Referenzkonfiguration
Raumbereich des materieller Kérpers B in E bzgl. der Ausgangskonfiguration
Raumbereich des materieller Kérpers B in E bzgl. der Referenzkonfiguration
Raumbereich des materieller Kérpers B in E bzgl. der Zwischenkonfiguration
Raumbereich des materieller Kérpers B in E bzgl. der Konfiguration zum
Zeitpunkt ¢

Raumbereich des materieller Kérpers B in E bzgl. der Konfiguration zum
Zeitpunkt ¢+ At

orthogonaler Rotationstensor

plastische Bogenlédnge

gewichteter Cauchy’scher Spannungstensor

Zeitpunkt am Inkrementanfang

Zeitinkrement

Spannungsvektor

Cauchy’scher Spannungstensor

2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor

2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor der Zwischenkonfiguration
Verschiebungsvektor

inkrementeller Verschiebungsvektor

rechter Strecktensor

Geschwindigkeitsvektor

linker Strecktensor

antisymmetrischer Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten
(Wirbeltensor)

Ortsvektor eines materiellen Punktes in Ry

Ortsvektor eines materiellen Punktes in R,

innere Variable vom Dehnungstyp

innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung (bei finiten Deformationen)
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Griechische Buchstaben

Qe

> &

O,

ﬂb%l\‘w L AL S

<

& X =

Wirmeausdehnungskoeffizient

Finger’scher Verzerrungstensor

Entropieproduktion

Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration (Familie 2)
Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration (Familie 1)
Kronecker-Symbol

Piola’scher Verzerrungstensor

Verzerrungsinkrement gemafl HUGHES-WINGET
spezifische Entropie

absolute Temperatur

Temperaturinkrement,

Referenztemperatur von « und c,

Temperaturdifferenz 6 —0,

Kompressionsmodul (k=A+2/3 )

Normale an materielle Fliche in Rp

Normale an materielle Fliche in IA?t

Normale an materielle Fliche in R;

Lamé’sche Konstanten

plastischer Multiplikator

innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der kinematischen
Verfestigung (bei kleinen Deformationen)
Translationstensor der kinematischen Verfestigung in R,
Massendichte bzgl. Ry

Massendichte bzgl. R,

Spannungstensor der Referenzkonfiguration (Familie 2)
Spannungstensor der Zwischenkonfiguration (Familie 2)
Spannungstensor der Momentankonfiguration (Familie 2)
skalarwertige Testfunktion

vektorwertige Testfunktion

spezifische freie Energie

thermoelastische Kopplung

spezifische plastische Spannungsleistung

spezifische Leistung wy=we;+w,—é

innere Variable vom Spannungstyp

elastische Energiefreisetzungsrate
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Kalligrafische Buchstaben

B materieller Kérper

E Einheitstensor vierter Stufe (€=0d;j e e, e, De,)
C Elastizitétstensor vierter Stufe

M reziproker Elastizitétstensor vierter Stufe (M C=E)

1 Einheitstensor zweiter Stufe (1=0;;e; @ €;)

Indizes und Funktionssymbole

elastischer Anteil von (-)

o

thermischer Anteil von (-)

o

thermoelastischer Anteil von (-)

o
o+

inelastischer Anteil von (-)

bS]

numerisch bestimmte Ndherung von (-) zum Zeitpunkt ¢

o

numerisch bestimmte Ndherung von (-) zum Zeitpunkt t41/2 At

-
~
N

numerisch bestimmte Néherung von (-) zum Zeitpunkt ¢+ At
Wert von (-) in Operator I

Wert von (-) in Operator 11

Wert von (-) in Operator 111

bar Transformierte von (-)

~— '~ — e O e ' —
—

~

partielle Ableitung von () nach der Temperatur
Funktion der Groflen (Ae, A, Q)
Funktion der Groflen (Ae, A0, Sy, Zq,ky, &, dy)

C

NN

Es seien a, b Vektoren, A, B, C Tensoren zweiter und D ein Tensor vierter Stufe.

Operatoren

GRAD Gradient bzgl. der Referenzkonfiguration
grad Gradient bzgl. der Momentankonfiguration
div Divergenz bzgl. der Momentankonfiguration
detA Determinante von A

SpA Spur von A

VII



AP deviatorischer Anteil von A (AP =A—1/3(SpA) 1)
|A|| euklidische Norm von A (||A[|=vA - A)

|A|lp deviatorische Norm von A ([|Al[p=\/2A-A)

(+) Mec Auley Klammer

()t Inverse von (-)

()7 Transponierte von (-)

(1) materielle Zeitableitung von (-)

A Jaumann-Ableitung von A (_& —A-WA+AW)

A untere Oldroyd Ableitung von A (_/AX —A+LTA+AL)
A obere Oldroyd Ableitung von A (A=A-L A—A L")
a®b dyadisches Produkt von aund b (a®b = a;b;e; ® €;)
A®B dyadisches Produkt von A und B (A® B = A;; By,e, Qe Qe, Qey,)
AB Tensorprodukt von A und B (AB = A;; Bje; @ ep,)
A-B Skalarprodukt von A und B (A-B = Sp (A BT))
D[A] Anwendung von D auf A (D[A] = DjjuArnei@e;)
Rechenregeln

Sp(ABC) = Sp(CAB) =Sp(BCA)

(A®B)[C] = (B-C)A

DT - Dmnz] e €; Ke,Re,®

A-D[B] = D"[A]-B

9(A-B)

0C

o) m ()

VIII



1 Einleitung

Das Konzept der Kontinuums-Schiadigungsmechanik ermoglicht, das lokale Versagen von Bau-
teilen unter mechanischer und thermischer Belastung vorherzusagen. Das Konzept basiert auf
der physikalischen Vorstellung, dafi Oberflichenunstetigkeiten in Form von Mikrorissen oder
Volumenunstetigkeiten in Form von Poren zu einer Schwéchung des Werkstoffs fiihren und die
Tragfahigkeit eines Bauteils herabsetzen. Die Schédigungsmechanik beschreibt den Bereich

vom ungeschéidigten Zustand eines Werkstoffs bis zum Einsetzen der Makroriflbildung.

Die Entwicklung der Schidigungsmechanik begann Ende der fiinfziger Jahre mit der Arbeit
von KACHANOV [47], der erstmals eine skalarwertige Schidigungsvariable einfiihrte und eine
entsprechende Evolutionsgleichung fiir diese Grofle formulierte. Das KAcHANOV Modell ba-
siert auf der Theorie kleiner Deformationen und wurde entwickelt, um das Kriechversagen
von Metallen unter einachsiger Belastung wiederzugeben. Abgesehen von einem Beitrag von
RaABOTNOV [78] aus dem Jahre 1968, der das Konzept der effektiven Spannung einfiihrte,
wurde diese rein phinomenologische Vorgehensweise erst im Laufe der siebziger Jahre wieder
aufgegriffen. In der Literatur existieren, insbesondere fiir die Theorie kleiner Deformationen,
eine Vielzahl von Moglichkeiten isotrope Schidigung in den konstitutiven Gleichungen zu
beriicksichtigen. Neben Kriechschidigung ([22], [23], [39], [51], [54], [94]) wurden vor allem
duktile Schadigung ([57), [64], [81], [82], [83], [93]), Ermidungsschidigung ([18], [31]) und die
Wechselwirkung zwischen Kriech- und Ermidungsschidigung ([1], [9], [66]) untersucht. Die
Konzepte wurden auf mehrachsige Belastungen verallgemeinert und in einen thermodyna-
mischen Rahmen eingebettet. Zuséitzlich wurde dem anisotropen Charakter der Schiadigung
in einer Vielzahl von Veroffentlichungen ([8], [10], [16], [68], [69], [74], [75], [100]) Rechnung
getragen. Neuere Untersuchungen auf dem Gebiet der Schidigungsmechanik befassen sich
verstdrkt mit der numerischen Umsetzung der Materialmodelle in Finite Elemente Programme
([5], [7], [21], [25], [32], [33], [46], [85], [86], [89], [90], [91]). Neben der Entwicklung effektiver
Integrationsalgorithmen® wird eine Formulierung der Modelle angestrebt, die eine eindeutige
experimentelle Identifikation der Materialparameter ermdéglicht. Auf die Bestimmung von Ma-
terialparametern wird im Rahmen dieser Arbeit allerdings nicht eingegangen, vielmehr sei in

diesem Zusammenhang auf [2] verwiesen.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine Mo6glichkeit aufgezeigt, wie Materialmodelle
mit isotroper Schiadigung in thermodynamisch konsistenter Weise von kleinen auf grofie De-

formationen verallgemeinert werden kénnen.

!Repisentative Arbeiten ohne Schiidigung siehe z.B. [17], [35], [36], [42], [43], [45].
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Nach einer kurzen Einfiihrung in die Grundlagen der Kontinuumsmechanik in Kapitel 2 wer-
den im dritten Kapitel zunéchst drei fiir kleine Deformationen formulierte Plastizitdtsmodelle
mit nichtlinearer isotroper und kinematischer Verfestigung vorgestellt, die in thermodynamisch
konsistenter Weise mit Schiadigung gekoppelt sind. Es handelt sich hierbei um ein Modell von
LEMAITRE [61, S.50{f], ein Modell von BENALLAL ET AL. [4] sowie ein neuentwickeltes Mo-
dell, das die Bezeichnung Modell B triagt. Die Verallgemeinerung dieser drei Materialmodelle
auf grofle Deformationen basiert auf dem von HAUPT & TSAKMAKIS entwickelten Konzept
der dualen Variablen [38], das Spannungs- und Verzerrungstensoren in natiirlicher Weise einan-
der zuordnet und die entsprechenden objektiven Zeitableitungen bereitstellt. Die konstitutiven
Gleichungen sind in einen speziellen thermodynamischen Rahmen eingebettet, der in dieser
Form erstmals von TSAKMAKIS [97] vorgestellt wurde. Die so gewonnene ,exakte thermo-
dynamische Formulierung® wird im Hinblick auf eine effiziente numerische Umsetzung gewissen
Vereinfachungen unterworfen. Es werden kleine elastische Verzerrungen und eine vereinfachte
konstitutive Beziehung fiir die kinematische Verfestigung angenommen. Allerdings miissen fiir
diesen Sonderfall gewisse Restriktionen erfiillt sein, damit die thermodynamische Konsistenz
der Materialgleichungen gewihrleistet bleibt.

Im vierten Kapitel wird die , exakte thermodynamische Formulierung® von Modell B auf
Thermoviskoplastizitit erweitert. Um das Materialverhalten insbesondere bei hohen Tempe-
raturen besser beschreiben zu kénnen, werden in den Evolutionsgleichungen fiir die isotrope
und die kinematische sogenannte statische Erholungsterme eingefithrt. Abschlielend erfolgt der
Ubergang zu kleinen thermoelastischen Verzerrungen und einer vereinfachten kinematischen

Verfestigungsregel.

Das fiinfte Kapitel befafit sich mit der numerischen Umsetzung des in Kapitel 4 erlduterten
Materialmodells in das Finite Elemente Programm ABAQUS [41]. Der Ausgangspunkt der
Methode der finiten Elemente bei gekoppelten thermomechanischen Problemen ist die schwa-
che Form der Impulsbilanz und der Warmeleitungsgleichung. Fiir eine gegebene Belastung
gilt es den entsprechenden Zustand eines Kérpers, d.h. die unbekannten Zustandsgrofien Ver-
schiebung und Temperatur zu ermitteln, so daf die schwache Form der Feldgleichungen erfiillt
ist. Dies erfordert in der Regel eine inkrementelle Vorgehensweise und eine Integration der
konstitutiven Gleichungen im Rahmen einer Materialroutine.

Der hier vorgestellte Integrationsalgorithmus basiert auf dem HUGHES-WINGET-Verfahren
[44], das einen schwachen Grad an inkrementeller Objektivitéit gewéhrleistet. Das System der
konstitutiven Gleichungen wird, wie in der Literatur iiblich (z.B. [46], [85], [89], [90]) mit einem
Operator-Split- Verfahren integriert. In Anlehnung an die Arbeit von JANSOHN [45] wird ein
dreifacher Operator-Split eingefiihrt. Die Aufteilung erfolgt in einen thermoelastischen An-
teil (Operator I), einen inelastischen Anteil (Operator II) und einen Anteil, der die statischen
Erholungsterme beinhaltet (Operator III). Der thermoelastische Anteil wird mit der Mittel-
punktsregel integriert, die beiden anderen Anteile mit einem impliziten Euler-Verfahren. Die

speziellen Struktur des Materialmodells ermoglicht eine erhebliche Reduktion der zu l6senden



Gleichungen in den Operatoren II und III. Somit behélt der in [45] vorgestellte Integrations-
algorithmus auch bei Beriicksichtigung von Schédigung seine Effizienz bei. Im Anschlufl an
die Berechnung der Zustandsvariablen miissen die konstitutiven Beitrige zur Tangentensteifig-
keitsmatrix fiir die globale Gleichgewichtsiteration bereitgestellt werden. Im Hinblick auf eine
optimale Konvergenzgeschwindigkeit werden die Beitrdge zur Tangentensteifigkeit analytisch
bestimmt (siehe hierzu auch [17], [45], [90]).

Abschlieflend werden in Kapitel 6 einige Anwendungsbeispiele fiir verschiebungs- und kraftge-
steuerte Prozesse vorgestellt. Im Rahmen einer gekoppelten thermomechanischen FE-Analyse
wird der Einschniirvorgang einer axialsymmetrischen Zugprobe simuliert sowie das Verfor-
mungsverhalten eines mit Innendruck und Temperatur beaufschlagten, diinnwandigen Zylin-

ders untersucht.



2 Grundlagen der Kontinuums-Schidigungs-

mechanik

2.1 Definition der Schidigungsvariablen

Zur phédnomenologischen Beschreibung der Schidigung werden innere Zustandsvariablen ein-
gefiihrt, deren zeitliche Anderungen durch Evolutionsgleichungen gegeben sind. In der Literatur
findet man verschiedene Schidigungsvariablen, die unterschiedliche physikalische Bedeutung
besitzen. Beispielsweise beschreiben NEEDLEMAN & TVERGAARD [99, 77|, ROUSSELIER [82],
BENANNI ET. AL. [6] die Schidigung durch das relative Porenvolumen, wohingegen MUDRY
[73] den Hohlraumradius als Ma8 fiir die Schidigung auffaft.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Schiadigung im Sinne von LEMAITRE & CHABOCHE
(62, S.3491] als relative Oberflichendichte von Mikrodefekten verstanden. Hierzu wird an
einem materiellen Punkt eines geschddigten Materials ein Flachenelement mit dem Betrag
da und dem Normalenvektor n betrachtet (siehe Abbildung 2.1). Derjenige Anteil der Fléche
da, der von Mikrodefekten, d.h. Mikrorissen und Mikroporen eingenommen wird, sei dag.
Somit wird als Maf fiir die Schiadigung in Richtung n das Verhiltnis

. dad

dw) = 4 (2.1)

definiert. Es ist ersichtlich, daf d(,) die folgenden Grenzwerte besitzt:
dm) = 0 im ungeschédigten Zustand

dm) = 1 beim Bruch des dem betrachteten materiellen Punktes zugehdrigen Volumen-

elements in zwei Teile.

Da Mikrorisse und Mikroporen in der Regel gewisse Vorzugsrichtungen aufweisen, ist die
Schéidigung grundsétzlich von anisotroper Natur. Der geschiadigte Zustand wird durch eine
tensorielle Grofle beschrieben. Beispielsweise fiihren MURAKAMI & OHNO [75] einen symme-
trischen Schiadigungstensor zweiter Stufe, CHABOCHE [10] einen nichtsymmetrischen Tensor
vierter Stufe ein. In der vorliegenden Arbeit blieb der anisotrope Charakter der Schédigung
unberiicksichtigt. Es wurde davon ausgegangen, dal die Mikrodefekte in allen Richtungen

gleichverteilt sind und der geschiddigte Zustand durch eine skalare Grofle
d(n) =d (2.2)

erfafit werden kann.



Abb. 2.1: Definition der Schadigung nach LEMAITRE [56].

2.2 Zerlegung der Deformation

Im folgenden wird ein materieller Kérper B im dreidimensionalen euklidischen Punktraum E
betrachtet, der bzgl. einer Referenzkonfiguration den Raumbereich Rp einnimmt. Nach Wahl
eines raumfesten Bezugspunktes O in E, ldft sich jedem materiellen Punkt X aus Rp ein
Ortsvektor X zuordnen. Der Ort x, den der materielle Punkt X zur Zeit ¢ in der Momentan-

konfiguration einnimmt, wird durch die Bewegungsgleichung
x = x (X, 1) (2.3)

beschrieben, wobei fiir festgehaltenes t eine Inverse X = X (x,t) existiert. Der dabei von B

beaufschlagte Raumbereich wird mit R; bezeichnet.

Fiir einen beliebigen, aber festen, Zeitpunkt ¢ wird der Deformationsgradient F wie folgt
definiert:

Der Deformationsgradient stellt somit eine Abbildungsvorschrift dar, die materielle Linienele-
mente der Referenzkonfiguration dX in materielle Linienelemente der Momentankonfiguration

dx transformiert:
dx = FdX . (2.5)

Dabei wird det F >0 vorausgesetzt.



Anstelle materieller Linienelemente kénnen auch Normalen an materiellen Flichen betrachtet
werden. Es sei durch ¢ (X)=C=konst. eine materielle Fliche bzgl. der Referenzkonfiguration
definiert. In der Momentankonfiguration hat dieselbe materielle Fléche die zeitabhidngige Form
¢ (x,t)=C, wobei gilt ¢ (x,t)=¢p (X (X,t),t)=¢ (X)=C fiir t=konst.. Bildet man das totale

Differential und setzt Beziehung (2.5) ein, so liefert dies
A=F""A | (2.6)

wobei A = GRAD ¢(X) der Normalen an die materielle Fliche in der Ausgangskonfiguration
und A = grad ¢(x,t) der Normalen an dieselbe materielle Fldche in der Momentankonfigura-

tion entspricht.

Wegen det F' > 0 existiert eine eindeutige polare Zerlegung des Deformationsgradienten in
einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor R und einen symmetrischen, positiv definiten
Tensor U bzw. V:

F=RU=VR . (2.7)

Die beiden Tensoren U und V werden als rechter bzw. linker Strecktensor bezeichnet. Bildet
man die materielle Zeitableitung der G1.(2.5) und ersetzt dX durch die inverse Beziehung der
GL.(2.5), so folgt

(dx) = FFldx . (2.8)
Die multiplikative Verkniipfung F F~! bildet den riumlichen Geschuindigkeitsgradienten
L =FF!=gradx . (2.9)

Dieser kann additiv zerlegt werden in der Form

L=D+W, (2.10)
wobei
D = 1(L + L") (2.11)
2

den symmetrischen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und

W= (L-1") . (2.12)

1
2

den antisymmetrischen Wirbeltensor reprisentiert.



Die im Rahmen der irreversiblen Kontinuumsmechanik bei finiten Deformationen iiblicherweise

geltende multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
F =F.,F, (2.13)

in einen thermoelastischen Anteil F., und einen irreversiblen inelastischen Anteil F,, wird
auch im Zusammenhang mit Schiidigung in der Regel beibehalten (siehe z.B. [90], [91])!. Dies
impliziert eine weitere Konfiguration, die sogenannte Zwischenkonfiguration R. Sie basiert auf
dem Gedanken eines fiktiven lokalen Entlastungsvorgangs, ist infolgedessen spannungsfrei und
im allgemeinen nicht kompatibel. Die beiden Tensorfelder F.; und F, in der Zerlegung (2.13)
sind durch das System der konstitutiven Gleichungen nur bis auf eine Starrkérperrotation
eindeutig bestimmt, da sie durch einen beliebigen eigentlich orthogonalen Tensor Q ergénzt

werden koénnen, d.h.
F=F,Q"QF, . (2.14)

In diesem Zusammenhang erscheint es naheliegend Invarianz der Materialgleichungen ge-
geniiber beliebigen Drehungen der Zwischenkonfiguration zu fordern, wie dies GREEN &
NAGHDI [34] getan haben.

Einsetzen der Beziehung (2.13) in Gleichung (2.5) bzw. (2.6) liefert die Abbildungsvorschriften

dx = F,dx , dx = F,dX (2.15)
bzw.
A=F"'X, A=F"A, (2.16)

wobei dx bzw. XA Vektorfelder in der Zwischenkonfiguration darstellen. Entsprechend den

kinematischen Zusammenhingen (2.9),(2.11) werden bzgl. R, die folgenden Beziehungen ein-

gefiihrt:
L, =F,F*', (2.17)
A 1 /-~ .
D, =3 (L, + L) . (2.18)

!Eine andere Auffassung vertritt GELIN [33], der eine multiplikative Zerlegung der Deformation in elastische,

geschidigte und inelastische Anteile vorschligt.



2.3 Konzept der dualen Variablen

Die Theorie finiter Deformationen bietet eine Vielzahl von Md&glichkeiten, Spannungs- und Ver-
zerrungstensoren zu definieren. Hierbei stellt sich die Frage, welcher Spannungstensor welchem
Verzerrungstensor sinnvollerweise zuzuordnen ist und wie die entsprechenden Zeitableitungen
gewéhlt werden sollten. Eine Antwort liefert das von HAUPT & TSAKMAKIS [38] entwickelte
Konzept der dualen Variablen (s. auch TSAKMAKIS [95, 97]). Ausgehend von skalaren Grofien,
die als forminvariant bzgl. der gewéhlten Konfiguration definiert werden, erhilt man zugeord-

nete Spannungs- und Verzerrungstensoren, sowie geeignete Zeitableitungen.

Die betrachteten skalarwertigen Groflen sind die Differenzen

A = = (dx-dx — dX - dX) , §==(MAA—A-A) (2.19)

DN =

1
2
und die Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Referenzkonfiguration

W=S8-D, (2.20)

wobei S=(detF) T dem gewichteten Cauchy’schen Spannungstensor und T dem Cauchy’schen

Spannungstensor entspricht.

Die Forderung nach Forminvarianz der GroBen A, 6 und der materiellen Zeitableitungen A,
5, A, 4, ... fiihrt zu unterschiedlichen Verzerrungstensoren und zugeordneten Zeitableitungen.
In diesem Zusammenhang wird zwischen zwei Familien unterschieden. Die Menge aller Ver-
zerrungstensoren basierend auf A wird Familie 1 zugeordnet, die auf Basis von § definierten
Tensoren Familie 2. Die Gleichungen (2.15), und (2.16), legen zusétzlich eine additive Zerle-

gung der beiden Groflen A, in einen thermoelastischen und einen inelastischen Anteil gemé&f

1 1
A=A+ 4, Ay =5 (dxodx — di-dg) A, = o (dx-dx - dX-dX) (221)
bzw.
~ A 1 /~ =
§ = 0o + 06, 5et:—(>\->\—>\->\) , 6p:§(A-A—A-A) (2.22)

nahe. Die Gewéhrleistung der Forminvarianz der Groflen A, Ay, det, 0, und derer materi-
eller Zeitableitungen impliziert eine additive Aufspaltung der Verzerrungstensoren und der
zugehorigen Geschwindigkeiten. Mit Hilfe der Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Re-
ferenzkonfiguration W 143t sich jedem so definierten Verzerrungstensor ein sogenannter dualer
Spannungstensor zuweisen. Setzt man ferner die Invarianz der skalaren Grofien W, W, ..

voraus, so erhélt man die zugeordneten Spannungsgeschwindigkeiten.



Fir Familie 1 ergeben sich somit die Beziehungen

A = dX-EdX = dx-T'dx = dx-Adx , (2.23)
Ay = dX-E,dX = dx-T,dx = dx- A, dx , (2.24)
A, = dX -E,dX = dx-T,dx = dx-A,dx , (2.25)
mit
E, = % (F'F - F,F,) , E,= % (FIF, - 1) , E=Eq+E,, (2.26)
r, = FI"'E,F,’ , I,=F'EF' | I=TI,+T,, (2.27)
A, = FI'r,F! . A, =FIOID,FY . A=A, + A, (2.28)

wobei E dem Green’schen Verzerrungstensor bzgl. Rg, T' einem Verzerrungstensor bzgl. R,

und A dem Almansi’schen Verzerrungstensor bzgl. R, entspricht.

Weiterhin gilt

. . A A
A = dX-EdX =dx- T dx = dx- A dx , (2.29)
) . A A
Ay = dX-E,;dX =dx Ty, dx = dx- A, dx , (2.30)
. . A A
A, = dX -E,dX =dx-I', dx = dx-A,dx , (2.31)

d.h. die zugeordneten Verzerrungsgeschwindigkeiten sind zum einen die materielle Zeitab-

leitung bzgl. Rg zum anderen die unteren Oldroyd Ableitungen

O = () +L"O+ (L, : bzglR, , (2.32)

O = O +L"()+ (L : bzglRy . (2.33)

Ferner kann gezeigt werden, dafl die Beziehungen

A .

A=A +L"A+AL =D (2.34)
bzw.

2 - JA A .

r,=1r,+L7T,+I,L, =D, (2.35)
gelten.



Die entspechenden dualen Spannungstensoren sind bzgl. R, der gewichtete Cauchy’sche

Spannungstensor S, bzgl. Rg der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor T mit
T =F!SF/! (2.36)

und bzgl. R, ein Spannungstensor T, der einem zweiten Piola-Kurchhoff Spannungstensor in

der Zunschenkonfiguration
T = F'SF! (2.37)
entspricht. Insgesamt gilt somit
O S
W=S-D=T-T=T-E . (2.38)

Aus der Forminvarianz der GréBen W, W, ... lassen sich als zugehorige Spannungsgeschwindig-

keiten die materielle Zeitableitung bzgl. Rz und die oberen Oldroyd Ableitungen

()" = () —L,() - OLY : bzglR, , (2.39)
()" = () =L() - OLT : bzglR, (2.40)
ableiten.

Analoge Vorgehensweise liefert fiir Familie 2

§ = AeA=X-AX=X-al , (2.41)
bt = A-€aA=XA, X=X ag , (2.42)
6 = AgyA=X-F,A=Xa,A , (2.43)
mit
| R T 1
c = 3 (F 0 CRE R O 0 1) &=y (F LIl 1) L e =€uqte,, (244)
Yoo = FpeaF, . 4y = Fpe, Fy v A= A+, (245)
oy = Fetﬁ/etFZ; , Ft'pr , o= Qg + oy . (2.46)

Hier ist € der Piola’sche Verzerrungstensor bzgl. Rg, % ein Verzerrungstensor bzgl. R, und o
der Finger’sche Verzerrungstensor bzgl. R;. Ausgehend von den Beziehungen (2.41) — (2.43)
folgt

. ~ A L
§ = AeA=XFA=XxaA, (2.47)
. ~ A ~
b = A-€ah =Xy X=X G A, (2.48)
~ & L
0 = A A =X, A=Xa A, (2.49)



wobei im Gegensatz zu Familie 1 die entsprechenden Verzerrungsgeschwindigkeiten bzgl. R,
und R; durch die oberen Oldroyd Ableitungen

0" = 0 -L,() - OLY : bzglR, | (2.50)
)" = () =L - 0OLY : bzglR, . (2.51)

gegeben sind.
In Analogie zu (2.34) bzw. (2.35) lassen sich folgende Zusammenhénge ableiten:

a = a-La-aL” =-D | (2.52)
A . ~ ~ A
Yy = Ay~ LA, — L = -D, (2.53)

Die den Verzerrungstensoren o, 4 und e iiber die Spannungsleistung zugeordneten dualen

Spannungstensoren sind ¢, 7 und 7, wobei

s = —S, (2.54)
7 = FlcF. . (2:5)
7 = FIgF . (2.56)

Als Spannungsgeschwindigkeiten ergeben sich die materielle Zeitableitung bzgl. R sowie die

unteren Oldroyd Ableitungen

O = () +L0O)+ (L, : bzglR, , (2.57)

O = O +L"O)+ (L : bzglRy . (2.58)

Die Tabellen (A.1) - (A.6) im Anhang fassen die wichtigsten Beziehungen zwischen den unter-

schiedlichen Verzerrungs- bzw. Spannungstensoren und deren Geschwindigkeiten zusammen.

2.4 Bilanzgleichungen der Thermodynamik

Die Untersuchung gekoppelter thermomechanischer Probleme setzt eine Bilanzgleichung fiir

die Energie und die Entropie voraus.
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2.4.1 Energieerhaltung — Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fordert, daB die zeitliche Anderung der Gesamtenergie
eines materiellen Korpers, bestehend aus innerer Energie und kinetischer Energie, gleich der
Leistung der dufleren Krifte und der pro Zeiteinheit zugefiihrten Warme ist. In lokaler Form

lautet dieses Postulat

1 1

¢ =—S-D - —divq +ry , (2.59)
PR p

wobei e der spezifischen inneren Energie, q dem Warmefluivektor, r,, der Wéarmezufuhr pro

Zeit- und Masseneinheit der Referenzkonfiguration und pp bzw. p der Massendichte in der

Referenz- bzw. Momentankonfiguration entspricht?.

2.4.2 Entropiebilanz — Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Die vorliegende Arbeit strebt eine thermodynamisch konsistente Formulierung der Material-
gleichungen an, d.h. die Gleichungen miissen dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik stets
geniige leisten. Anhand dieser Forderung lassen sich Restriktionen an die Materialmodelle ab-
leiten. TSAKMAKIS [96] hat fiir einen speziellen Ansatz der kinematischen Verfestigung ge-
zeigt, daf} die thermodynamische Konsistenz der Materialgleichungen keineswegs eine Selbst-
verstdndlichkeit darstellt.

Ausgehend von der Entropiebilanz in lokaler Form

w 1o
7'7*:1“———dlvg

. 2.
0 p 9+7 (2.60)

worin 7, die spezifische Entropie und 6 die absolute Temperatur darstellt, erhélt man mit der

Definition der spezifischen freien Energie W
U =e—0n, (2.61)

und dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik (2.59) fiir die spezifische Rate v, der Entropie-
produktion

. : 1
Oy, = -0 — 0y + —S-D - L. g (2.62)

PR pt

mit g = grad 8. Das Postulat der positiven Entropieproduktion fordert nun, dafl jeder zuldssige

thermomechanische Prozef§ die Ungleichung

Y >0 (2.63)

2Zur Herleitung von (2.59) siehe z.B. HAUPT [37].
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zu jedem Zeitpunkt ¢ und an jedem materiellen Punkt X erfiillt. Somit lautet der zweite

Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung®

. . 1
— —fp + —SD- ~.g>0 . (2.64)

PR pt

Im Falle kleiner Verzerrungen geht die Clausius-Duhem-Ungleichung iiber in

. . 1 B
¥ —fp +-T-E—- L.g>0, (2.65)
p

pl

wobei E dem linearisierten Green’schen Verzerrungstensor entspricht.

3Eine ausfiihrliche und verstéindliche Darstellung findet man beispielsweise in den Arbeiten von COLEMAN
& GURTIN [24], LEMAITRE & CHABOCHE ([62],5.55f), HAUPT [37] und KaMLAH [48].
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3 Plastizititsmodelle mit Schidigung

In diesem Kapitel werden drei thermodynamisch konsistente Plastizitdtsmodelle mit isotroper
Schéidigung vorgestellt, die nichtlineare isotrope und nichtlineare kinematische Verfestigung
aufweisen. Die zunéchst rein mechanisch formulierten Materialmodelle sind als isotherme Son-
derfille von Materialgleichungen der Thermoplastizitit aufzufassen!. Die iibliche Vorgehens-
weise im Rahmen der Kontinuums-Schidigungsmechanik basiert auf der irreversiblen Thermo-
dynamik mit inneren Zustandsvariablen, d.h. die konstitutiven Gleichungen werden so formu-
liert, daf3 der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung

fiir alle zuldssigen Prozesse stets erfiillt ist.

Insbesondere fiir die Theorie kleiner Deformationen findet man in der Literatur eine Vielzahl
von Vorschldgen, wie isotrope Schédigung in den konstitutiven Gleichungen beriicksichtigt
werden sollte (siehe hierzu beispielsweise LEMAITRE [56], [57], [58], [63], CHABOCHE [11], [12],
[13], MARQUIS [70], BENALLAL [5]). Stellvertretend hierfiir werden ein Modell von LEMAITRE
(61, S.50ff] sowie ein Modell von BENALLAL ET AL. [4] vorgestellt und mit einem neuen

Schédigungsmodell, dem sogenannten Modell B, verglichen.

Bekannterweise ist die Verallgemeinerung der konstitutiven Gleichungen von kleinen auf grofe
Deformationen nicht eindeutig, sondern héngt entscheidend von der Wahl der Verzerrungs- und
Spannungstensoren sowie den zugehorigen Zeitableitungen ab. Die vorliegende Arbeit orien-
tiert sich deshalb am Konzept der dualen Variablen und Ableitungen [38, 95]. Die konstitutiven
Gleichungen sind in einen speziellen thermodynamischen Rahmen eingebettet, der erstmals
von TSAKMAKIS in [97] vorgeschlagen wurde. Im Hinblick auf einen effektiven Integrations-
algorithmus werden abschlieflend gewisse Vereinfachungen der konstitutiven Beziehungen ein-

gefiihrt und deren Vertriglichkeit mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik untersucht.

!Es gelten in diesem Zusammenhang die in Kapitel 2 angefiihrten Beziehungen, allerdings unter der Vor-

aussetzung F., =F,.
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3.1 Thermodynamische Betrachtungen bei kleinen De-

formationen

Unter der Annahme, dafl der linearisierte Green’sche Verzerrungstensor E additiv in einen

elastischen und einen plastischen Anteil

E=E, +E, (3.1)
zerlegt werden kann, 148t sich die spezifische freie Energie ¥ als Funktion
V() = ¥ (B, Y,rd) (3.2)

darstellen. Die tensorielle Grofle Y und die skalarwertigen Gréfien r und d entsprechen inneren

Variablen vom Dehnungstyp, wobei d die in Kapitel 2.1 definierte Schiadigungsvariable ist.

Einsetzen der materiellen Zeitableitung der spezifischen freien Energiefunktion in die Clausius-
Duhem-Ungleichung (2.65) liefert unter Beriicksichtigung der Zerlegung der Deformation fiir

isotherme Prozesse mit homogener Temperaturverteilung

ov \ = < o ov ov .
(T—p >E6+T-Ep—p—-Y—p—7'“—p—d>0. (3.3)
Ferner wird angenommen, daf§ die Spannung lediglich von den Zustandsvariablen, nicht aber
von deren Geschwindigkeiten abhéngt. Damit Ungleichung (3.3) fiir alle zuldssigen thermo-
mechanischen Prozesse stets erfiillt ist, insbesondere auch fiir rein elastische Zustandsénde-
rungen mit E,,:Y:o, #=d=0, muB fiir die Spannung die Potentialbeziehung

ov
T = p—o 3.4

P o, (3-4)
gelten. Diese SchluBifolgerung ist im Falle der Viskoplastizitit mit Sicherheit richtig (siehe
hierzu COLEMAN & GURTIN [24]), da dort die rechte Seite der Evolutionsgleichungen nur
von momentanen Werten, nicht aber von Geschwindigkeiten abhingt. Bei Plastizitét ist dies
nicht der Fall, da die Evolutionsgleichungen homogen vom Grade 1 in der Zeit sind. Dies
hat zur Folge, dafl die Potentialeigenschaft (3.4) nicht notwendigerweise aus der Clausius-
Duhem-Ungleichung gefolgert werden kann?. Dennoch geht man in der Regel davon aus, daf
die Beziehung (3.4) auch bei Plastizitiat gelten mdoge.

Zsiehe z.B. KAMLAH [48, S.91f].
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Definiert man in Analogie zu (3.4) die Potentialbeziehungen

oV

£ = Pa—Y ) (3.5)
oV
oV

so bleibt von der Clausius-Duhem-Ungleichung nur die sogenannte Dissipationsungleichung
T E, — ki — ¢ Y —Qd >0 (3.8)

als Restriktion an die konstitutiven Gleichungen iibrig. Die Gréflen &, k und €2 sind diezu Y, r
und d thermodynamisch konjugierten Variablen vom Spannungstyp, wobei & die kinematische
Verfestigung und k die isotrope Verfestigung beschreibt. Division der Ungleichung (3.8) durch
der Faktor (1—d) liefert

T
1—-d

;_ . .._—.> . ‘
B, ~ gf g Y g 20 (3.9)

Wie in der Literatur allgemein iiblich (siehe z.B. [65]), wird die spezifische freie Energiefunktion

additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegt

U(t) = We(t) + Uy(t) . (3.10)
Der plastische Anteil wiederum kann als Summe zweier Terme

U,(t) = Wro(t) + Uh™(t) (3.11)

dargestellt werden, die die Beitrdge der isotropen und der kinematischen Verfestigung kenn-
zeichnen. Somit konnen beide Verfestigungsansitze unabhédngig voneinander mit der Dissipa-

tionsungleichung in Einklang gebracht werden.

3.1.1 Modell von Lemaitre

Entsprechend den Ausfithrungen in [61, S.50 ff] wird eine v. Mises FliefSfunktion der Form

F:F(T,E,k,d):Jg(%—&)D-<%—S>D—k (3.12)
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zugrunde gelegt. Als Evolutionsgleichung fiir Ep (Fliefiregel) wird eine assoziierte Normalen-

regel

: OF
E, = Ao (3.13)

angenommen. Diese Gleichung kann auch als Folgerung aus dem Prinzip der mazimalen
Dissipationsleistung erhalten werden®. Eine weitere Folgerung aus diesem Prinzip ist die Kon-
vexitdt der FlieBfliche. Im Falle der FlieBfunktion (3.12) stellt F =0 eine v. Mises Flief$fiiche
mit kinematischer und isotroper Verfestigung dar, die zusétzlich Schidigungseinfliifle beriick-
sichtigt. Fiir festgehaltene &,k und d beschreibt F = 0 eine konvexe Fliche im Raum der
Spannungen T. Fiir den Proportionalitatsfaktor A gilt

{ > ( fiir Belastung (3.14)

=0 sonst ,

wobei plastische Belastung im Falle > 0 vorliegt.

Ep=konst.

Bildet man die Normale an die Flieifliche und setzt diese in (3.13) ein, so erhilt man

D
T
[N ERELEN, ) €> (3.15)
P V21-d ’ -
——s
Unter Beriicksichtigung dieser Beziehung gilt fiir die Rate der plastischen Bogenldnge
2 2 A
s = /- E, E = — . 3.16
i 3 1—d (3.16)

Bei plastischer Beanspruchung wird A bzw. § aus der sogenannten Konsistenzbedingung F=0
ermittelt.

Wie bereits erwdhnt, lassen sich die Evolutionsgleichungen fiir k und & bei entsprechender Wahl
des plastischen Anteils der spezifischen freien Energiefunktion als hinreichende Bedingungen

zur Erfiillung der Dissipationsungleichung (3.9) herleiten. Hierzu wird diese wie folgt erweitert:

T k . : Y Q-
(ﬁ—5> _1—dr+£'<E”_ﬁ> Ttz (@.17)

~ J NG J
a'e e ~~

(A) (B) (C)

Diese Ungleichung ist in hinreichender Weise befriedigt, wenn jeder der drei Terme fiir sich

betrachtet grofier oder gleich Null ist.

3Fiir Stoffgesetze ohne Schiidigung sieche TSAKMAKIS [96] und die darin zitierte Literatur.
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(A) Isotrope Verfestigung

Fiir den Anteil \Iiff" der spezifischen freien Energiefunktion wird der Ansatz
150 T LS50 1 2 1
Wro(t) = W0 (r) = 2—p7r + ;hr (3.18)

gewihlt, wobei 7, h nichtnegative Materialkonstanten mit h<k©® := k|,_o sind. Im Gegensatz
zu CHABOCHE [14] beinhaltet Wi* zusétzlich einen linearen Term. Ein solcher Ansatz soll
bewirken, daf die im Material gespeicherte Energie besser beschrieben werden kann®.
Mit Hilfe der Potentialbeziehung (3.6) findet man somit fiir die isotrope Verfestigung

a\IIiSO

k:pa: =yr+h . (3.19)

Einsetzen der Beziehungen (3.15) und (3.16) in Ungleichung (A) liefert unter Beriicksichtigung
von (3.12) sowie der Fliebedingung F=0
7:.

1-d

i s (3.20)

Wihlt man in Anlehnung an CHABOCHE [14]

Po= (1—-d) ¢ (1 - g(k—h)> § (3.21)

mit >0, 0< <1, so ergibt sich aus (3.20)

(1—¢) + ¢§(k_h) >0 . (3.22)

Es ist sofort ersichtlich, dafl diese Ungleichung mit den oben gemachten Einschridnkungen an
die Materialparameter ¢, 3 v und h stets erfiillt ist. Bildet man die Zeitableitung der Gleichung
(3.19) und setzt (3.21) ein, so erhélt man schliefilich als Evolutionsgleichung fiir die isotrope
Verfestigung

k= (01-d)¢ (v=F(k=h)) s . (3.23)

*siehe hierzu auch die Ausfiihrungen in [15]. Es sei an dieser Stelle erwiihnt, daff die exakte Form von
\I!ff" Gegenstand laufender Untersuchungen ist, so dafl die Ausfithrungen hier rein exemplarischen Charakter
besitzen.
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(B) Kinematische Verfestigung

Fiir den Anteil \IJ’;i” der spezifischen freien Energiefunktion wird iiblicherweise eine quadratische

Form

in T kin c
TEn(t) = Uyt (Y) = 2—pY-Y (3.24)

mit ¢ > 0 gew#hlt. Somit ergibt sich aus der Potentialbeziehung (3.5) folgender linearer Zu-

sammenhang zwischen den beiden thermodynamisch konjugierten Variablen Y und §&:

 owkin

=cY . (3.25)

Einsetzen der Zeitableitung von (3.25) in (3.17) liefert fiir Ungleichung (B)

¢ (]f:,, _ ﬁg) >0 . (3.26)

Eine hinreichende Bedingung zur Erfiillung dieser Ungleichung ist, dal der Ausdruck in der
Klammer nichtnegativ proportional zu & vorgegeben wird:

- 1

By ¢(1—d)

£ =rk . (3.27)

Dies macht deutlich, dafl allein durch die Wahl des Proportionalitédtsfaktors «, eine Vielzahl
von Moglichkeiten existiert, thermodynamisch konsistente Evolutionsgleichungen fiir die kine-

matische Verfestigungsvariable € zu formulieren. W#hlt man speziell

Fp = (3.28)

mit b>0, so ist die kinematische Verfestigung durch eine Evolutionsgleichung vom Armstrong-
Frederick-Typ

£ = (1—-d) (clf:p _ bs‘§> (3.29)

gegeben.
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(C) Schidigung

Im folgenden wird das Konzept der effektiven Spannung zusammen mit dem Prinzip der
Dehnungsdquivalenz vorausgesetzt. Dies besagt, dafl in den Materialgleichungen die Spannung
T durch eine sogenannte effektive Spannung T/(1—d) ersetzt wird (siehe hierzu [61, S.12{]).
Infolgedessen wird der elastische Anteil der spezifischen freien Energiefunktion durch

1 .

\Ije(t) = \Tje (Eea d) = 2_p (1_d) C [Ee] - Ee (330)

vorgegeben, wobei C dem Elastizitédtstensor vierter Stufe
C=2p€E+2(1®1) =Cc" (3.31)

mit den Lamé’schen Konstanten p und A entspricht. Aus den Potentialeigenschaften (3.4) und

(3.7) folgen die Beziehungen

ov, -

T = p—2 = (1-d)C[E.] , 3.32
P = (-9ClB] (332
oV 1, o= =

Q = = ——C[E]-E, =: Q. . .
o = —5CIE (333)

Einsetzen der Elastizitétsbeziehung (3.32) in (3.33) und Aufspalten in deviatorischen und

kugelsymmetrischen Anteil liefert

Q. = —2(11_d) (TD-EE + % (SpT) (SpEe)> : (3.34)

Ersetzt man anschlieBend den Deviator bzw. die Spur von E, mit Hilfe der Spannungsbezie-

hung (3.32), so kann €2, auch in der Form

1 1 h op 1 )
Qe:—W {@T .T +7(SpT)} (3.35)

6(2p+3A)
dargestellt werden®. Aus dieser Darstellung geht hervor, daf die zur Schiidigungsvariable d
thermodynamisch konjugierte Grofle €2 stets kleiner oder gleich Null ist. Dies wiederum hat
zur Folge, dafl der dritte Term in der Dissipationsungleichung (3.17) unter der Voraussetzung

d>0 niemals negativ werden kann.

°Die Grofle —(2, wird in der Literatur hiufig auch als elastische Energiefreisetzungsrate bezeichnet (siehe
hierzu [62, S.3811]).
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3.1.2 Modell von Benallal et al.

Das von BENALLAL ET AL. in [4] vorgestellte Modell unterscheidet sich vom LEMAITRE-
Modell in der Definition der Fliefunktion und der Evolutionsgleichung fiir die kinematische

Verfestigung. Ausgehend von einer Flieifunktion der Form

F(T,€ k. d) = J% (%)D (%)D —k (3.36)

erhilt man analog zu (3.13) als Evolutionsgleichung fiir E,

M
I

. _e\D
£ OF A N (T8

p = Ao =515 : m (3.37)

Die Dissipationsungleichung (3.9) wird hier wie folgt erginzt:

T-¢\ : k E, Y Q .
- _S).E, — — . - — | X 4d4>0. _
(1—d> By = gr ¢ (1—d 1—d) g4 =" (3.38)

v ~ NS v
~~ ~~ ~~

(A) (B) (C)
Analog zu Kapitel 3.1.1 kann gezeigt werden, dafl unter Annahme der Beziehung (3.21) Term
(A) stets grofier oder gleich Null ist. Ist W% durch (3.18) gegeben, so behilt die Evolutions-

gleichung fiir k die Struktur (3.23) bei. Gelten zudem die Beziehungen (3.30) und somit (3.32)
bzw. (3.33), so ist unter der Voraussetzung d >0 auch Term (C) stets groBer oder gleich Null.

Damit Ungleichung (3.38) in hinreichender Weise erfiillt ist, verbleibt zu zeigen, dafl auch
Term (B) nichtnegativ ist.

(B) Kinematische Verfestigung

Ausgehend von (3.24) und (3.25) erhilt man fiir Term (B)

E, ¢
£ (1_d - c(1—d)> >0 . (3.39)

Diese Ungleichung ist in hinreichender Weise erfiillt, wenn

— — = pé (3.40)

gilt, wobei der nichtnegative Proportionalitétsfaktor x, wie in Kapitel 3.1.1 durch Gleichung
(3.28) festgelegt ist. Infolgedessen nimmt der Verfestigungsansatz fiir £ die Form

£ = cE, — (1-d)bs¢ (3.41)
an.
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3.1.3 Modell B

Dieses Modell zeichnet sich unter anderem dadurch aus, daf alle Spannungen durch effektive

Spannungen ersetzt werden. Somit lautet die FlieSfunktion:

_ T-¢\” (T-¢\" &
F=F(T,£,k,d)=@<1_j> (55) -5 (3.42)

Die Rate der plastischen Verzerrung Ep ist durch eine Normalenregel (3.37) festgelegt, und

die Dissipationsungleichung wird in der Form (3.38) dargestellt. Eine weitere charakteristische
Eigenschaft dieses Modells ist, dafl die gesamte freie Energiefunktion und nicht nur deren
elastischer Anteil linear von (1—d) abhiingt®. Fiir die Evolutionsgleichungen der isotropen und

der kinematischen Verfestigung hat dies folgende Konsequenzen:

(A) Isotrope Verfestigung

Definiert man
150 STIEL 1 2 1
Uro(t) = w0 (r,d) = (1—d) 2_va + ;hr : (3.43)

so fithrt die Potentialeigenschaft (3.6) zu der Beziehung

8\11;;5"
or

k=p = (1=d)(yr + h) . (3.44)

Hierin sind v, h nichtnegative Materialkonstanten mit A <ko=k|,_,. Wahlt man speziell

A T o

mit >0 und 0 < ¢ <1, so kann man sich vergegenwirtigen, dafi Term (A) in (3.38) stets
groBler oder gleich Null ist. Der Verfestigungsansatz

(o fr )

wird gewonnen, indem Beziehung (3.44) zeitlich differenziert und 7 durch (3.45) ersetzt wird.

6Diese Auffassung vertritt auch JU [46]. Seiner Meinung nach ist eine freie Energiefunktion, so wie sie
Lemaitre definiert physikalisch ungeeignet, da dort die Schidigung einzig und allein mit den elastischen Zu-
standsvariablen verkniipft wird.
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(B) Kinematische Verfestigung

Ausgehend von der Darstellung

in T kin c
wrEn(t) = U (Y, d) = (1—d)2—pY-Y (3.47)

folgt aus (3.5)
— p
wobei ¢>0 gilt. Unter Beriicksichtigung dieser Beziehung ergibt sich fiir Ungleichung (B)

(%)(E - (%)) >0, (3.49)

Setzt man

E, % (%) = K, (1%) (3.50)

mit dem nichtnegativen Proportionalitétsfaktor x, (3.28), so ist (3.49) stets erfiillt und die

= (1-d)cY , (3.48)

Evolutionsgleichung fiir die kinematische Verfestigung ist durch

(%) B, - be (%) (3.51)

gegeben.

(C) Schidigung

Da der elastische Anteil der spezifischen freien Energiefunktion auch hier durch einen Ansatz
der Form (3.30) beschrieben wird, bleibt die Elastizitétsbeziehung (3.32) unverdndert. Auf-
grund der Beziehungen (3.7), (3.30), (3.43) und (3.47) kann die zur Schidigungsvariable d

thermodynamisch konjugierte Grofle (2 als Summe dreier Terme

0 =Q + @+ Q" (3.52)
mit

0, = 2~ lem) b, (359

o = 0% = () @50

Qkin - — pa\ggm - —5Y.Y (3.55)

dargestellt werden. Es ist sofort ersichtlich, dal die Grofie €2 stets kleiner oder gleich Null ist
und somit Ungleichung (C) unter der Voraussetzung d>0 erfiillt ist.
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3.1.4 Modellierung der Schidigungsentwicklung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die zeitliche Entwicklung der Schédigung durch eine kon-

stitutive Gleichung der Form

d:agé+(a1+a2d)(

§ (3.56)

mit den nichtnegativen Materialkonstanten ay, a1, as, n, ¢ beschrieben. Die Grofie €2, ist durch
Gleichung (3.35) bestimmt. Es handelt sich hierbei um eine verallgemeinerte Darstellung einer
erstmals von DHAR ET AL. [28] formulierten Evolutionsgleichung zur Beschreibung duktiler
Schéidigung.

Aus metallographischen Untersuchungen ist bekannt, daf§ duktile Schiddigung im wesentlichen
das Ergebnis dreier aufeinanderfolgender Prozesse ist, ndmlich Porenbildung, Porenwachstum
und deren Zusammenlagerung. Die Zunahme der Schiddigung infolge von Porenbildung wird
durch den ersten Term in (3.56) zum Ausdruck gebracht”. Die beiden verbleibenden Terme,
die von der elastischen Energiefreisetzungsrate —(2, abhingen, beschreiben die Entwicklung

der Schiidigung infolge von Porenwachstum?®.

Obige Evolutionsgleichung fiir d beinhaltet folgende Sonderfille:
e n=1, ¢q=0 : DHAR ET AL.
e n=1, ¢q=0, ag=0, a;,=0: TAr & YANG

® ap=0, ax=0 : LEMAITRE .

Es ist ersichtlich, da8 die von LEMAITRE [59, 60] und TA1 & YANG [92] vorgeschlagenen
Entwicklungsgleichungen fiir die Schidigung lediglich Porenwachstum beriicksichtigen. Die
Schidigungsentwicklung in den Arbeiten [61] und [4] zeichnet sich durch eine besonders ein-
fache Struktur aus. Hierin wird ayp = a2 = ¢ =0 bzw. in ([61], S.98) zusitzlich noch n =1

gesetzt.

In Abbildung 3.1 wird der Einflul der Materialkonstanten ag,a, as,q,n auf das Verfesti-

gungsverhalten und den Schédigungsverlauf am Beispiel eines einachsigen Zugversuchs anhand

"Diese Erkenntnis basiert auf experimentellen Befunden von LE ROY ET AL. [67]. Diese haben Keimbildung
und Wachstum von Hohlriumen unter Zugbelastung an weichgegliihten Kohlenstoffstihlen untersucht und
festgestellt, dafl die Anzahl an neugebildeten Poren zunéchst nahezu linear mit der Verzerrung anwiichst und
erst ab einem kritischen Schwellwert rapide ansteigt.

8Bereits Ende der 60iger Jahre untersuchten McCLINTOCK [71], RICE & TRACEY [79] einen zylindri-
schen bzw. kugelférmigen Hohlraum in einem starr plastischen Material und stellten einen exponentiellen
Zusammenhang zwischen Porenwachstum und dem sogenannten Triazialitdtsverhdltnis, dem Verhéltnis von

hydrostatischer Spannung zu v.Mises Vergleichsspannung, fest.
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von Modell B demonstriert. Hierzu wurde das System der konstitutiven Gleichungen einach-
sig formuliert und mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung integriert.
Gleichung (3.56) macht deutlich, daf§ mit zunehmendem ay, a;, as, ¢ die Schidigung stirker
anwichst. Dies fiihrt zu einer Verschiebung des Schidigungsverlaufs hin zu kleineren Dehnun-
gen und somit zu einer fritheren Entfestigung (sieche Abb. 3.1 a — d). Insbesondere der neu ein-
gefithrte Materialparameter ¢ ermoglicht einen Steilabfall im Spannungs-Dehnungs-Verhalten
zu simulieren. Der Einflul der Materialkonstante n auf den Schiadigungsverlauf héngt von der
elastischen Energiefreisetzungsrate ab. Da bei dem zugrunde gelegten Materialparametersatz
—Q, <1 ist, wichst die Schiddigung mit zunehmendem n weniger stark an (siehe Abb. 3.1 e).

Bei anderer Wahl der Materialparameter wire jedoch auch der umgekehrte Fall denkbar.

a) ag=a2=qg=0, n=1 60 40 28.5 MPa™"
1.0 .

0.8 N
0.4 ’ a1

0 . 2 | / 7/

0.0 I I I I

AT, [%] AT, [%]

b) ap=a1=q=0, n=1

AT, [%] AT, [%]

Abb. 3.1 Fortsetzung ndchste Seite.
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AT, [%]

d) ap=0.2, n=1

AT, [%]

e) ap=0.2 , ¢g=0

AT, [%]

a1=85MPa™", as=55MPa"":

10 4 0.2
1.0 : ;
/
/
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Abb. 3.1: EinfluB der Materialkonstanten a1, as, ag, q¢,n auf Spannungs- und Schadi-
gungsverlauf bei einachsigem Zug (Modell B); E = 100 GPa, & = 1,
h = ko = 150 MPa, 8 = 100, v = 8000 MPa, b = 100, ¢ = 5000 MPa.
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3.1.5 Zusammenfassende Darstellung und Diskussion

Die zuvor anhand thermodynamischer Betrachtungen gewonnenen konstitutiven Gleichungen
sind zusammenfassend in Tabelle 3.1 dargestellt. Alle drei Modelle beruhen auf einer additi-
ven Zerlegung des Verzerrungstensors in einen elastischen und einen plastischen Anteil sowie
einem Elastizititsgesetz der Form (3.32). Sie lassen sich auf eine v.Mises FlieBfunktion mit
kinematischer und isotroper Verfestigung sowie einem Ansatz der kinematischen Verfestigung
vom Armstrong-Frederick-Typ zuriickzufiihren. Die Unterschiede zwischen den drei Modellen
bestehen in der Definition der Flieffunktion, den Evolutionsgleichungen fiir k und & sowie
der Wahl der spezifischen freien Energiefunktion. Ohne Schidigung ergibt sich in allen drei
Féllen ein und dasselbe Plastizitdtsmodell, dessen Eigenschaften beispielsweise in [96, S.22 ff]

beschrieben werden.

Die charakteristischen Unterschiede der drei Modelle werden, wie in Abbildung 3.2 dargestellt,
am Beispiel eines einachsigen Zugversuchs diskutiert. Die Grofle &1 entspricht der Axialkom-
ponente des kinematischen Verfestigungstensors. Der Verlauf der Cauchy-Spannung ¢ macht
deutlich, da das Modell von BENALLAL ET AL. ein ungewohnliches Spannungs-Dehnungs-
Verhalten aufweist. Im Gegensatz zu den beiden anderen Modellen strebt die Spannung mit
zunehmender Schiddigung nicht gegen Null, sondern gegen einen von Null verschiedenen Grenz-
wert. Somit ist bei diesem Modell der Zustand maximaler Schidigung (d — 1) durch belie-
big grofie elastische Dehnungen gekennzeichnet (siehe hierzu Gleichung (3.32)). Bei Modell B
gehen mit zunehmender Schidigung neben der Cauchy-Spannung ¢ auch die plastischen in-
neren Variablen £ und k gegen Null. Dies ist bei den beiden anderen Modellen nicht der
Fall. Diese charakteristische Eigenschaft ist darauf zuriickzufiihren, dafl bei Modell B in den
Evolutionsgleichungen alle Spannungen, insbesondere auch die plastischen inneren Variablen
&€ und k, durch effektive Spannungen ersetzt wurden. Fiir den in Abbildung 3.2 angegebe-
nen Materialparametersatz zeigen sowohl das Modell von LEMAITRE als auch Modell B mit
fortschreitender Dehnung eine nahezu lineare Entwicklung der Schidigung. Beim Modell von
BENALLAL ET AL. hingegen strebt die Schidigung mit zunehmender Dehnung asymptotisch

gegen eins.

Als weiteres Beispiel wurde ein gekerbter zylindrischer Stab unter monotoner Zugbelastung
betrachtet. Die numerische Simulation erfolgte mit Hilfe der Methode der finiten Elemente.
Hierzu wurden die in Tabelle 3.1 zusammengefafiten Materialmodelle in das Finite Elemente
Programm ABAQUS implementiert?. Die Berechnungen wurden, wie in Abbildung 3.3 dar-
gestellt, fiir einen zylindrischen Stab mit einem Kerbradius R =0.4 mm und einem Schlank-
heitsgrad ly / (279) = 4 durchgefiihrt. Bei der Modellierung der Probe wurde die Axialsym-
metrie und die Symmetrie bzgl. der (r,p,0)-Ebene ausgenutzt. Die Diskretisierung erfolgte

mit 111 8-knotigen, axialsymmetrischen Elementen mit reduzierter Integrationsordnung (2x2

“Die numerische Umsetzung wird anhand von Modell B ausfiihrlich in Kapitel 5 erléutert.
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Integration). Das FE-Netz einschliefilich Randbedingungen, die Lastgeschichte (Vorgabe der
Verschiebung u an der Stirnfliche) sowie die zugrunde gelegten Materialparameter gehen eben-
falls aus Abbildung 3.3 hervor.

Abbildung 3.4 zeigt fiir unterschiedliche Totaldehnungen e =2w /Iy den Verlauf der Schidi-
gung, der plastischen Bogenldnge und der elastischen Energiefreisetzungsrate im engsten Quer-
schnitt. Die Ergebnisse sind jeweils an den Integrationspunkten dargestellt und iiber der un-
deformierten Struktur aufgetragen. Es ist ersichtlich, daf§ die maximale Schiadigung und die
maximale plastische Bogenlinge bei einer Dehnung von ¢y = 0.2% im Kerbgrund auftritt.
Erst mit fortschreitender Totaldehnung kommt es zu einer Schidigungsumlagerung. Bei der
Dehnung e; = 0.46% liegt die maximale Schidigung im Innern der Probe vor, die maximale
plastische Bogenlédnge hingegen verbleibt im Kerbgrund. Die elastische Energiefreisetzungsrate
weist einen dhnlichen Verlauf auf wie die Schidigung!®. Abbildung 3.4 macht ferner deutlich,
daB alle drei Modelle fiir den in Abbildung 3.3 angefiihrten Materialparametersatz qualitativ
dasselbe Verhalten zeigen. In allen drei Féllen geht die Makrorifbildung von der Probemitte
aus, da dort die Schiadigung ein Maximum besitzt. In Abbildung 3.5 ist der Verlauf der Schédi-

gung und der v.Mises Norm des Spannungsdeviators

oy = gTD- T (3.57)
iiber der Totaldehnung am Integrationspunkt A (gekennzeichnet in Abbildung 3.3) dargestellt.
Daraus geht hervor, dal bei allen drei Modellen die Schiadigung exponentiell mit der Dehnung
ansteigt. Zunehmende Schidigung bewirkt einen Verlust der Tragfihigkeit und somit eine
Abnahme der Vergleichsspannung o,. AbschlieBend sei angemerkt, dafl die hier présentier-
ten Ergebnisse im Einklang mit Berechnungen von BILLARDON & MORET-BAILEY [7] bzw.
BENALLAL ET AL. [5] stehen'!.

10Beide GroBen sind iiber Gleichung (3.56) miteinander verkniipft. Eine Zunahme der elastischen Energie-
freisetzungsrate fiihrt somit unmittelbar zu einer héheren Schidigungsrate.
1Diese Arbeiten basieren allerdings auf einem Viskoplastizititsmodell und beriicksichtigen keine kinemati-

sche Verfestigung.
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Tab. 3.1: Fiir kleine Deformationen formulierte Materialmodelle von LEMAITRE [61],
BENALLAL ET AL. [4] sowie Modell B

T = (1-d)C[E-E,]

LEMAITRE BENALLAL ET AL. MoDELL B

S T I B
Ep:\/gs:N E, = géN E, = géN
l E) D D
—d _ (T=¢) _ (T=¢
p rec s N R = I N

k= (=d)ol-0-)s |k = a=dat-sk-ms | (1) = o(-9(15-1))3

éz(l—d><\/§cN—bs>é €= (@cN—(l—d)b{)g ( >:<

d = <a0 + (a1 + ayd) (_Qe)n>s

1 D D 1 2
= e 5T sy O

F =0 = 3 fiir F=0 & F|.

Ep=konst.

>0

$ = 0 sonst
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Abb. 3.2:
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Spannungsverlaufe o, &7 und k sowie Entwicklung der Schadigung
bei einachsigem Zug fiir die drei fiir kleine Deformationen formulierten
Materialmodelle; £ = 100000 MPa, h = ko = 150 MPa, ® = 1, § = 100,
v = 8000 MPa, b = 100, ¢ = 5000 MPa, ay = 0, a; = 28.5MPa™’,

a2:0|\/|Pa_1,n:1,q:0.
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Abb. 3.3: Gekerbter Rundstab:

0.0 0.15 0.3 0.45 0.6

lp=8mm, ro=1mm, R=0.4mm.

Materialparameter: £ = 200 GPa, r/to [

h =ky =400MPa, ® =1, 8 =10, Abb. 3.4: Schadigung, plastische Bo-
~=1500 MPa, b=10, ¢=1500 MPa, genlange sowie elastische Energiefrei-
ay=0, a;=4.2MPa~% ay=0MPa~! setzungsrate im engsten Querschnitt
n=1, ¢=0. bei ¢g = 0.2% und e; = 0.46%.
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Abb. 3.5: Entwicklung der Schadigung und der v.Mises Norm des Spannungsdeviators
am Integrationspunkt A.

3.2 Thermodynamische Betrachtungen bei grofien De-

formationen

Im Rahmen der Theorie grofler Deformationen werden die konstitutiven Gleichungen zunéchst
bzgl. der Zwischenkonfiguration R, formuliert. Die folgenden Ausfiihrungen beschrénken sich
auf die in Kapitel 1 erwéhnte Familie 1 (Familie 2 wird ausfiihrlich in [29, 30] behandelt). In
Analogie zu (3.2) wird eine spezifische freie Energiefunktion

U(t) = ¥ (T, Y,r.d) (3.58)

definiert, die von den Verzerrungen I' und f‘p nur iiber die Differenz f‘e:f‘—f‘p abhingt. Die
GroBe Y repriasentiert einen Verzerrungstensor, der dieselbe mathematische Struktur besitzt
wie I',!2. In Anbetracht isothermer Prozesse mit homogener Temperaturverteilung lautet die

Clausius-Duhem-Ungleichung, ausgedriickt in Groflen der Zwischenkonfiguration,

>

~ ~

T T —pp¥ >0 . (3.59)

Einsetzen der materiellen Zeitableitung der spezifischen freien Energiefunktion in (3.59) liefert

unter Einbeziehung der additiven Zerlegung des Verzerrungstensors sowie der Definition der

12Die Bedeutung der iibrigen Grofien wurde bereits in Kapitel 2.2 erldutert. Das Symbol “bringt zum Aus-
druck, daf es sich hierbei um Gréflen der Zwischenkonfiguration R; handelt.
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unteren Oldroyd-Ableitung geméf (2.32)

. ov\ 24 L& OU o oU - O 9V .
T— —|.T, +T-T —(Lr,+1.L,) — —Y+—7+—d] >0,
( pRan) +TL, tongp (L T L) pR(aY o >_

(3.60)

. . ov . . . . .
oder mit der Eigenschaft —I', = I'. —— , die unter der Voraussetzung elastischer Isotropie

e e

gilt, zusammen mit Beziehung (2.18) bzw. (2.35)

- ov\ 2 (- oV -\ - ov & 0V . OV .
T—pr— | Te+|T+ 2pr —T. |-D, — —-Y+—7+—d| > 0. 61
( pRaF) +< + PR 5E > b PR(aY 5o d> 0. (3.61)

Der Coleman-Gurtin’schen Vorgehensweise [24] folgend erhélt man wie bei der geometrisch

linearen Formulierung fiir die Spannung eine Potentialeigenschaft

T = pp— . 3.62
PR or, ( )

Unter der Annahme, dafl diese Potentialbeziehung auch bei elastisch-plastischer Belastung
ihre Giiltigkeit beibehilt, folgt aus (3.61) unter Beriicksichtigung der Definitionen

oV

>

= pRa—Y , (3.63)
k = pRaa—\f : (3.64)
Q = pRaa—\(I; (3.65)
sowie der Definition des Mandel’schen Spannungstensors
P = (1+20,)T (3.66)
die Restungleichung
P.D,-Z-Y —ki—Qd >0 . (3.67)

Der Tensor Z in (3.63) besitzt hierbei dieselbe mathematische Struktur wie der Spannungs-
tensor T (siehe Gleichung (2.37)). Division der Dissipationsungleichung (3.67) durch den
Faktor (1—d) fiihrt zu der Darstellung

7 X k Q .
—_ — - — > .
=4 Y 1_dr 1—dd_0’ (3.68)

~

P
— _.D, —
1-d 7?

auf die im folgenden zuriickgegriffen wird.
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Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte Moglichkeit, die in Tabelle 3.1 zusammengefafiten
Materialmodelle auf finite Deformationen zu verallgemeinern, basiert auf dem in Kapitel 2.3
erlauterten Konzept der dualen Variablen. Dies hat unter anderem zur Folge, dafl die mate-
riellen Zeitableitungen durch objektive Zeitableitungen ersetzt werden miissen.

Ferner wird die konstitutive Theorie, wie bereits angedeutet, mit dem Mandel’schen
Spannungstensor formuliert. In Analogie zum Mandel’schen Spannungstensor wird ein Trans-

lationstensor der kinematischen Verfestigung
€=(1+29)z (3.69)

eingefiihrt, der dieselbe mathematische Struktur besitzt wie der Mandel’schen Spannungs-
tensor. Folglich hat & die mathematische Struktur eines Green’schen Verzerrungstensors bzgl.
der Zwischenkonfiguration, so daf§ gilt & = .

Mit Hilfe dieses Translationstensors wird in Anlehnung an TSAKMAKIS [97] eine v.Mises
Flieffunktion F=F (f’,é, k, d) mit kinematischer und isotroper Verfestigung im Raum der
Mandel’schen Spannungstensoren definiert, die zusétzlich noch Schidigungseffekte bertick-
sichtigt.

Eine weitere charakteristische Eigenschaft dieser Theorie ist, dal die Evolutionsgleichung fiir
die kinematische Verfestigung nicht mit dem Translationstensor é formuliert wird, sondern
mit Hilfe der plastischen inneren Variablen 7. Hierbei ist ® so zu wahlen, dafl bei den ver-
allgemeinerten Modellen von LEMAITRE und BENALLAL ET AL. fiir Z bzw. bei Modell B fiir
7 / (1—d) eine Evolutionsgleichung vom Armstrong-Frederick- Typ resultiert.

Als Evolutionsgleichung fiir den plastischen Anteil des Verzerrungstensors (Flieffregel) wird

eine assoziierte Normalenregel relativ zur Zwischenkonfiguration

. & OF
=T =A— 3.70
y =Ty= Ao (3.70)
mit
>0 fir F=0& F >0
F,=konst. (371)
=0 sonst .
definiert.
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3.2.1 Verallgemeinerung des Modells von Lemaitre

In Analogie zu Kapitel 3.1.1 wird eine v.Mises FlieBfunktion der Form

~ D ~ D
F:?(ﬁ,é,k,d):d%(%—é) -(%—é) —k (3.72)

im Raum der Mandel’schen Spannungstensoren definiert. Fiir die Flieiregel (3.70) erhélt man

somit

P .
()

P~ \21-d ’

(3.73)

Im Falle plastischer Beanspruchung wird der Proportionalitdtsfaktor A bzw. die Rate der

plastischen Bogenlédnge

§ =

Ao A
D, D, = 1—d (3.74)

Wl N

aus der Konsistenzbedingung F=0 gewonnen.

Ergénzen der Dissipationsungleichung (3.68) um einen neutralen Term fiihrt zu

~

P . . k PN 7 2 Q .
= _¢)-D, - 1 ED, - 2y - 4> .
(1—d 5) P a—gl T8 D g %= " (3.75)
bzw. unter Einbeziehung der Definition (3.69) zu
P . k (YL Q .
¢ D, - 4z (D, - 428D, - —d>0. .
(1_d 5) =gt ( by g T p) —gd 20 (3.76)

v ~ v v

(4) (B) (C)

& 9

Unter Beibehaltung der Beziehungen (3.18) und (3.21) ist Term (A) stets grofier oder gleich
Null und die Evolutionsgleichung fiir die isotrope Verfestigung ist durch (3.23) gegeben. Des-
halb geniigt es im folgenden hinreichende Bedingungen zu formulieren, so daf§ die beiden Terme

(B) und (C) niemals negativ werden kénnen.
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(B) Kinematische Verfestigung

In analoger Vorgehensweise zu Kapitel 3.1.1 wird

c -~ ~

kin _ TJkin (N
whn (1) = hin (Y) Y. Y (3.77)

B 2pr
mit ¢>0 vorgegeben, so dafl aus (3.63) die Beziehung

ok
~ PRy

resultiert. Einsetzen der Gleichungen (2.39) und (2.18) in Term (B) liefert unter Einbeziehung
von (3.78)

71D, - ! %+2 ”—if) > 0 (3.79)
Pe(1-d) 1-d) ") = '

Wihlt man den Ausdruck in der geschweiften Klammer nichtnegativ proportional zu y/

=cY (3.78)

D, 1 %+2 ) Y D y/ (3.80)
— Bl — = K .
Pe(1-d) 1-d) 7 P
mit dem Proportionalitétsfaktor
b
Kp = ES (b>0) (3.81)

so ist obige Ungleichung mit Sicherheit gew#hrleistet und man erhélt als Evolutionsgleichung

fiir die kinematische Verfestigung

~

v B ; . Y \ -
Z= (1-d) (cD, - b3Z) + 2c(1—d) (cp - ﬁ> D, . (3.82)
Unter der Voraussetzung, dafl
. Y
= .
T4 (3.83)

geht (3.82) iiber in eine Evolutionsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ

7 (1-d) (cD, — b3Z) . (3.84)

Setzt man Beziehung (3.83) in (3.69) ein, so nimmt der Translationstensor der kinematischen
Verfestigung die Form

£ — (1 _ 1—idY> Z (3.85)

an'3.

13Im Falle d =0 besitzt é exakt die gleiche mathematische Struktur wie f’, man muf} lediglich I'. durch Y
und T durch Z ersetzen.

36



(C) Schidigung

Der elastische Anteil der spezifischen freien Energiefunktion wird durch
N 1 ~ ~
U (t) = ¥, (Te,d) = — (1—-d)C[T,] - T, (3.86)
2pr

approximiert. Somit folgt aus den Potentialbeziehungen (3.62) und (3.65):

) o, )
T = c — (1-d)C[l] 3.87
A = 357
A | NN
Q0 = c _ _Z¢f) T
PE 54 5 €T T
1 1 - A 1 A2
= o qgogr = (sp1) = q, .
e ™ sy (07 (3:55)

Sei ferner die zeitliche Entwicklung der Schiddigung durch (3.56) gegeben, so ist auch Un-
gleichung (C) in hinreichender Weise befriedigt.
3.2.2 Verallgemeinerung des Modells von Benallal et al.

Die Verallgemeinerung des in Kapitel 3.1.2 vorgestellten Materialmodells von BENALLAL

ET AL. auf finite Deformationen sieht eine v.Mises FlieSfunktion

. - D ,. ~.D
I |3 (p-¢ P_¢
FF(P,&,k,d)J2<1d> (1_d> k (3.89)
vor, mit deren Hilfe die FlieSiregel (3.70) wie folgt dargestellt werden kann:
. D
. F A . P-¢£
Dp:Ai:\/g—N , N:% . (3.90)
i =)

Die Rate der plastischen Bogenlénge ist durch (3.74) gegeben.

Addiert man zur Dissipationsungleichung (3.68) einen neutralen Term, so daf

P—¢\ . k . £ . 7 ¢ Q -

——S) D, - — 4+ =D, - Y - — ] > 91
(1—d> P g 14 P T 14 1—q¢ 2" (3.91)

und berticksichtigt (3.69), so ergibt sich
P¢\ . k. . (D Y _.D Q .
) D, - Y4+ Z |- — 42d 2| — d>0. 92
(1—d> P T (1—d —d " 1—d) g9 =" (3.92)
(A) (B) (C)

Es kann gezeigt werden, dafi unter Annahme der Beziehungen (3.21), (3.88), (3.56) die Terme
(A) und (C) stets groBer oder gleich Null sind.
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(B) Kinematische Verfestigung

Die unter Einbeziehung der Gleichungen (2.39), (2.18) und (3.78) verbleibende Restungleichung

v
.| D y/ 2 e s on
Z - - ¢ -Y)D,; >0 3.93
1-d c(l—d)+1—d( ) P = (3.93)

ist in hinreichender Weise erfiillt, wenn

2 > (@ -Y)D, = k7 . (3.94)

A~

D, .
1-d  c(1-d) ' 1—d

Sei der nichtnegative Proportionalitétsfaktor x, durch (3.81) gegeben, so erhdlt man als

Evolutionsgleichung fiir die kinematische Verfestigung

>

Z=cD, - (1-d)bsZ + 2¢(® - Y) D, , (3.95)
die unter der Voraussetzung
=Y (3.96)

in eine Entwicklungsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ

N> <

=cD, — (1-d)b3Z (3.97)

tiberfiihrt werden kann. Aufgrund der Beziehung (3.96) 148t sich der Translationstensor der

kinematischen Verfestigung wie folgt darstellen'*:

€:=(1+2Y)2 . (3.98)

3.2.3 Verallgemeinerung des Modells B

Der Vorgehensweise in Kapitel 3.1.3 folgend, werden in der Flieffunktion alle Spannungen

durch effektive Spannungen ersetzt. Dies fiihrt zu einer Fliefunktion

~ ~ D ~ ~\ D
s 3 (P— P— k
FF(P’g’k’d)J2<1§> (%) (3:99)

und einer Normalenregel entsprechend (3.90), wobei wiederum (3.74) gilt. Die Dissipationsun-

gleichung ist durch (3.92) gegeben. Vermdoge den Beziehungen (3.43) und (3.45) kann man sich
vergegenwartigen, daff Term (A) in (3.92) stets groBer oder gleich Null ist, und die isotrope
Verfestigung der Gleichung (3.46) unterliegt.

14Es sei darauf hingewiesen, daf bei der Verallgemeinerung dieses Modells auf finite Deformationen € exakt

die gleiche mathematische Struktur besitzt wie P.
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(B) Kinematische Verfestigung

Die Auswertung der Potentialbeziehung (3.63) fiihrt unter der Annahme

k() = gkin (Y d) = (1-d) — Y - Y 1
) = U (V) = (1=d) 5 (3.100)
mit ¢>0 zu
. B\if’“” .
7 = P — (1-d)cY . 3.101
pr—L = (1-d (3.101)

Unter Einbeziehung der Gleichungen (2.39), (2.18) und (3.101) geht Ungleichung (B) iiber in

(%) . {]jp _ % (%)V +2(é-Y) 15,,} >0 . (3.102)

Der iiblichen Argumentation folgend, wird

~ \vi ~
. 1( Z SN 7
D, - - (—1_d> +2(®-Y)D, =, (—1_d> (3.103)

vorgegeben und k), entsprechend (3.81) gewihlt, so dafl

A \v4 A~
y/ . 7 L
<ﬁ> = ¢D, — bs <ﬁ> +2¢(®-Y)D, . (3.104)
Setzt man
=Y , (3.105)

so folgt aus (3.104) der gewiinschte Armstrong-Frederick Ansatz

~ v ~
Z . ) Z

Der Translationstensor der kinematischen Verfestigung besitzt aufgrund der Beziehung (3.105)
exakt dieselbe mathematische Struktur wie der Mandel’sche Spannungstensor. Er ist somit
durch Gleichung (3.98) bestimmyt.

(C) Schidigung

Ausgehend von (3.86), (3.43), (3.100) folgt aus (3.62), (3.65) ein Elastizitdtsgesetz der Form
(3.87) sowie eine additive Zerlegung der Grofie © entsprechend (3.52). Die drei Summanden
sind durch die Gleichungen (3.88), (3.54) und die Beziehung

' a\Ifkm c
ka — p - _Z
v T PR T 2

A~

Y'Y (3.107)

festgelegt. Die Entwicklungsgleichung (3.56) stellt sicher, daf d > 0 ist und somit auch der

dritte Term in (3.92) niemals negativ werden kann.

39



3.2.4 Zusammenfassende Darstellung und Diskussion

Die in Kapitel 2.2 fiir kleine Deformationen formulierten Materialmodelle wurden in An-
lehnung an die in [97] erlduterte Theorie auf finite Deformationen iibertragen. Die konstitutiven
Gleichungen sind in Tabelle 3.2 zusammengefafit. Alle drei Modelle beruhen auf einer linearen
Elastizitdtsbeziehung. Sie unterliegen einer im Raum der Mandel’schen Spannungstensoren
definierten v.Mises Fliefunktion mit isotroper und kinematischer Verfestigung. Die Beson-
derheit dieser Theorie liegt einerseits in der Wahl der Spannungs- und Verzerrungstensoren
sowie den entsprechenden Zeitableitungen, andererseits in der Modellierung der kinematischen
Verfestigung, deren Evolutionsgleichung nicht mit dem Translationstensor é formuliert wird,
sondern mit dem inneren Spannungstensor 7. Die tensorielle Grofe é ist durch eine nichtlineare
Funktion von Z gegeben, und Z selbst ist nichtlinearer Natur. TSAKMAKIS hat in (98] gezeigt,
daBl ein solches hochgradig nichtlineares Modell im Falle einachsigen Zugs, einfacher Sche-
rung und einfacher Torsion sinnvolle Spannungs-Dehnungsantworten liefert, allerdings wurde

hierbei keine Schidigung beriicksichtigt.

Abbildung 3.6 zeigt das Materialverhalten der drei auf finite Deformationen verallgemeinerten
Materialmodelle bei einachsiger Zugbeanspruchung. Die einachsig formulierten Materialglei-
chungen wurden mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung integriert. Die Grofle oy
entspricht der Axialkomponente des gewichteten Cauchy’schen Spannungstensors'® und Z;
der Axialkomponente der inneren Spannung in der Momentankonfiguration Z=F, ZFE Es
wird deutlich, daf} eine Verallgemeinerung der Modelle von LEMAITRE bzw. BENALLAL ET AL.
auf finite Deformationen im Rahmen der hier betrachteten Thermodynamik dazu fiihrt, dafl die
Cauchy-Spannung mit zunehmender Schidigung gegen einen von Null verschiedenen Grenz-
wert strebt. Infolgedessen ist der Zustand maximaler Schidigung (d — 1) bei diesen beiden
Modellen durch beliebig grofle elastische Verzerrungen charakterisiert (siehe hierzu Gleichung
(3.87)). Bei kleinen Deformationen war dies nur beim Modell von BENALLAL ET AL. der
Fall. Grundsétzlich unterschiedliches Verhalten zeigen die drei Modelle auch hinsichtlich der
plastischen inneren Variablen Z;; und k. Wéhrend bei den verallgemeinerten Modellen von
LEMAITRE bzw. BENALLAL ET AL. Z;; stetig ansteigt und k gegen eine obere Grenze strebt,
ist Modell B dadurch gekennzeichnet, dafy diese beiden Groflen mit zunehmender Schédigung
gegen Null gehen. Auch in Bezug auf den Schidigungsverlauf weisen die verallgemeinerten
Modelle von LEMAITRE bzw. BENALLAL ET AL. ein ungewdhnliches Verhalten auf. Bei bei-
den Modellen verlduft die Schidigung mit zunehmender Dehnung asymptotisch gegen eins
und nur Modell B zeigt eine nahezu lineare Entwicklung der Schidigung mit fortschreitender

Dehnung.

15Es sei darauf hingewiesen, dafl im Falle einachsiger Beanspruchung der Mandel’sche Spannungstensor und

der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor zusammenfallen.
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Tab. 3.2: Auf groBe Deformationen verallgemeinerte Materialmodelle von LEMAITRE,
BENALLAL ET AL. sowie Modell B

T = (1-d)C[[-T})

LEMAITRE BENALLAL ET AL. MoDELL B
F = 3 i_éD_k F = 3 ?__éD_k F = 3 P__éD_L
V2|\1-d ~V2|\1-d V2\1-d 1—d
3. N 3 .- N 3.«
Dp—\/;sN Dp: ESN Dp: §SN
ﬁ D
= ¢ . D . D
o\ ¢ . (Pg) (P9
N = — = N = 5 N = 5
p R w 5 2
\(—H,—s |(e-&)"] |(e-6)"]
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Abb. 3.6: Spannungsverlaufe o, Z;; und k sowie Entwicklung der Schadigung bei
einachsigem Zug fiir die drei auf groBe Deformationen verallgemeinerten Ma-
terialmodelle; E = 200000 MPa, h = kg = 450 MPa, ® = 1, g = 10,
v = 2700 MPa, b = 10, ¢ = 2500 MPa, ay = 0, a; = 1.25MPa !,
as = 0MPa™t, n =1, qg=0.
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3.3 Vereinfachte konstitutive Beziehungen

3.3.1 Vereinfachte kinematische Verfestigung

Die numerische Integration der kinematischen Verfestigungsregel 148t sich erheblich vereinfa-

chen, wenn die nichtlinearen Terme in é unberiicksichtigt bleiben, d.h.
§=17 (3.108)

gesetzt wird. In Anbetracht dessen verbleibt zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen
eine auf (3.108) basierenden konstitutive Theorie die Dissipationsungleichung in hinreichender
Weise befriedigt.

Verallgemeinertes Modell von Lemaitre

Damit Ungleichung (3.75) fiir alle denkbaren thermodynamischen Prozesse stets erfiillt ist,

muf} gezeigt werden, dafl

. 7 =
~Z_.Y>0. (3.109)

Mit Hilfe der Beziehungen (3.78) und (2.39) zusammen mit (2.18) und (3.84) 1483t sich (3.109)
wie folgt darstellen:

| <o

$7 -7 — Z7Z-D, >0 . (3.110)

o
o
—

[y
|
o
~

Einige algebraische Umformungen unter Einbeziehung der Definition (3.74) fiithren zu

/B 722 D,

h — .
1—d 2

>0 . (3.111)

Da HZ ZH < HZH2 kann diese Ungleichung im allgemeinen nur erfiillt werden, wenn die

~

D,

~

Z

Materialkonstante b der Bedingung

V6

b > ——
— 1-d

(3.112)
geniigt. Es wird deutlich, daf} fiir d — 1 die rechte Seite von (3.112) gegen unendlich strebt.

Unter diesen Umstédnden scheint die Vereinfachung (3.108) fiir dieses Modell nicht zuldssig, da

eine Verletzung der Dissipationsungleichung (3.75) nicht ausgeschlossen werden kann.
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Verallgemeinertes Modell von Benallal et al.

In analoger Vorgehensweise 148t sich unter Beriicksichtigung der Gleichungen (3.78), (2.39),
(2.18) und (3.97) bzw. der Definition (3.74) als hinreichende Bedingung zur Erfiillung der
Ungleichung (3.91) die Restriktion

V6

> V2
b_l—d

ableiten. Eine Vereinfachung im Sinne von (3.108) scheint somit auch fiir dieses Modell un-

zuldssig.

Verallgemeinertes Modell B

Mit Hilfe der Beziehungen (3.101), (2.39), (2.18), (3.106) und (3.74) kann gezeigt werden, daf3

der zweite Term in (3.91) unter der Voraussetzung
b > V6 (3.113)

einen nichtnegativen Beitrag liefert'®. Im Gegensatz zu den beiden anderen Modellen stellt
diese Bedingung eine akzeptable Restriktion an den Materialparameter b dar. Dies legt den
Schlufl nahe, daf} eine Vereinfachung der konstitutiven Beziehungen entsprechend (3.108) nur
bei diesem Materialmodell angewandt werden sollte. In Anbetracht dieser Uberlegungen kon-

zentrieren sich die weiteren Ausfiihrungen einzig und allein auf Modell B.

3.3.2 Kleine elastische Verzerrungen

Die Annahme kleiner elastischer Deformationen fiihrt zu weiteren Vereinfachungen in den

~

konstitutiven Beziehungen. Es gilt wegen ‘I‘e < 1 fiir den elastischen Anteil des Deforma-
tionsgradienten
F. ~ R, ." (3.114)

Einsetzen der Gleichungen (2.27)y, (2.26); und (2.13) in Definition (3.66) liefert aufgrund der
Eigenschaft (3.114)

A~

P=F'F,T~T. (3.115)

16Dje gleiche einschrinkende Bedingung an die Materialkonstante b erhiilt man auch ohne Schiidigung (siehe
hierzu Kamran [48, S.1451].

TR, entspicht dem elastischen Rotationsanteil in der polaren Zerlegung F. =R, U, . U, reprisentiert den
elastischen rechten Strecktensor.
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Bildet man die materielle Zeitableitung der Elastizitéitsbeziehung (3.87), so erhélt man unter
Verwendung von (2.32) und (2.39)

v
T 2 SN . . . S
<—1_d> -cl]=-C[L, T, +T.L)]-L,C[l]-C[T]L, . (3.116)

Weiterhin sind kleine elastische Verzerrungen in dem Sinne aufzufassen, dafl alle Terme auf
der rechten Seite von (3.116) vernachléssigt werden konnen. Dies bedeutet, daf§ die Hyper-

elastizitédtsbeziehung (3.87) durch ein Hypoelastizitéitsgesetz der Form

~

(%) —C[] = C[P-T)] (3.117)

angendhert werden kann.

3.3.3 Zusammenfassende Darstellung und Diskussion

Abschlieflend werden die in der Zwischenkonfiguration R, formulierten konstitutiven Glei-
chungen mit Hilfe des Konzepts der dualen Variablen in die Momentankonfiguration R, trans-
formiert. Verwendet man hierzu Gleichung (3.114) sowie die in Anhang A.1, A.2 und A5
angegebenen Beziehungen, so fiihrt dies zu dem in Tabelle 3.3 zusammengefafiten System
von Materialgleichungen. Aufgrund der Eigenschaft (3.114) bleibt die Struktur der Material-
gleichungen bei einer Vorwirtstransformation von R, nach R, erhalten, lediglich die Variablen
dndern sich. Ein Vergleich mit der geometrisch linearen Formulierung (Tabelle 3.1) macht
deutlich, daf die Evolutionsgleichungen ihre Struktur im wesentlichen beibehalten!®. Das
Elastizitéitsgesetz wird allerdings durch ein Hypoelastizititsgesetz approximiert und die mate-

riellen Zeitableitungen der tensoriellen Gréf8en werden durch objektive Zeitableitungen ersetzt.

Abbildung 3.7 macht deutlich, da8 bei einachsiger Zugbeanspruchung die Unterschiede zwi-
schen der in Kapitel 2.3.3 erlduterten ,exakten thermodynamischen Formulierung® und der
vereinfachten Version rein quantitativer Natur sind. Insbesondere sei darauf hingewiesen, dafl

die Vereinfachung é — 7 keinen groflen Einflufl auf die Spannungs-Dehnungskennlinie ausiibt.

18Dies hat den Vorteil, daf in beiden Féllen der gleiche Spannungsalgorithmus benutzt werden kann.
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Tab. 3.3:

Modell B unter der Voraussetzung kleiner elastischer, groBer plastischer

Deformationen und der Vereinfachung é:Z

S\ _cip-4
m - [ - p]
F_\/§ s-z\"|
V2\1-d 1—d
A _7\P
A, = §gN ., N = (5 )D
2 |s-2)"|

(1—d)4
1 1
0, = — — gb.gP S)?
o S sy 0|
F =0 = 3 fiir F=0 & F >
F,=konst.

$ = (0 sonst
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800 Oy 1.0
— 0.8
S 600 k
= —0.6-
= 400 .
N 0.4
E
© 200 Zn 0.2
0 | | . 0.0 | | |
0 10 20 30 0 10 20 30
In(1/1,) [%] In(1/1,) [%]
—— exakte thermodynamische Formulierung
---------- vereinfachte Version
Abb. 3.7: Spannungsverldufe oy, Z1; und k sowie Entwicklung der Schadigung bei ein-

achsigem Zug fiir Modell B; £ = 200000 MPa, h = ky = 450 MPa, ® =1,
B =10, v = 2700 MPa, b = 10, ¢ = 2500 MPa, ag =0, a; = 1.25 MPa~!,
a=0MPa ', n=1,¢=0.
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4 Erweiterung auf Thermo(visko)plastizitit mit

Schidigung

Aufgrund der Erkenntnisse im vorherigen Kapitel wird im folgenden nur Modell B auf Thermo-

viskoplastizitit erweitert.

Bei thermischer Aktivierung kommt es oberhalb bestimmter Temperaturen zu einem Energie-
abbau durch Ausheilen und Umordnen von Gitterdefekten, beispielsweise durch Kondensation
von Leerstellen, Annihilation von Versetzungen unterschiedlichen Vorzeichens oder Bildung
von Kleinwinkelkorngrenzen. Dieses bevorzugt bei hohen Temperaturen auftretende Phinomen
bezeichnet man auch als statische Erholung (static Recovery). Die entsprechenden statischen
Erholungsterme werden in den Evolutionsgleichungen der isotropen und der kinematische Ver-
festigung beriicksichtigt. Sie fiihren bei zeitabhéngigem Materialverhalten zu einer Abnahme

der Verfestigung.

Wie bereits zuvor wird die thermodynamische Konsistenz der Materialgleichungen anhand
der Clausius-Duhem-Ungleichung tiberpriift. Auf den Sonderfall der Thermoplastizitit wird in
den Ausfiihrungen ebenfalls eingegangen. Diese kann durch einen geschwindigkeitsabhéngigen
Grenziibergang (fiir unendlich langsame Belastungsgeschwindigkeiten) aus der Thermovisko-
plastizitit abgeleitet werden. Da plastisches Materialverhalten geschwindigkeitsunabhéngig
ist, spielen die statischen Erholungsterme keine Rolle. Abschliefend wird untersucht unter
welchen Voraussetzungen die in Kapitel 3.3 getroffenen Vereinfachungen der Clausius-Duhem-

Ungleichung geniige leisten.

4.1 Thermodynamische Betrachtungen bei groflen De-

formationen

Ausgehend von einer additiven Zerlegung der Deformation entsprechend (2.27); wird eine

spezifische freie Energiefunktion der Form
U(t) = U (T, Y,7,d,0) = Tut) + T, (1) (4.1)

eingefiihrt, die additiv in einen thermoelastischen und einen inelastischen Anteil zerlegt werden
kann. Mit Hilfe der Beziehungen (2.38), (4.1), der Zerlegung der Deformation (2.27); sowie
der Definition der unteren Oldroyd-Ableitung (2.32) kann die Clausius-Duhem-Ungleichung
(2.64) wie folgt dargestellt werden:
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- ov '\ 2 o\, . 2 OV jopo oo
et

ov & 00 . OV . (det F)
PR (a—Y.YjLWH_%d) T

~ A~

0
Unter der Annahme elastischer Isotropie gilt die Beziehung ———T',; = TI'e; —— , die zu-

et et
sammen mit (2.18) und (2.35) dazu fiihrt, daf die Ungleichung (4.2) auch in der Form

~ A~

. ov \ 4 or\ . /(. ov .
T— ~ -y, — e T+ 2 ——TI,)-D,—
( PR o > ¢ PR<77 + 80>9+< + 2pr o t> »

et et

ov ;. OV . OV . (det F)
—. — I — . > i
pR<8 Y+ar7“+add> p qg >0 (4.3)

geschrieben werden kann. Die iibliche Vorgehensweise (siehe hierzu [24, 50]) fiihrt zu den

Potentialbeziehungen
- oV oV
T = - , . = —— . 4.4
PR F 1 50 (4.4)

Wihrend im Falle der Viskoplastizitét die Beziehungen (4.4); und (4.4), eine notwendige
und hinreichende Bedingung zur Erfiillung der Clausius-Duhem-Ungleichung darstellen®, ist es
bei Plastizitét nicht moglich Potentialeigenschaften der Form (4.4); und (4.4), als notwendig
fiir die Giiltigkeit der Clausius-Duhem-Ungleichung herzuleiten. Geht man dennoch davon
aus, da die Beziehungen (4.4); und (4.4), auch im Falle der Plastizitiit gelten mogen?, so
folgt unter Beriicksichtigung der Definitionen (3.63), (3.64), (3.65) und dem Mandel’schen

Spannungstensor

~ ~

P = (1+20,)T (4.5)

die Restungleichung

~A A A~ A . F
P-Dp—Z-Y—kf—Qd—(deé Jag > 0 . (4.6)

Im folgenden wird (4.6) in zwei Anteile aufgespalten und gefordert, dafl beide Anteile nicht-

negativ sind. Man erhélt somit fiir die innere Dissipation

A~ A~ A~ A~

P-D,—Z-Y —ki—Qd >0 (4.7)

lsiehe COLEMAN & GURTIN [24].
2KRATOCHVIL & DILLON [50] beispielsweise rechtfertigen diese Annahme durch einen Grenziibergang von
der geschwindigkeitsabhéngigen Viskoplastizitéit zur geschwindigkeitsunabhéngigen Plastizitét.
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bzw. fiir die thermische Dissipation

det F
_em)

Y
o

(4.8)

Ferner wird vorausgesetzt, dafl der Warmefluvektor durch das Fouriersche Wiarmeleitungs-

gesetz

q = —K|g] (4.9)

bestimmt ist, wobei der Warmeleittensor K einem symmetrischen, positiv definiten Tensor
zweiter Stufe entspricht. Infolgedessen ist Ungleichung (4.8) stets erfiillt, und es verbleibt
(4.7) bzw. nach Umformung

<P_5>.]5p——k 7%+Z-(D”—L+2ci>D”) —LGZO (4.10)

1-d

(A) (B) (C)
als Restriktion an die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen k, Z und d (siehe hierzu
Kapitel 3.2.2). Der Translationstensor der kinematischen Verfestigung é ist geméf (3.69) durch
€= (1+29)7 (4.11)

die Flieffunktion F durch (3.99)

~ ~\ D ~ ~\ D
s 3 (P— P— k
Forend) = D) (1) (412

und die Flieiregel entsprechend (3.90) und (3.74) durch

B Lk
D, = /54N , N=_~ > (4.13)

o]

gegeben. Im Falle der Viskoplastizitdt ist s durch eine Materialgleichung der Form

§ =~ (4.14)

festgelegt, wobei F einer Uberspannung entspricht und m, 1 positive Materialfunktionen von
6 sind3.

3Es sei nochmals in Erinnerung gerufen, daf im Falle der Plastizitit $ aus der Konsistenzbedingung F=0
bestimmt wird.
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Die Zerlegung des inelastischen Anteils der spezifischen freien Energiefunktion in zwei Sum-
manden entsprechend (3.11) erméglicht eine separate Untersuchung der thermodynamischen

Konsistenz der Evolutionsgleichungen beider Verfestigungsmechanismen.

(A) Isotrope Verfestigung

In Analogie zu Kapitel 2.2.3 wird fiir ¥}* ein Ansatz

Eo(t) = U (r,d,0) = 1-d) (

1
e —yr? + hr) (4.15)

2

gewdhlt, wobei v = (), h = h(0) (h < ko = k|,_,) nichtnegative Materialfunktionen der

Temperatur sind. Ausgehend von der Potentialeigenschaft (3.64) erhdlt man

k . . . ! N
(ﬁ) —h=~vyr+~0r . (4.16)

Hier und im folgenden kennzeichnen die Groen () die Ableitungen nach der Temperatur.
Einsetzen der Gleichungen (4.12), (4.13) in (4.10) liefert fiir Term (A)

: C > .
Fs—l—l_d(s ) >0 (4.17)
bzw.
§ > 7 (4.18)

als hinreichende Bedingung zur Erfiillung dieser Ungleichung. Sei

f:gé(l—g(%—h))é—%(%—h)w (4.19)

mit den nichtnegativen Materialfunktionen f= 3 (0), 1 =7(0), w=w (0), ¢p=06(0) (6 <1),
so ist (4.18) stets gewéhrleistet. Substituiert man 7 in (4.16) durch (4.19), so ergibt sich
unter Beriicksichtigung der Beziehungen (3.64) und (4.15) folgende Evolutionsgleichung fiir

die isotrope Verfestigung®:

k \ . k Yook k .

=) b= (y-B(—-h))s+ Lo(——-h) —x|———h) . 1.2
(0) e lmolian)) e Do) (e e

4Im Fall der Thermoplastizitét gilt: m=0.
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(B) Kinematische Verfestigung

Der Anteil W™ der spezifischen freien Energiefunktion wird durch die quadratische Form

(1—d)
2pr

A~

Y- Y (4.21)

kin T kin [~
() = v (Y,d,0) =

mit c=c (#) >0 vorgegeben. Somit folgt aus der Potentialeigenschaft (3.63)

Z \ A d . (7
— | =cY + -0 |—) . 4.22
<1—d> Xt <1—d> (4.22)
Die Beziehungen (3.63), (4.21) und (4.22) zusammen mit (2.18) und (2.39) in (4.10) eingesetzt,
liefern fiir Term (B)

A . X
Z A 1 Z c’ . A . . R

= . o < B . | |

(1—d> {Dp c (1—d> + 2 0 <—1—d> + 2 (Q) Y) Dp} >0 (4 23)

Durch Vorgabe von

~ v ~ ~
. 1 ( 7 A/ A 7
D, - - [-2- ChH(-2)42(d-Y)D, = «, [ 4.24
P <1—d> T (1—d> +2( ) Dy “”(1—d> (4.24)
mit
_by,p| 2 o (4.25)
A | '

und den nichtnegativen Materialfunktionen b = b(0), p = p (), w = w () ist Ungleichung
(4.23) stets erfiillt. Einsetzen des Faktors (4.25) in (4.24) fiihrt zu der Evolutionsgleichung

w—1 Z . o
<ﬁ> +2(®-Y)D, ,

~

~ v ~ ~

Z . Z d [ Z Z
2 ) =cD, — bs ] (i B el
<1—d> “5r S(l—d) T <1—d> P Hl—d

(4.26)
die unter der Voraussetzung
=Y (4.27)
in
A v ~ ~ ~ w—1 ~
Z ~ Z d . ([ Z Z Z
—) =cD, —bs | — —0|—) — — — 4.2
<1—d> it (1—d> T2 <1—d> P Hl—d (1—d> (4.28)

iibergeht®. Der Translationstensor der kinematischen Verfestigung nimmt aufgrund der Bezie-
hung (4.27) die Form (3.98) an.

5Im Fall der Thermoplastizitiit gilt: p = 0. Sei ferner 6= 0, so erhilt man wie schon in Kapitel 3.2.3 fiir
Z/(1—d) eine Entwicklungsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ.
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(C) Schidigung
Der thermoelastische Anteil der spezifischen freien Energiefunktion 148t sich in zwei Anteile

U=d) g0+ LK@ (4.29)

\Ilet(t) = \ilet (fet; d, 9) = OR OR

aufspalten. Der erste Summand wird linear in (1—d) vorgegeben, wobei H eine isotrope Funk-
tion von T’y und eine Funktion von @ ist. Die Potentialbeziehungen (4.4); und (3.65) liefern
aufgrund der Zerlegungen (4.1), (3.11) und den Annahmen (4.29), (4.15), (4.21) somit

. ov, H
T L 0

= — = (1-d) —/— , 4.30
P 61-‘et ( )aret ( )
8@ 150 in
Q = PR% = Qet + Qp + QI; (4.3].)
mit
ov, .
Ui = pr—pq = —H(lw0) (4.32)
) 8\Tji50 1
Qiso — p — _ (_ 2 ) )
P PR =54 5V hr) (4.33)
gen — 00"ty y (4.34)
O I ' :

Die Entwicklung der Schiadigung wird analog zu Kapitel 3.1.4 durch eine Materialgleichung

der Form

. — Q)" .
d = aos + (a1 + axd) (=42e1) $ (4.35)

beschrieben, worin ayg, a;, as, n, ¢ nichtnegative Materialfunktionen der Temperatur reprisen-
tieren. Diese Zusammenhinge machen deutlich, daf Term (C) in (4.10) unter der Voraus-

setzung H>0 in hinreichender Weise befriedigt ist.
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4.2 Warmeleitungsgleichung

Ausgehend von der materiellen Zeitableitung der Beziehung (2.61) ergibt sich unter Ein-

beziehung der spezifischen freien Energiefunktion (4.1), der Potentialeigenschaft (4.4)s, dem

ersten Hauptsatz der Thermodynamik (2.59) und der Gleichung (2.38)

0*VU . o (- 0V z 1 1 . &
—0—-10 — (¥ — —0| - Ty, =1, — —di —T-T —
902 + o ( 20 > ‘ r p wvq + o

0 (= o . 0 (= ov . 0 (- o )
(- Y- (- %) - m ()

(4.36)

Daraus folgt mit Hilfe der additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit, der Definition
der unteren Oldroyd Ableitung (2.32), der Elastizitétsbeziehung (4.4); sowie den Gleichungen

(2.18),(2.35) und (4.5) die Wirmeleitungsgleichung in der Form®
059 — Wet = Ty — —divg + wp, — & ,
p

wobei

-
L N
. = g Y _ p0n

00?2 00

der spezifischen Wirmekapazitdt bei konstanter Verzerrung entspricht. Der Term

2\ .
Yt
00 or,

wetZH

reprisentiert die thermoelastische Kopplung, wiahrend

1 . &
w, = —P- T,
PR

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

die spezifische plastische Spannungsleistung beschreibt. Die Grofle ¢; entspricht der in Form

von innerer Energie im Material gespeicherten Leistung, die sich aus Beitrédgen der inneren

Variablen Y, r und d gemaf
és - ésr + ésY + ésd

mit

: de o (- OV .
Csp = ET_E<\I]_—9>T,

bsiehe beispielsweise KRATOCHVIL & DILLON [50].
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de & o (- 0Ov 2
s = —Y = — |V——0|-Y , 4.43
ST oy oY ( a0 > (4.43)
. Oe - o (- ov .
zusammensetzt.

Es kann gezeigt werden, dafl die drei Summanden é,,, é;3- und é,4 nach einigen algebraischen
Umformungen unter Zuhilfenahme der Zerlegungen (4.1), (3.11), der Annahmen (4.15), (4.21),
(4.29) sowie den Potentialbeziehungen (3.63), (3.64), (3.65) wie folgt dargestellt werden konnen:

o (=d) f ko Ak T
&y = - a o \iod h)O — Ko}, (4.45)
N e Z\ ¢
by = ” 1 69 T Y | (4.46)
I A oH (T, ) 1 k 2
Csq — _p_R {H(I‘et,g) 69 9 50r<ﬁ—h> +
1 ) k 1 Z y/ :
Lo (o) < Lo () ()} e )
mit
1 !
Cy = —(1— C—@) , (4.48)
C C
1 '
C, = —(1 — —9> : (4.49)
¥ ¥

Die Evolutionsgleichungen von r und d sind durch (4.19) bzw. (4.35) gegeben. Ersetzt man Y
in Gleichung (4.46) durch Beziehung (4.22), so fiihrt dies zusammen mit (2.39), (2.18), (4.28),
(4.13) zu

A~

ey = (1;1) @(fd) {( ch —b (%) + 6 (%) N)s—
Wl(%)} . (4.50)

Abschlieflend sei nochmals darauf hingewiesen, dafl der Sonderfall der Thermoplastizitit aus

/
P14

obigen Gleichungen fiir p=7=0 hervorgeht.
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4.3 Vereinfachte konstitutive Beziehungen

4.3.1 Vereinfachte kinematische Verfestigung

Wie bereits in Kapitel 3.3 wird die Bestimmungsgleichung fiir die kinematische Verfestigung
durch

~

£ =17 (4.51)

approximiert. Die Erfiillung der Dissipationsungleichung (4.7) in hinreichender Weise erfordert,
daB

(%) D, - (%) Y >0 . (4.52)

Daraus ergibt sich nach einigen algebraischen Umformungen unter Einbeziehung der Gleichun-
gen (4.22), (2.39), (2.18) und (4.28)

) e

Unter Beriicksichtiung der Definition (3.74) stellt

A~

Z
(bé +p H—l—d

Z7Z D
b —V6—= -—=r| >0 (4.54)
zl” Dy
eine hinreichende Bedingung fiir (4.54) dar. Wegen ||ZZ| < HZH2 muf}
b > V6 (4.55)

gewihlt werden, damit Ungleichung (4.54) stets erfiillt ist.

4.3.2 Kleine thermoelastische Verzerrungen

Unter der Voraussetzung kleiner thermoelastischer Verzerrungen la8t sich das elastische
Materialverhalten durch ein lineares isotropes Stoffgesetz in ausreichender Weise beschreiben.
Die Kompatibilitdt mit dem physikalisch linearen Hook’schen Elastizitdtsgesetz gewédhrleistet
ein Ansatz der Form (4.29) mit

- S i 9
H(Pu0) = plo o+ 5 (SpTw)’ — 3k (SpLu) a2, + Sk(@Ag) L (456)

K(0) = —gm(aA9,)2 — pr (cge 1n§ + (Ci—c) 0 + 02> . (4.57)

T
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Hier sind u, A, k, a, C; temperaturabhingige Materialfunktionen, wobei

2

dem Kompressionsmodul, a dem Wiarmeausdehnungskoeffizienten und

AG, =0 — 0, (4.59)

der Differenz zwischen absoluter Temperatur # und einer Bezugstemperatur 6, entspricht’.
Weiterhin seien ¢, C},Cy konstante GroBen, so dafi die spezifische Wirmekapazitit (4.38)

vereinfachend

c. = konst. = ¢! (4.60)
gesetzt werden kann®. Aufgrund der Annahme (4.56) liefert die Potentialbeziehung (4.30)

T = (1-d){2ule + A(SpTa) — 3ra Al 1} (4.61)
bzw. mit dem Elastizititstensor vierter Stufe (3.31)

T=(1-dCly—aAb1] . (4.62)

Die Invertierung der Beziehung (4.62) legt nahe den thermoelastischen Verzerrungstensor in

einen elastischen und einen thermischen Anteil aufzuspalten

f‘et — f‘e + f‘t ) (463)

. T

r. = — 4.64
M [1_ d] (464

I, = a1, (4.65)

wobei
M=cl=lgeg_ 2  qg1=m (4.66)
21 20 (3XN+2p) '

dem reziproken Elastizitéitstensor entspricht. Die Potentialeigenschaft (4.32) fiihrt unter Ein-
beziehung von (4.56), (3.31) und der Zerlegung (4.63) zu

A

N 1 ~ N N
Qo = ~H(Le,0) = —5 C[Lu—a A, 1]-(Ty—a 6, 1) = =~ C[]-T, :=Q,, (4.67)

DN —

das wiederum mit Hilfe der Elastizititsbeziehung (4.62) in (3.88)3 iiberfiihrt werden kann®.

"Die Funktionen (4.56) und (4.57) wurden so gewdhlt, dafl (4.29) im Falle d =0 identisch ist mit dem in
[45] vorgeschlagenen Ansatz.

8Beweis siche Anhang (B).

9Somit ist auch die in Kapitel 4.1 (C) geforderte Eigenschaft H >0 sichergestellt.
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Approximation der Hyperelastizitat durch Hypoelastizitét

Der thermoelastische Anteil des Deformationsgradienten kann unter der Voraussetzung

~

|Ta| <1 (4.68)
durch
Fet =~ Ret (469)

angeniihert werden'®. Letztere Beziehung zusammen mit den Gleichungen (2.27);, (2.26)y,
(2.13) und der Definition (4.5) haben zur Folge, daf}

~

P=FF,T~T. (4.70)

Wie schon in Kapitel 3.3.2 angedeutet, kann bei kleinen thermoelastischen Verzerrungen das
Hyperelastizitéitsgesetz (4.62) durch ein Hypoelastizititsgesetz approximiert werden. Aus-
gehend von der materiellen Zeitableitung der Beziehungen (4.62) und (4.65) folgt mit den
Oldroyd Ableitungen (2.32) und (2.39) unter Beachtung der Zerlegung (4.63)

T\ 2 ac
<l—d> —C[L] =05 [0 — C[Ly T + Do L] — L,C[L] — CILJL, . (4.71)
2 . o o
Ly — (/A0 + )01 = LT, + IV L, (4.72)

Geht man zudem davon aus, daf3 bei kleinen thermoelastischen Verzerrungen nicht nur

sondern auch die rechten Seiten der Gleichungen (4.71) und (4.72) vernachléssigt werden

~

L.

<1, |n] <1, (4.73)

konnen, so ergibt sich folgende Hypoelastizititsbeziehung:

T\ A Ao A
(ﬁ) — C []__‘e] — C [F - ]__‘p - ]-_‘t] (474)
mit
4 )
[y=(/Ab, + )01 . (4.75)

10R,; stellt einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor dar, der aus der der polaren Zerlegung F.; =
R.: U, hervorgeht.
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Berechnung der thermoelastischen Kopplung

Ausgehend von Gleichung (4.29) erhilt man unter Beriicksichtigung der Beziehungen (4.67)s,
(4.63) und (4.65)

- a0

020 (1—d){8C
00 T, PR

0] — wAm+@cu@. (4.76)

Aufgrund der fiir Gleichung (4.71) getroffenen Vereinbarungen kann der erste Term in (4.76)

vernachléssigt werden, und es ergibt sich zusammen mit (3.31) und (4.58)

?v  (1-d)

0001, PR

3k (&' AB, + a) 1 . (4.77)

Letzteres in (4.39) eingesetzt liefert mit (2.32) und den Zerlegungen (2.27)s, (4.63)

1—d S L A A A
Wer = — ( ” ) 3k0 (! Af, + ) 1-(r—rp—Lg’re—reL,,—L,?rt—rtLp> : (4.78)

bzw. infolge obiger Vereinbarungen fiir die Gleichungen (4.71) und (4.72)

D>

(1-d)
PR

3k0(a/ A0, + @) 1-T . (4.79)

Wer = —

Berechnung der spezifischen Leistung é,

Mit Hilfe der Annahme (4.56) kann die spezifische Leistung é,4 ermittelt werden. Differen-
tiation des Ansatzes (4.67) nach der Temperatur fiihrt unter Einbeziehung von (4.63) und
(4.65) zu

OH 10C . . - .

— = - — [ - Te — (d/ AD, cr.-1. 4.80

= 52 [PTL — (280, + a)C[T] (1.80)
In Anlehnung an die vorherigen Betrachtungen wird davon ausgegangen, dafl der erste Term

in (4.80) einen vernachléssigbaren Beitrag liefert und es ergibt sich nach Einsetzen von (4.64)

oH T
50 = (o AG, —|—oz)Sp<1 d> . (4.81)

Aufgrund der Beziehungen (4.67) und (4.81) ist (4.47) somit durch

) 1 T k 2
€sd — _p_R { Qet + (Oé AQ + O!) Sp(l d>9 + = C (ﬁ—h>

A~

—%%(h—M9)<I£a—h>4— c&(lzd> <I§a>}d (4.82)
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4.4 Zusammenfassende Darstellung

Die vereinfachten konstitutiven Beziehungen sind in Tabelle 4.1 zusammengefafit. Dabei wur-
den die in der Zwischenkonfiguration R; formulierten Materialgleichungen mit Hilfe des Kon-
zepts der dualen Variablen (siche Anhang A.1, A.2 und A.5) in die Momentankonfiguration
R, transformiert. Die Eigenschaft (4.69) bewirkt, da8 die Materialgleichungen ihre Struktur
beibehalten und nur die Zustandsvariablen sich &ndern. Das gleiche gilt fiir die in Tabelle 4.2
zusammengefafiten Terme, die aus der Warmeleitungsgleichung hervorgehen. Die Zuléssigkeit
der vereinfachten konstitutiven Beziehungen wurde in [53] iiberpriift. Vorausgreifend auf Ka-
pitel 5 sei erwidhnt, dafl die Vereinfachungen bewuft zugunsten eines effektiven Integrations-
algorithmus in Kauf genommen wurden. Fiir die ,exakte thermodynamische Formulierung®
mit dem Mandel’schen Spannungstensor P und dem Translationstensor der kinematischen

Verfestigung é konnte bislang kein effektiver Integrationsalgorithmus gefunden werden.
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Tab. 4.1: Materialmodelle der Thermoviskoplastizitdt (VP) und der Thermoplastizitdt
(PL) mit Schadigung unter der Voraussetzung kleiner thermoelastischer, groBer

plastischer Deformationen und der Vereinfachung é:Z

(%)v _ C[A] = C[D-A,—A/] (4.83)
A, = (o Ab,+a) 01 (4.84)
F_ gH <%>D _ % (4.85)
ﬁp:\/gsN : N:% (4.86)
B e s P s
(%) = k o (4.87)
d)(v—ﬂ(m—h))é +7§é<ﬁ_h> (PL)
(2] - (Ve —o(g)) o 2o () o[l () om
T (e () s+ i () oL
d = (ao + (a1 + azd) ((I?Zt)):>s (4.89)
Qe = —(1_1d)2 {i sP.sP + 6(2/1711%”) (SpS)Q} (4.90)

Viskoplastizitiat (VP) Plastizitdt (PL)

F =0 = & fir F=0 & F >0 (4.91)

F,=konst. —

g $ = 0 sonst
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Tab. 4.2: Waiarmeleitungsgleichung, thermoelastische Kopplung, spezifische plastische

Spannungsleistung und spezifische Leistung infolge der Anderung der inneren

Variablen Y, r,d

. 1
0 — W = 1y — ;divq + wp, — &

1-d
Wer = ! )359(0/A9,« + «) (SpD)
PR
1 A 1 3
P pr P pr V2

és = ésr + ésY + ésd

1 3 Z Z pll Z ||V Z

E( ECN_b<1—d> +\/6<1—d>N>3_ c | 1-d <1—d> (VF)
Y =

1 (/3 Z Z

p ( 5N b (ﬁ) + V6 <ﬁ> N>s (PL)
bod = — = {—Qu + (o AB+a) S <i>9+i (1—1'9><L—h>2+
sd = oR et o r T &) 2P 1—d 2+ ~ 1—d

o () (20 (29) (%)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)
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5 Spannungsalgorithmus bei gekoppelten ther-

momechanischen Problemen

In diesem Kapitel wird die Vorgehensweise bei der Integration des in Tabelle 4.1 zusammen-
gefaBBten Materialmodells der Thermo(visko)plastizitit mit Schddigung beschrieben. Der In-
tegrationsalgorithmus ist speziell auf das Finite Elemente Programm ABAQUS zugeschnit-
ten und basiert auf dem HUGHES-WINGET-Verfahren [44]. In Anlehnung an [45] wird ein
dreifacher Operator-Split eingefiihrt, bestehend aus einem thermoelastischen Anteil, einem in-
elastischen Anteil und einem Anteil, der die statischen Erholungsterme beinhaltet. Die Schadi-
gung wird hierbei im inelastischen Anteil beriicksichtigt. Die Integration der konstitutiven
Gleichungen erfolgt in Operator [ mit der Mittelpunktsregel, in der Operatoren II und III mit
einem impliziten Euler-Verfahren. Insbesondere lassen sich so im Falle der Viskoplastizitdt die
Anzahl der mit dem Newton-Verfahren zu lésenden Gleichungen in den Operatoren IT und
III erheblich reduzieren. Ferner wird im Laufe dieses Kapitels auf die Berechnung der von

ABAQUS geforderten Beitrige zur Tangentensteifigkeitsmatrix eingegangen.

5.1 Finite Elemente Formulierung

5.1.1 Variationsprinzipien — schwache Form der Feldgleichungen

Die Methode der finiten Elemente basiert auf Variationsverfahren, denen Arbeits- und Energie-
prinzipien zugrunde liegen. Bei thermomechanischen Problemen sind dies das Prinzip der
wirtuellen Verschiebungen und das Prinzip der vituellen Temperatur. Die Herleitung dieser

Prinzipien geht von der Impulsbilanz bzw. von der Wérmeleitungsgleichung in lokaler Form
divT + pf = px | (5.1)

: i L.
CEQZrW—l—wethwp—es—;dlvq (5.2)

aus, wobei f einer spezifischen Volumenkraft entspricht. Die Oberfliche OR; des materiellen

Korpers in der Momentankonfiguration, mit der nach auflen gerichteten Einheitsnormalen n,
wird in Teilflichen ORY, OR?, OR?, OR] mit
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ORY UOR] = 0R, A OR} NORY =10 |, (5.3)
OR? U OGR! = OR, A OR! N OR} = (5.4)
zerlegt, bzgl. derer die Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen
u = ug(x,t) aufdR} | (5.5)
Tn = tp(x,t) aufORY (5.6)
sowie die Temperatur- und WarmefluBrandbedingungen
0 = 0p(x,t) aufdR? | (5.7)
g'n = qg(x,t) auf IR} (5.8)

gelten. Der iiber die freie Oberfliche OR] iibertragene Wirmestrom ¢p kann entweder von
auflen aufgeprigt werden oder durch Konvektion bzw. Strahlung hervorgerufen werden. Die
Feldgleichungen (5.1), (5.2) zusammen mit den Randbedingungen (5.5) — (5.8) und entspre-
chenden Anfangsbedingungen fiir x,x und # legen das zu lésende Anfangsrandwertproblem
fest.

Die Uberfithrung dieses Anfangsrandwertproblems in eine Variationsformulierung, auch
schwache Formulierung genannt, geschieht durch integrale Mittelwertbildung. Hierzu wird
zunéchst die Impulsbilanz (5.1) skalar mit einer vektorwertigen Testfunktion x multipliziert
und iiber das Volumen des betrachten Korpers integriert. Dasselbe erfolgt mit der Wirme-
bilanzgleichung (5.2), die mit einer skalarwertigen Testfunktion y gewichtet wird. Dies fiihrt

zu

/X-didev—i—/px-(f—)"c)dv:O , (5.9)
Rt Rt

/Xdiquv+/px(089—rw—wet—wp—i—és)dv:() ) (5.10)
Rt Rt

Die Testfunktionen haben den Charakter von Gewichtsfunktionen, wobei x als virtuelle Ver-
schiebung und x als vituelle Temperatur aufzufassen sind. Der virtuelle Zustand muf} den
wesentlichen Randbedingungen auf den Randabschnitten ORY und 9R? geniigen, d.h.

Xp =0 aufdR} |, (5.11)
xr =0 aufdR! . (5.12)
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Anwenden der Produktregel auf den ersten Term in (5.9) und (5.10) liefert unter Beriicksich-

tigung des Gaufischen Integralsatzes

/T-gradxdv - /px-(f — X)dv — /TXR-nda =0, (5.13)
R: R: OR;

/q-gradX dv — /px(cgé — Ty — W — Wy + és) dv — /XRq.nda =0, (5.14)
R; R; OR:

oder mit den Forderungen (5.11) und (5.12) nach Einarbeiten der Spannungsrandbedingung
(5.6) und der Warmeflurandbedingung (5.8)

G(u,0,x) = /T-gradxdv - /px-(f ~ %) dv — /tR-XRda — 0, (5.15)
R: R OR?

L(u,0,x) = /q-gradx dv — /px(cgé—rw—wet—wp—i—és) dv — / Xrqrda = 0.(5.16)
Re Re ORY

Der Spannungstensor T sowie die thermomechanischen Grofien we;, w, und é; gehen aus der
Materialroutine hervor, wihrend q dem Fourierschen Wérmeleitungsgesetz (4.9) unterliegt.
Die durch (5.15) und (5.16) gegebene schwache Formulierung erfiillt die Feldgleichungen (5.1),
(5.2) und die natiirlichen Randbedingungen (5.6), (5.8) nicht mehr exakt, sondern nur noch

im integralen Mittel®.

Es sei angemerkt, dafl die Methode der finiten Elemente auf einer raumlich diskretisierten Form
dieser beiden Gleichungen basiert. Hierzu werden die unbekannten ZustandsgréBen (Verschie-
bung und Temperatur) durch Ansatzfunktionen approximiert, die die wesentlichen Randbe-
dingungen (5.5) und (5.7) erfiillen miissen. Sei n die Anzahl aller Verschiebungs- und m die
Anzahl aller Temperaturfreiheitsgrade des FE-Modells, so kann (5.15) und (5.16) als ein Sy-
stem von (n+m) nichtlinearen Gleichungen dargestellt werden (siehe hierzu [40] (Kapitel 3.1.1,
Kapitel 6.1.1)).

!Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Methode der gewichteten Residuen [102, S.491f], d.h.

es werden Niherungslosungen gesucht, so dafl die ,Residuen’ im Integralmittel verschwinden.
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5.1.2 Allgemeine Problemstellung

Das grundlegende Problem bei einer nichtlinearen Finite Elemente Berechnung besteht darin
zu einer gegebenen Belastung die entsprechende Gleichgewichtslage eines Korpers zu ermitteln,
so daf} die schwache Form der Impulsbilanz (5.15) und die schwache Form der Wiarmeleitungs-
gleichung (5.16), genauer gesagt deren rdumlich diskretisierte Form, befriedigt wird?. Dies

erfordert in der Regel eine inkrementelle Vorgehensweise.

Betrachtet werde die Bewegung eines materiellen Korpers B bzgl. eines raumfesten, kar-
tesischen Koordinatensystems mit Ursprung O (sieche Abbildung 5.1). Ausgehend von der
Ausgangskonfiguration zum Zeitpunkt ¢; werden sukzessive Gleichgewichtslagen von B an dis-
kreten Zeitstiitzstellen ¢y, ts,..t,t+ At, ... bestimmt. Im folgenden wird davon ausgegangen,
daB alle Gleichgewichtslagen bis einschliellich zum Zeitpunkt ¢ bekannt seien. Das Problem
besteht nun darin fiir ein gegebenes Zeitinkrement At die zum Zeitpunkt ¢+ At gehorende
Gleichgewichtslage zu ermitteln. In anderen Worten ausgedriickt, handelt es sich hierbei um

ein sogenanntes dehnungsgesteuertes Zweipunktproblem, das es zu l6sen gilt.

Die von B zu den Zeitpunkten ¢;,¢ und ¢+ At eingenommenen Raumbereiche seien R;, R, und
Ri1a¢- Insbesondere werden Variablen, die sich auf den Zeitpunkt ¢ beziehen durch einen tief-
gestellten Index 0 gekennzeichnet, wihrend Groflen zum Zeitpunkt t+At den Index 1 besitzen.
Entsprechend dieser Konvention seien X;,xg,x; die Ortsvektoren eines materiellen Punktes
X zu den Zeitpunkten t;,t, t+At. Der Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt ¢ ist durch den
Verschiebungsvektor uy = u(X;,t) = x9— X; und das Temperaturfeld 6, = 0(X;,t) eindeutig
bestimmt. Der inkrementelle Verschiebungsvektor Au=x;—x, und das inkrementelle Tempe-
raturfeld A =0, —0y legen den gesuchten Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt ¢+ At fest.
Die gestrichelten Konfigurationen in Abbildung 5.1 kennzeichnen Nichtgleichgewichtszustédnde
wahrend der Iteration. Weiterhin bezeichnen Fy, F, AF die Deformationsgradienten, die zwi-
schen den Tangentialvektorrdumen von Punkten in R; und R;, R; und Ry a; sowie R; und
Ri1a: operieren, wobei gilt F; = AFF,. Da als Referenzkonfiguration die Konfiguration zum
Zeitpunkt ¢ gewihlt wurde, liegt eine sogenannte updated Lagrange Formulierung [3, S.335 f]

vor, d.h. die Referenzkonfiguration wird nach jedem Zeitschritt aktualisiert®.

2Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl der Begriff Gleichgewichtslage hier nicht im Sinne der Statik
aufzufassen ist, sondern einen Zustand beschreibt, bei dem alle Zustandsvariablen bekannt und Impuls- und
Energiebilanz erfiillt sind.

3Im Gegensatz zur total Lagrange Formulierung, deren Referenzkonfiguration die Ausgangskonfiguration

zum Zeitpunkt t; ist.
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O

Abb. 5.1: Bewegung eines Kdrpers bzgl. eines raumfesten, kartesischen Koordinaten-
systems.
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5.1.3 Gleichgewichtsiteration

Ein Korper befindet sich in einem Gleichgewichtszustand, wenn die Feldgleichungen (5.15) und

(5.16) erfiillt sind. In der Regel handelt es sich hierbei um ein nichtlineares Gleichungssystem

der Form
G*(Au,A0,x) = 0 (5.17)
L*(Au, A, x) =0 (5.18)

das iterativ gelost werden mufB*. Ein in der Praxis weit verbreitetes Iterationsverfahren zur
Losung derartiger Nullstellenprobleme ist das Newton- Verfahren, das auch von ABAQUS ver-
wendet wird. Im Gegensatz zu anderen numerischen Verfahren, wie Modified Newton oder
Quasi-Newton-Verfahren, zeichnet sich der Newton-Algorithmus durch eine quadratische Kon-

vergenzrate aus.

Die grundlegende Vorgehensweise beim Newton-Verfahren ist die folgende:
Nach dem i-ten Iterationsschritt liege eine Niherungslosung Au’, A#® der Gleichungen (5.17)

und (5.18) vor. Losen des linearen Gleichungssystems

oGg*  0g*
G*(Au’, A9", x) PN Y Autt — Ad’ (519)
_ — 5.19
L*(Au’, AG, x) ocr  oLr AGFL — AY
O0Au  O0A0 /Auinpi
liefert eine verbesserte Niherungslosung Au‘tt, AgHL
Die Iteration wird solange fortgesetzt bis die Abbruchkriterien
g*(AuH’l, AQHI,X) Aut! — Au
' ' < e, ' | < e, e >0 (5.20)
L (Au ™t AT x) AGFL — Ap

erfiillt sind.

Die in (5.19) auftretende Funktionalmatrix, auch Jacobi-Matriz oder Tangentensteifigkeits-

matriz genannt, 18t sich aus dem totalen Differential der Gleichungen (5.15) und (5.16)

dg° = dg: + dg; | (5.21)
dg; = d(/ Tgradxd’l}) :d(/Sgradde) , (522)
Reyat R¢

4ES gllt g(u1,01,x) = g(u0+Au;00+A97X):g*(Au7AO;X) =0 )
‘c(uhal;X) = E(UO+AU,00+A9,X):E*(AU, AQJX) = 0.
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dg: = —d(/ px-(f — %) dv + / toxpda) (5.23)

Ritat 8R(!:T+At
dc* = dL; + dg; (5.24)
dc: = d(/ pX (Wer+wp—é5)dv) = /PRX(dwet+dwp_dés)dV ; (5.25)
Ritat Re
dg; = d(/ q-grad x dv — / PX(CEQ—YW) dv — / Xrqrda) (5.26)
Ritat Ritat 8Rg+At

ableiten. Der Term dG; kann mit Hilfe der Beziehungen

d(gradx) = d(GRADx F ') = GRADx dF ! | (5.27)
dF ' = —F 'dFF ! (5.28)
in
dg* = /dS-gradde . /S-GRADXF—ldFF—ldv , (5.29)
R: R

uberfithrt werden.

Sowohl der erste Term in (5.29) als auch Gleichung (5.25), hingt von den in der Material-
routine zugrunde gelegten konstitutiven Beziehungen ab und muf} deshalb individuell vom
Benutzer bereitgestellt werden. Wie die von ABAQUS geforderten Beitrédge zur Tangenten-
steifigkeitsmatrix im einzeln auszusehen haben, wird in Kapitel 5.2.6 naher erldutert. Alle
anderen Terme, insbesondere die Gréflen dG; und dCj, werden von ABAQUS intern berech-

net und sollen hier nicht weiter betrachtet werden®.

®Der Leser sei in diesem Zusammenhang auf die Kapitel 3.1.1 und 6.1.1 in [40] verwiesen.
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5.2 Integrationsalgorithmus

In diesem Kapitel wird ein auf das Finite Elemente Programm ABAQUS abgestimmter Inte-
grationsalgorithmus fiir das in Tabelle 4.1 vorliegende System von konstitutiven Gleichungen
vorgestellt. ABAQUS bietet die Moglichkeit {iber die Benutzerschnittstelle UMAT, eigene
Materialmodelle zu implementieren. Hierbei wird nahegelegt, zur Integration der Material-
gleichungen den HUGHES-WINGET-Algorithmus [44] zu verwenden.

In Anlehnung an WEBER [101] wird zunéchst eine bar-Transformation eingefiihrt. In diesem
Zusammenhang beschreibe der Ortsvektor x = X(xg,() die Lage eines materiellen Punktes
zum Zeitpunkt ¢ € [t,t+At] , wobei fiir festgehaltenes ¢ eine Inverse xo = Xo(x, ) existiert.
Die Notation in 5.1.2 beibehaltend gilt xo = X(xp,t) bzw. x; = X(x¢,t+ At). Der Defor-
mationsgradient, der Geschwindigkeitsvektor und der Geschwindigkeitsgradient lassen sich im

betrachteten Zeitintervall somit wie folgt darstellen:

F = F(xp,() = aig;[’o’ 9 (5.30)
v = V(Xq,() = digi(xo,() : (5.31)
L = L(x,¢) = % . (d%ﬁ(x‘”o) (B(x0, Q) . (5.32)

mit F(xo,%)=1 und F(xo,t+At)=AF. Fiir festgehaltenes x, sei

A(Q) = QA Q) (5.33)

die bar-Transformierte eines symmetrischen Euler’schen Tensorfeldes A, wobei der Rotations-

tensor Q durch die Losung des Anfangswertproblems

d
QO =WEOQO . Qb -1 (5:34)
bestimmt ist. Der Wirbeltensor W geht aus (2.12) hervor. Differentiation der Beziehung
(5.33) liefert folgenden Zusammenhang zwischen der materiellen Zeitableitung von A und
der Jaumann-Ableitung von A:

d

x _ AT i _ _ AT =
d_(A_Q (d(A WA—i—AW)Q—Q AQ . (5.35)
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Das in Tabelle 4.1 zusammengefafite System der konstitutiven Gleichungen wird mit Hilfe
eines Operator-Split- Verfahrens integriert. In Analogie zu JANSOHN [45] wird ein dreifacher
Operator-Split eingefiihrt, worin Operator I die rein thermoelastischen Anteile, Operator II die
inelastischen Anteile einschliellich Schadigung und Operator III die statischen Erholungsterme
beinhaltet. Bei Plastizitéit entfillt Operator III.

Der hier vorliegende Fall geht von einem Anfangswertproblem der Form

d S d I S d II S d IIr S
ic(a) = aele) r e () v ac (a) 39
d Z d I Z d 11 Z d 117 Z
() = x (B w (Be)r (F) 50
d k B d I k d 11 k d 117 k 5 38
ic(ia) = ac(ie) " ae (a) v i (5a) 5%
dd ~ d'd d"d d"d 5.39
€ - @ v oxw *t oawo (>:39)
ds d's d's d"'s
T - @« * © T Ta (5.40)

mit den Anfangswerten

I I I I I

S() = SQ s ZQ = ZQ y ko = k() y do = do s So = So (541)

aus, das als Summe dreier nichtlinearer Operatoren geschrieben wird®. Hierzu werden zuniichst
die Gleichungen (4.83) und (4.88) mittels der Beziehung (2.40) in gewdhnliche Differential-
gleichungen iiberfiihrt.

Der thermoelastische Anteil (Operator I) ist durch das Differentialgleichungssystem

dI S ! S ! S T ! do
S V) (B et oo

' z "Iz 'z cddo 'l z
%)~ () ()t () o4

6Prinzipiell ist eine beliebige additive Zerlegung des Gleichungssystems méglich, insofern sie physikalisch

sinnvoll ist. SIMO & Ju [84] bzw. Ju [46] fiihren fiir den elastoplastischen Fall mit Schiidigung ebenfalls einen
dreifachen Operator-Split ein, allerdings unterscheiden sie zwischen einem elastischen, einem plastischen und

einem Schidigungsanteil.
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-2

dd
d’s
=0 (5.46)

festgelegt, dessen Losungen als Anfangswerte fiir den inelastischen Anteil dienen.

Der inelastische Anteil (Operator II) ist durch das folgende Differentialgleichungssystem de-

finiert:

d"/s 3d"s u

d " Z 3 " Z dUS

i () - (ﬁ e ()7 .
d 17 k 11 k dHS

Sl e fo ) o

d"d i (=Qa)™ ) ds

dC — ((10 + ((11 + as d) (]_—Hd)q> d< ) (550)

F " F

j—czo:dd—;farF:o&j—c >0
. Fp=konst. (PL) (5.51)
d—CS = (0 sonst

IT

s (A)™

Bei Plastizitdt sind die Losungen dieses Differentialgleichungssystems identisch mit den ge-
suchten Losungen des Anfangswertproblems, wihrend sie bei Viskoplastizitit als Anfangswerte

fiir den statischen Erholungsterm benutzt werden.

Operator IIT beinhaltet die statischen Erholungsterme und spielt deshalb nur im Falle der
Viskoplastizitédt eine Rolle. Die gesuchten Losungen des Anfangswertproblems gehen somit

aus dem Differentialgleichungssystem
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d 117 S
P <ﬁ> =0, (5.53)

q II7 7 - II7 7 w-l 11 7 (5 54)
ac \1=d) = P (124 1-d) '
I I w

d k k

dIIId

— =0 5.56
d¢ ’ (5.56)

dIIIS

— =0 5.57
n (5.57)

hervor.

5.2.1 Integration des thermoelastischen Anteils

Die Integration des thermoelastischen Anteils erfolgt mit dem HUGHES-WINGET-Algorith-
mus [44]. Dieser geht davon aus, dafl die tensoriellen Evolutionsgleichungen mit Jaumann-
Ableitungen formuliert werden. Infolgedessen werden die Gleichungen (5.42) und (5.43) mit
Hilfe der Beziehungen (2.10), (2.12) zunéchst so umgeschrieben, daf§ auf der linken Seite die

entsprechenden Jaumann-Ableitungen stehen. Da "d=dy=konst. folgt

I

% ~ WS+'SW=D'S+'SD + (1_d0)C[D_(O/A9r+04)3_21] ; (5.58)
dIZ I I I I C’ dez

— - WZ ZW =D Z ZD + —— 7 5.99
i + + + ¢ dc 5 ( )

oder nach Riickrotation in die Konfiguration R, mittels (5.33) und (5.35)

'S —in o= — de

— =D S+ SD + (1-dy)C[D—(a/ A, +0a) —1] , (5.60)
d¢ d¢

dIz — = — Cl d9 I—

—~ -DZ ZD + - — 7 . 61
ac + + . aC (5.61)

Die bar-transformierten Gleichungen besitzen die Form von gewdohnlichen Differential-

gleichungen, die zusammen mit der verbleibenden Evolutionsgleichung (5.44)

dk _ (o' a2y ) 40
i (7 o (1=do) (1= )) % (5.62)

73



mit einem stabilen impliziten Euler-Verfahren integriert werden konnen. Anwenden der Mittel-
punktsregel mit den Anfangsbedingungen

So=Ql'SoQo =S50, Zi=QlZQo =7, ko =k, (5.63)

die aus (5.33) und (5.34), hervorgehen, fithrt unter der Voraussetzung einer konstanten Tem-
peraturgeschwindigkeit

o _ o=ty _ A9
ac ~ At At

(5.64)

zu

_ o o _ AB
'S, =Sy + At <D1/2’81/2 + 'S5 Dyjy + (1—do) Crjo [Dl/2 -, 1]) . (5.65)

1/2 Kt
171 =7y + At (ﬁl/g Izl/g + 171/2 ﬁl/g) + 2021/2 Af 171/2 , (566)
Ikl = k(] + {2 CK1/2 Ik1/2 + (1—d0) (hll/2—2 CK1/2 hl/g)}Ae , (567)
mit

Cayyy = Olyy by, +arss (5.68)
03/2

C = 5.69

Zl/z 2 01/2 ( )
’Yi/Q

C = 5.70

Kl/z 2,)/1/2 ( )

Der tiefgestellte Index 1/2 kennzeichnet Groflen zum Zeitpunkt t+At/2, wobei gilt:

1 r

_ 1 _
Sl) ; IZ1/2 — _(Z0+IZ1) , Ik1/2 - 5( k0+1k1) . (571)

I§1/2 — _(S()+ 2

Eine weitere charakteristische Eigenschaft des HUGHES-WINGET-Algorithmus ist die An-
nahme eines konstanten Verzerrungsgeschwindigkeitstensors D (¢) im betrachteten Zeitinter-

vall ¢ € [t,t+At], mit dessen Hilfe ein Verzerrungsinkrement
Ag := AtD (5.72)

definiert wird.
Durch anschlieSende Vorwéartsrotation der bar-transformierten Zustandsvariablen in die Kon-

figuration Ry a; erhdlt man die gesuchten Losungen des Anfangswertproblems I. -Gemé&f den
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Abbildungsvorschriften 'S, = Q; 'S, Ql und "7, = Q; "7, QT ergeben sich unter Beriick-
sichtigung der Beziehungen (5.71); und (5.71),

I

S, — % (Ae’s1 + IslAe) —

Sj + 5 (AeS; + S;Ac) + (1-0) Cyjo[Ae — o, AGT] (5.73)
(1= Cz,,200) "2 - % (Ae'Zy + 21 Ae) =
(1 + Cz,, 20) Z + % (AeZj + Z; Ae) (5.74)
wobei
S; = QiSQ (5.75)
Zy = QZoQp (5.76)
Ae = Q, Az QT . (5.77)

Mit den beiden Tensoren vierter Stufe Z und P, deren Komponenten bzgl. eines kartesischen

Koordinatensystems durch

1
Ziimi=Eijmi — B (Acim 0 + 0 Depj) (5.78)

1
Pijml = (1 — 021/2 AQ) gijml — 5 (A&“Z’m 6lj + 0y Aé“mj) (579)
bestimmt sind sowie der Beziehung (5.71)3 folgt aus (5.73), (5.74) und (5.67)

I

S; = 'S(Ae,A0,Q;) =

— * 1 * *
Z71[S; + 5 (AeS] + SjAe) + (1-d) Cupp [Ae — Cy, A 1]} , (5.80)
I I~ 1
7, = '7(Ae, N0, Q,) = P! [(1 + Cr,p, A0 25 + 5 (A Zi + 2 Ae)] . (5.81)
I I~ 1 ’
ki = 'k(Af) = = Cr 50 {(14Cx,y, A0) ko+(1=dy) (M} /=2 Cic, ,, b)) AG} . (5.82)
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Weiterhin liefert Integration von (5.45) und (5.46) mit (5.41), 5 sofort

I

Idl = dg 5 S1 = So - (583)

Die inkrementelle Objektivitdt im Sinne von HUGHES & WINGET kann durch einen im be-

trachteten Zeitintervall konstanten Geschwindigkeitsgradienten
2 ~1
L = konst. = Y (AF — 1) (AF + 1) (5.84)

gewihrleistet werden. Aufgrund dessen ist auch

1 1
D = 5 (L + L") = konst. , W = 3 (L — L") = konst. , (5.85)

und das Verzerrungsinkrement Ae ist durch
Ae = AtD (5.86)

bestimmt. Zudem kann mit Hilfe der Beziehung (5.85), das Anfangswertproblem (5.34) geldst
werden. Integration mit der Mittelpunktsregel und die Forderung nach Orthogonalitit des

Rotationstensors Q; liefert

Q, = (1 - %W)l <1 - %W) . (5.87)

Die Herleitung der Gleichungen (5.84) und (5.87) wird ausfiihrlich in den Arbeiten von HUGHES
& WINGET [44], WEBER [101] und JANSOHN [45] beschrieben.

5.2.2 Integration des inelastischen Anteils

Als Anfangswerte fiir das Teilproblem II werden die Lésungen des thermoelastischen Anteils

II II II I II

So='S,, Zo="Z, ko="ki , So= S1, do="d (5.88)

verwendet. Zunéchst wird iiberpriift, ob inelastische Belastung vorliegt. Dies ist dann der Fall,

wenn der Spannungspunkt auflerhalb des elastischen Bereichs liegt, d.h.

I D 1
_ 3| (S-2 k
F('S1, 2y, ki, "dy) = \[ =) |- > 0 (5.89)
2 ||\ 1-d/, )

1—d
gilt. Andernfalls ist der Deformationsprozef rein elastisch und die gesuchten Lésungen des

Anfangswertproblems II sind durch

II I II I II I

11312151 ) HZlZIZ1 ) ki= ki, $1= 81, di=d; (5-90)



bestimmt.

Interessanter ist der nichttriviale Fall, der von inelastischem Flieflen ausgeht. Vollimplizite

Integration der Differentialgleichungen (5.47)—(5.50) liefert unter Beriicksichtigung der Gréen

II II D
Si— ' Z
"N, = ('8 -"2) , (5.91)

(11 S1 _UZI)DH

3 d"s
= 4= At ——
&1 \/; t ac

sowie dem Elastizitétstensor (3.31) das folgende Gleichungssystem:

s s 'r's "
(%), = (), ~2mer™ o
H V4 1 ! V4 T
Z\ _ N, b 5.94
(1_d>1 1+\/§b1£1 { <1_d>1 rab 1} ( |
Ir K 1 I k \/5
_ — — h 5.95
(1—d>1 1—|—\/g¢151§1 { <1—d>1 + 3¢1 (7 + 54 1)51} ; (5.95)

2
Mo = s + \/;gl , (5.96)

2 Q)™
"dy = "dy + \/; {ao1 + (ar, +az, dy) ﬁ} & (5.97)

(5.92)

¢ =tAL

wobei die elastische Energiefreisetzungsrate (4.90) am Inkrementende aufgrund der Beziehun-

gen (5.91) und (5.93) durch
2 I 2
1 S
— X | Sp | —— 5.98
T S @mt3 ) (p<1—d>1) } (5.98)

I D
1 S II
Qo = — — 2 N

festgelegt ist. Es ist ersichtlich, daf3 "Ny, & und "d, die mafgebenden Groflen darstellen, d.h.

sind deren Werte bekannt, so konnen unmittelbar auch die Zustandsvariablen USI, UZ1, Hkl,

und "' s; ermittelt werden. Die Berechnung von '’ Ny und & geht auf einen Ansatz von SIMO &
TAYLOR [88] zuriick, die allerdings nur lineare kinematische Verfestigung betrachteten. Dieser
Ansatz wurde von HARTMANN ET. AL. [36] auf nichtlineare kinematische Verfestigung vom
Amstrong-Frederick-Typ erweitert und von JANSOHN [45] {ibernommen.
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Aus den Beziehungen (5.51) und (5.52) folgt im Falle inelastischer Belastung

(PL) ,

Fi =0

S \/gﬁt ()™
2 m

mit

(VP)

3 11 S_7 _II k
1-d)/,

D
)

hervorgeht, lassen sich in einheitlicher Form

Fl — -
2 1
Die statische Flieffliche (5.99) und die dynamische Fliefliche, die aus Gleichung (5.100)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

fi = 3 " 5-2 "’ — ki =0
V2| \1-d), b
mit
¢ 11
k
— PL
. (1_d>1 ( )
ki = k(A0,&) = o w Ly (5.103)
161
— = VP
(1—d>1 * (\/; At) (VP)
darstellen. Ausgehend von (5.102) ergibt sich zunéchst mit (5.91)
1 D
S-7Z 2
— =4/-k N 104
<l_d>1 \/; ' b (5 ! )
oder mittels der Beziehungen (5.93) und (5.94)
r D
S—Z> = C1 II
_ —§ (2 [+ 7) N, |, (5.105)
(1_d 1 1—1-\/217151 1+\/261€1
mit
5 Irg\P I
E = E(Ae,AQ, Ql,&l) = (1—|—\/jb1 fl) D u— — (5106)
3 1—d/, 1
(5.107)

3

Gleichsetzen von (5.104) und (5.105) zusammen mit der Definition

- 2
g1 = §(A0,&) = (2M1+C1+2M1\/;51§1+
78
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fiihrt zu

II II_C. E
N1 = N(AE,AH, Q1,§1) = . (5108)
gr + \/glﬁ
Da HNlH =1 und der Nenner in (5.108) stets grofier Null ist, folgt
- 2
T0 =0 (2e,A0,Q16) = [IEI - 1 - @k =0 (5.109)

als Bestimmungsgleichung fiir &;7.

Die verbleibende Gleichung (5.97) liefert unter Beriicksichtigung der Beziehungen (5.98), (5.80)
und (5.108) eine weitere nichtlineare Gleichung

II

y 1 — U: (AeaAea Qlaglandl)

II I 2
= dy — d — /3 {Gol + (a1, +ay,

II

. dl)%} & =0 (5.110)

(1 _IIdl)q1

. II
zur Bestimmung von " d;.

Diese Vorgehensweise ermoglicht das zu l6sende Gleichungssystem von urspriinglich fiinfzehn
Gleichungen (5.93)—(5.97) auf die Losung zweier nichtlinearer Gleichungen (5.109), (5.110)
zu reduzieren®. Die beiden unbekannten Gréflen & und Hdl werden mit Hilfe des Newton-
Verfahrens ermittelt. Einsetzen von & und "'dy in (5.108), (5.93)-(5.96) liefert die gesuchten

. II II II II
Losungen Sy, "Zj;, ky und = sq.

5.2.3 Integration der statischen Erholungsterme

Das Anfangswertproblem III ist nur bei viskoplastischem Materialverhalten relevant. Vollimpli-

zite Integration des Differentialgleichungssystems (5.53)—(5.57) mit den Anfangsbedingungen

IIr IIr III III II IIr

SQZHSl s Z():UZ1 s kQZHkl s So= S1, dQZUdl (5111)

und der Definition

111 7
1-d)/,

"Bleiben Schiidigungseffekte unberiicksichtigt, d.h. d=0, so ist (5.109) identisch mit der in [29] angegebenen
Darstellung.

8Im Falle ¢ =0 kann Gleichung (5.110) direkt nach Hdl aufgelost werden. Somit verbleibt lediglich Gleichung
(5.109), die es zu losen gilt.

Ky = (5.112)
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liefert fiir die Verfestigungsvariablen

III< 7 > B 1 II< 7 > (5113)
1-d),  1+Atp KT \1-d/, ~ '

11T IT 111 w1
k k k
<l_d>1 N <l_d>1 A ( <1_d>1_h1) 7 (5-114)

wiahrend die {ibrigen Zustandsvariablen unverédndert bleiben

III II IIr II

Slznsl, S1=—= S1, d1: d1 . (5115)

IIr

Bildet man die Norm der Beziehung (5.113), so ergibt sich

17 7,
1-d/,

als Bestimmungsgleichung fiir IC;. Fiir bekanntes K; 1at sich "7, aus Gleichung (5.113)

IIr

) = P (Ae,A0,Q1, K1) = Ky + Atp Kt — =0 (5.116)

berechnen.

Entsprechend 148t sich (5.114) in ein Nullstellenproblem der Form

IIr

y 1 — IU: (AeaAea QIJIUkI)

Inr 1 Ir w1
k k k
— _ A — | = = A1
<1_d>1 <1_d>1 tam ( <1—d>1 hl) 0 (5.117)

. . . . 111 .
iiberfithren, aus dem iterativ =~ k; bestimmt werden kann.

Die gesuchten Zustandsgroflen zum Zeitpunkt ¢4 At sind somit durch die Losungen des An-

fangswertproblems 111

IIr II

s, =""s ="s,, (5.118)
7z, = "7, , (5.119)
k ="k (5.120)
s1= s = s, (5.121)
d = "dy = "dy (5.122)

gegeben.
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5.2.4 Berechnung thermomechanischer Groéflen

Bei gekoppelten thermomechanischen Problemen mufl von der Benutzerschnittstelle UMAT
zusétzlich die thermoelastische Kopplung we,, die spezifische plastische Spannungsleistung w,,
und die in Form von innerer Energie im Material gespeicherte spezifische Leistung ¢; am

Inkrementende zur Verfiigung gestellt werden.

Der thermoelastische Kopplungsterm (4.93) 1afit sich unter Beriicksichtigung der Beziehung
(5.86) durch

1
We, = — — (1—dy) Cy, (Sp Ae) (5.123)
PR
mit
/ 01
Ctl = 3/431 (O[l AHTI + Oll) E (5124)

darstellen. Einsetzen von (5.92) in (4.94) liefert zusammen mit (4.86), fiir die spezifische

plastische Spannungsleistung

L &
= ———5;-N 5.125
Wpy on At 10N ( )
mit
S, —Z,)"”
N, = % : (5.126)
H(SI_ZI) H
Die spezifische Leistung infolge der Anderung der inneren Variablen
é51 = ésrl + ésY1 + ésd1 (5127)
kann mit Hilfe von (5.92), (4.96)—(4.100) und den Definitionen
1 !
C,, = — <1—ﬁ 01> : (5.128)
T T
1 /
Cy, = — (1—ﬁ91> (5.129)
C1 C1

wie folgt geschrieben werden:

. (l—dl) k1 ’)’i k1 ’ .
o = _n )6 — N6 , 1
B [ N U ) R e (e (5.130)
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1 / Z .
S o) S ) L)y, (5.131)
1—d,

PR €1
. 1 , S, Lo (k)
€sdy, = — p_R _Qetl + (al Aeh_'_al) Sp 1_—d1 01 T 501"1 1—d1_h1
1 ki 1 Z, Z, '
— (hi—h' 0 —h — . d 132
—|—f)/1 ( 1 1 1) <l—d1 1) + 20Y1 <l—d1> <l—d1>} b (5 ’ )
mit

2 o3 kq &1 ™ ky o
o (-0 (i - n)) &5 (B ) om

P o= (5.133)
2 o ki &1
— 1 - — 1 — — —_— PL
Go (-2 (B -n) & v
' 2 7, Z, SR /A e 7,
— N;—4/= 2 N, |>——— P
C1 (Cl ! 3b1<1—d1>+ <l—d1> 1) At C1 ]_—d1 ].-dl (V )
Yo = , ; . . ‘ (5.134)
1 1 1
_( Nl_\/;bl(l—oh)” =3 N1>E o
: 2 (=)™ ) &
N > 1
d1 \/; (aol + (CLll + ag, d1) (1—d1)q1 > At s (5 35)
Q = —— 1 L ogn SD+;(S S,)? (5.136)
T T o) At T T8 @msa) PRV '

Insbesondere bei der Berechnung der Tangentensteifigkeit ist es von Vorteil, die am Inkrement-

ende berechneten Groéflen we;, w, und é; zu einem Term
Wy, = Wep, + Wy, — & (5.137)

zusammenzufassen.
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5.2.5 Zusammenfassende Darstellung

Die vorherigen Kapitel lassen folgende Abhéngigkeiten erkennen:

Die Integration des thermoelastischen Anteils (Operator I) mit dem HUGHES-WINGET-Algo-
rithmus fiihrt geméf (5.80), (5.81) und (5.82) zu

I

Slz

I

Z,

ki

'S (Ae, A0, Q)

= "7 (Ae, A0, Q)

"k (AD) .

Entsprechend folgt fiir Operator II aus (5.109) und (5.110) zunéchst

&

II

d1:

= 5 (AE, AQ, Ql) )

"d(Ae, A0, Q)

bzw. aufgrund der Beziehungen (5.103) und (5.106)—(5.110)

(A&f AQ Ql) 5

g (AE, Ae) Ql) )

ki = k(AG,€(Ae, A0, Qy)) =

E = 2(Ae,A0,Q, € (Ae, AD,Qy)) = E(Ae, A0, Q)
g1 = §(00,E(Ae, A0,Q)) =

"Ny = "N (Ae, A8, Q1. € (Ae, NG, Q) =

HN (AEZ, Ae) Ql) )

Qetl = Qet (AEZ,AH, Ql g(AEJ Ae Ql)) — et (AE Ae Ql) )

II

oy

II

y 1 —

= "3 (Ae, A0, Q1€ (Ae, A0, Q) =

" (A, 00,Q),6 (A, A0,Qy), "

D (Ae, A, Q)

d(Ae,A0,Q) = ', (A, 26,Q)) .

Die iibrigen Zustandsvariablen gehen aus (5.93)—(5.96) hervor:

II

Sy

II

Z1:

II

ky =

= "S(Ae,20,Q1,£(Ae,20,Qu), "

k(20,6 (A, A0, Qu),

HZ (AE, AH? Ql) g (AE AH Ql)

(As AD,Qy)) =

83

d(Ae, A9, Q))) = "S(Ae, 260,Q)) ,
d(Ae,A0,Q))) = "Z(Ae,A0,Q)) |

"k(Ae,00,Q,)

(5.138)
(5.139)

(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)
(5.144)
(5.145)
(5.146)
(5.147)
(5.148)

(5.149)

(5.150)
(5.151)

(5.152)



II

s1 = 5(£(Ae,A0,Q)) = "5(Ae, A0, Q) .

Fiir Operator III gilt aufgrund der Beziehungen (5.116), (5.117) und (5.113)

III

K ="K (Ae,A0,Qy)

III

kk = k(Ag,A0,Q,)

III

7, = "7 (Ae, A0, Q1K (Ae, AD,Qy)) = ' Z(Ae, NG, Q)

III 111 %

) = P (Ae, A0, QK (A, A0, Q) = D (Ae, AG, Q)

IU: 1 = HI: (AE,AQ, QlaIIIR(AeaAea Ql)) - IH; (AEZ,AH, Ql) .

(5.153)

(5.154)
(5.155)
(5.156)
(5.157)

(5.158)

Die gesuchten Zustandsgrofen zum Zeitpunkt ¢4 At lassen sich somit entsprechend (5.118)—

(5.122) in der Form
S; = S(Ae,A0,Qy)
7, = 7(Ae, N0, Q)
ki = k(Ae,A0,Qy) |
s1 = §(Ae, A6,Q,) ,
d, = d(Ae, A0, Q) .

darstellen.

(5.159)
(5.160)
(5.161)
(5.162)

(5.163)

Fiir die in Kapitel 5.2.4 berechneten thermomechanischen Grofien ergeben sich unter Bertick-

sichtigung der Beziehungen
N; = N(S1,Z,) = N(Ae,A0,Q;)
Qer, = Qot (A0, S1,dy) = Qo (Ae, AO, Q)
folgende Zusammenhénge:
Wep, = We (Ag, A, dy) = we (Ae, AD,Qq)
wy, = b, (S1,%Z1,&) = b, (Ae, A0, Q)
eor, = bor (AD, Ky, E1,dy) = &, (Ae, A0, Q)
oy, = €oy (AD,S1,Z1,61,d1) = &5y (Ae, A0, Q)
Cod, = €5a(AB,S1,Z1 ki, &,dy) = &0 (A, NG, Q)
s, = €, (A0,S1,Z1, ki, &,dy) = &, (Ae, AD, Q)

wgl = ’lf}g (AG,AH,Sl,Zl,kl,gl,dl) = ’lIJg (AEZ,AH, Ql) .
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(5.166)
(5.167)
(5.168)
(5.169)
(5.170)
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(5.172)



5.2.6 Beitrage zur Tangentensteifigkeit

Wie bereits in Kapitel 5.1.3 angedeutet, miissen in UMAT diejenigen Beitrage zur Tangen-
tensteifigkeit ermittelt werden, die von den zugrunde gelegten Materialgleichungen abhéngen.
Hierzu wird zunéchst 7=t+ At gesetzt, so daff (5.159) in der Form

S1 = S(1) = S(Ae(r), A(7),Q(7)) (5.173)
geschrieben werden kann. Die entsprechende bar-Transformierte 148t sich als Funktion
S(7) = QT(r)S(r) Q(r) = S (A&(r), Ab(7)) (5.174)

auffassen. Ausgehend von (5.77) und (5.174); erhélt man fiir die totalen Differentiale der

bar-transformierten Grofien

dAE(r) = Q7(r) dAe(r) Q(r) , (5.175)

dS(r) = Q7(r) dS(r) Q(r) | (5.176)
wobei

dAe(r) = dAe(r) — dQ(r) Q7(r) Ae(r) + Ae(r)dQ(r) QT (7) | (5.177)

dS(r) = dS(r) — dQ(r) Q" (r) S(7) + S(r) dQ(r) Q(7) (5.178)

sogenannte Jaumann-Inkremente reprisentieren. Weiterhin folgt aus (5.173)

0S oS 0S
= Jac 48] + 537420() + 55 [4Q()] (5.179)

bzw. unter Beriicksichtigung von (5.177) und (5.178)

dS(7)

dS(r) = % 1Ae(r)| + %dmm + N [dQ(7)] (5.180)
mit
N Q)] = 51 [0 Q7 () Aelr) — Ae(r)dQ) Q7] + Fo [4Q()] -
—dQ() Q7 (1)) + S(7)dQ() Q7(r) (5.181)
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Ersetzt man die Jaumann-Inkremente mit Hilfe der Gleichungen (5.175) und (5.176), so fiihrt
dies zu
oS

dS(r) = Q'(7) 5 = [Q(r) dA&(n)Q"(1)] Q(r) + Q"(7)

oS
0Ae BTN

317 Q(r) dAd(r) +

+Q ()N [dQ(1)] Q(r) . (5.182)

Das totale Differential dS(7) kann aufgrund der Beziehung (5.174) auch in der Form

dAg(7)] + %dw(ﬂ (5.183)

15(r) = |

dargestellt werden. Koeffizientenvergleich von (5.182) und (5.183) liefert

a8 oS

Az [dAg(T)] = Q"(7) A [Q(T) dAE(T)QT(T)] Q(r) , (5.184)
S s, . 08

ang = Q@ (154 Q) (5.185)
N[dQ(7)] =0 , (5.186)

und somit fiir (5.180) unter Einbeziehung von (5.178)

dS o S
_ T _ T
aS(r) = dQ(r) Q" (1) S()=S(r) dQ(T) Q" (r)+5 - |[dAe(r)|+5 - dA0(r) . (5.187)
Mittels dieser Beziehung wird der Term dS(7) in Gleichung (5.29) bestimmt. Hierbei obliegt
es dem Benutzer die Tensoren
oS S
0Ae = OAf

(5.188)

am Inkrementende bereitzustellen, wihrend die {ibrigen Gréflen von ABAQUS intern berech-
net werden (siehe hierzu JANSOHN [45], NAGDEGALL ET. AL. [76]).

Weiterhin muf} der in Gleichung (5.25) auftretende Term
dwy(7) = dwe(7) + dwy(r) — dég(7) (5.189)
ermittelt werden. Wie man unschwer erkennen kann, 1a8t sich wgy(7) als Funktion

wy(T) = 1w, (Ae(7), AO(T),Q(T)) = w, (AE(7), Ad(T)) (5.190)
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darstellen. Man erhélt ausgehend von (5.190); unter Einbeziehung von (5.177) fiir das totale
Differential

dw, (1) = SZ}Z_ aAE(T) + gg; dAf(r) + F - dQ(7) (5.191)
mit
) .
F-dQ(r) = 572+ (4Q(7) Q7(r) Ae — AcdQ(r) Q7(7)) + e - dQ(D) (5.192)
oder aus (5.190),
dw,(r) = SZ’; -dAE(T) + SXZ dAO(T) . (5.193)

Ein Koeffizientenvergleich dieser beiden Gleichungen fiihrt unter Beriicksichtigung von (5.175)

zZu
0w, - dAg(T) = 0w, - (Q(r) daz(r) Q" (7)) (5.194)
0AE dAe ’
dw, 0w,
RN I (5.195)
F-dQ(r) = 0 | (5.196)
so dafl aus (5.191)
du,(7) = 2% dae(r) + 2% ano(r) (5.197)

0Af

folgt.
Zusitzlich zu den Tensoren (5.188); und (5.188), miissen somit in UMAT die Griéen

o, o,

0Ae = OAf

(5.198)

am Inkrementende ermittelt werden. Auf die Berechnung dieser vier Ausdriicke wird gesondert

im Anhang C eingegangen.
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6 Numerische Beispiele

Im ersten Teil dieses Kapitels werden verschiebungsgesteuerte Prozesse betrachtet. Zunéchst
wird anhand einer einachsigen homogenen zyklischen Belastung der in Kapitel 5 erlduterte
Spannungsalgorithmus verifiziert. Hierzu wurden die Ergebnisse der FE-Simulation mit den
Losungen eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung verglichen. Weiterhin wird
am Beispiel einer einachsigen monotonen Zugbelastung der Einflufl des Materialparameters ¢
auf den Energiehaushalt diskutiert. Als FE-Anwendung wird im Anschlufl daran der Ein-
schniirvorgang einer axialsymmetrischen Zugprobe betrachtet. Anders als in der Literatur
allgemein iiblich (siehe hierzu z.B. [52], [80], [91]) wird die Einschniirung weder durch eine geo-
metrische noch durch eine thermische Imperfektion ausgelost. Vielmehr stellt sich infolge der
dissipativen Vorgdnge und der thermischen Randbedingungen eine inhomogene Temperatur-
verteilung ein, die aufgrund der temperaturabhéngigen Materialparametern eine Einschniirung

zur Folge hat.

Der zweite Teil dieses Kapitels behandelt kraftgesteuerte Prozesse. Anhand einer einachsigen
Kriechbeanspruchung wird zunéchst der Einflul der Recovery-Parameter 7,p und w,w auf
das Materialverhalten untersucht. Die abschliefende FE-Simulation zeigt den Einfluf} der sta-
tischen Erholungsterme auf das Verformungsverhalten eines mit Innendruck und Temperatur

beaufschlagten diinnwandigen Zylinders.

6.1 Einachsige zyklische Belastung mit Haltezeiten

Die Berechnungen basieren auf der Annahme eines homogenen Deformationszustands. Die
konstitutiven Gleichungen wurden einachsig formuliert und mit Hilfe eines Runge-Kutta-
Verfahrens 4. Ordnung numerisch integriert. Fiir die FE-Simulationen wurde ein 8-knotiges,
axialsymmetrisches Element mit reduzierter Integrationsordnung des Typs CAX8RT! verwen-
det. Die technische Dehnung ¢; wurde so vorgegeben, dafl die in Abbildung 6.1 dargestellte
zyklische Belastung mit Haltezeiten entstand. Es wurden zwei Zyklen mit einer Dehnschwing-
breite von 10% und je zwei Haltezeiten im Zug- und Druckbereich von 50 s simuliert. Auflerhalb
der Haltephasen betrug die technische Dehnrate £, = £107/s. Wie aus Tabelle 6.1 hervor-
geht, wurden zwei Parametersidtze bei 293 K und 593 K vorgegeben, wobei insbesondere die
Materialparameter kg, ¢, 3,7, h,w, b, ¢, w und m temperaturabhingig gewahlt wurden. Zwi-
schen den beiden Temperaturstiitzstellen werden die Materialparameter linear interpoliert.
Die Anfangstemperatur 6; betrug 300 K.

lsiche ABAQUS User’s Manual [41].
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Tab. 6.1: Materialparameter bei 293 K und 593 K

Materialparameter bei § = 293 K:

po= 7.85-10°kg/m’ | o= 0.7 ¢= 3000 MPa

c. = 540 J/(kgK) pB= 25 p= 10"*MPa'"W/s
E = 200 GPa ¢y = 3000 MPa w= 1

v= 0.3 ko = 200 MPa ag = 0.05

a= 11-107°/K h= 200 MPa ap = 0.15 MPa™"
Or = 293K = 10"*MPa'"“/s | a;= 0.6 MPa ™"
m= 2.3 w= 1 n= 0.01

n= 2-10" MPa™s b= 25 q= 2

Materialparameter bei = 593 K:

po= T7.85-10%kg/m’ | = 0.1 ¢= 600 MPa

c. = 540 J/(kgK) pB= 10 p= 10"*MPa'"VW/s
E = 200 GPa ¢y = 600 MPa w= 13

v= 03 ko = 100 MPa ap = 0.05

a= 11-1075/K h= 100 MPa ap = 0.15 MPa™"
Or = 293K = 10"*MPa'™¥/s | a; = 0.6 MPa™
m= 2 w= 1.3 n= 0.01

n= 2-10" MPa™s b= 10 g= 2

Der Vergleich zwischen der ,,exakten” Losung, die mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren
mit Schrittweitenkontrolle ermittelt wurde und der FE-Simulation zeigt Abbildung 6.1. Bei
Vorgabe eines maximal zuldssigen Zeitinkrements von At=2s weist die FE-Analyse eine sehr
gute Ubereinstimmung mit der exakten Losung auf?. Mit zunehmender Schrittweite ergébe
sich allerdings eine Abweichung von der exakten Losung (siehe hierzu JANSOHN [45]). Die
Viskositdtsparameter n und m wurden so gewéhlt, dafl die wahre Spannung Si; bei konstant
gehaltener Dehnung innerhalb von relativ kurzer Zeit auf eine annéhernd konstante Spannung
relaxiert. Die Verldufe der Verfestigungsvariablen k und Z;; wihrend des Relaxationsvorgangs
machen deutlich, da} die zugrunde gelegten Recovery-Parameter m,p und w, w das Material-
verhalten nur geringfiigig beeinflulen. Erst bei deutlich grofleren Relaxationszeiten kime es
zu einer merklichen Abnahme der isotropen und kinematischen Verfestigung. Wie aus dem
Temperaturverlauf ersichtlich ist, bewirkt die thermomechanische Kopplung einen Tempera-
turanstieg um 32 K. Bei rein elastischer Beanspruchung nimmt die Temperatur infolge der

thermoelastischen Kopplung geringfiigig ab (siehe vergroBerte Darstellung).

2Zu beachten ist hierbei, daf in Abbildung 6.1 nur jeder fiinfte Zeitschritt eingezeichnet ist.
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Abb. 6.1: Vergleich zwischen Runge-Kutta und ABAQUS (maximal zuldssige Schritt-
weite At=2s). Spannungsantworten (oben) sowie plastische Bogenlange s,
Temperaturdifferenz A9 =60—0;, Schadigung d und Lastgeschichte (unten).
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6.2 Energetische Betrachtungen

In diesem Kapitel soll anhand einer einachsigen homogenen Zugbeanspruchung gezeigt werden,
inwiefern der in die isotrope Verfestigung eingehende Materialparameter ¢ den Energiehaushalt
eines Systems zu beeinfluflen vermag. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dafl der Ansatz der
isotropen Verfestigung Gegenstand laufender Untersuchungen ist, so dafi die Ausfithrungen

hier rein exemplarischen Charakter besitzen.

Als ein Maf fiir die im Material gespeicherte Energie dient iiblicherweise das Verhéltnis aus
dem plastischen Anteil der spezifischen freien Energiefunktion W, und der spezifischen plasti-
schen Arbeit?

e,(t) = /wp(T) dr . (6.1)

Die Berechnungen wurden mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung durchgefiihrt,
wobei die beiden Materialparametersitze aus Tabelle 6.1 zugrunde gelegt wurden. Der Ma-
terialparameter ¢ wurde allerdings temperaturunabhédngig angenommen. Um zu gewéhrleisten,
da3 der Verlauf der isotropen Verfestigung unabhingig von ¢ ist, wurden die Verfestigungs-
parameter § und v an den Temperaturstiitzstellen so gewahlt, dal die Produkte ¢ 8 und ¢~y
stets konstant sind. Infolgedessen wird durch ¢ lediglich der Anteil \Ifff" der spezifischen freien

Energiefunktion beeinflufit?.

Aus Abbildung 6.2 geht hervor, dal mit kleiner werdendem ¢ der Anteil der im Material ge-
speicherten Energie abnimmt. Daher wird mehr Energie in Dissipationswirme umgewandelt,
was wiederum zur Folge hat, dal die Temperatur stérker ansteigt. In diesem Zusammenhang
durchgefiihrte Experimente von CHRYSOCHOOS [19, 20] an austenitischen Stéhlen haben ge-
zeigt, dafl der Verlauf von ¥,/e, zu Beginn der Belastung zunéchst ein Maximum aufweist
und anschlieflend monoton abféllt. Weiterhin kann das Verhiltnis ¥, /e, bei Dehnungen klei-
ner als 10% durchaus Groflenordnungen von bis zu 50% annehmen. Um diese experimentellen
Befunde in befriedigender Weise wiedergeben zu konnen, sollte somit bei diesem Satz von

Materialparametern ¢ < 1 vorgegeben werden.

3sieche CHABOCHE [14], [15] und die darin zitierte Literatur.
siehe Gleichungen (4.15), (4.19).
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Abb. 6.2: EinfluB des Materialparameters ® bei einachsigem Zug auf das Verhdltnis
VU, /e, und die Temperaturdifferenz A§=60—6;.
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6.3 Einschniirung eines axialsymmetrischen Stabes

Ein in der Literatur hiufig diskutiertes Problem ist die Simulation eines Zugversuchs mit
Einschniirung. Die Einschniirung wird hierbei in der Regel durch geometrische oder thermische
Imperfektionen ausgeldst®. Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, daf$ bei einer gekoppelten
thermomechanischen Analyse der Einschniirvorgang auch ohne Vorgabe von Imperfektionen

beschrieben werden kann®.

Betrachtet wurde eine zylindrische Probe der Léange 2y =50 mm und dem Radius ro=>5mm.
Die Diskretisierung erfolgte, wie in Abbildung 6.3 dargestellt, mit 126 8-knotigen, axial-
symmetrischen Elementen des Typs CAX8RT. Der Zugversuch wurde weggesteuert simuliert
durch Vorgabe der Verschiebung an der Stirnfliche der Probe. Die Lastgeschichte ist ebenfalls
in Abbildung 6.3 dargestellt. Nach anfianglich vier Zyklen mit einer Dehnschwingbreite von
1% bei Mitteldehnungen von 1%, 2.5%, 4% und 5.5% sowie Haltezeiten von je 25 s im Zug-
und Druckbereich, erfolgte eine monotone Zugbelastung bis zu einer technischen Dehnung von
50%. AuBerhalb der Haltephasen betrug die technische Dehnrate £, = £107?/s. Die Anfangs-
temperatur 0; der Zugprobe wurde gleich der Umgebungstemperatur 6, =300 K gesetzt. Um
dem Einflufl der Einspannung gerecht zu werden, wurde der Warmeiibergangskoeffizient an
der Stirnfliche wesentlich grofler gewahlt als an der Mantelfliche. An Stirn- und Mantelfldche
der Probe wurden Wirmeiibergangskoeffizienten von 10* W/(m?K) und 10 W/(m?K) vorge-
geben. Die FE-Analysen erfolgten mit den Materialdaten aus Tabelle 6.1, wobei allerdings die
statischen Erholungsterme unberiicksichtigt blieben, d.h. m =p=0 gesetzt wurde. Es wurden
jeweils eine FE-Rechnung mit und ohne Schédigung durchgefiihrt und mit den entsprechenden
homogenen, adiabatischen Losungen, die mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung

ermittelt wurden, verglichen.

Ssiehe z.B. LAMMER ET AL. [52], RITTER [80], in deren Arbeiten unter anderem der EinfluB axial-
symmetrischer Imperfektionen auf das Verformungsverhalten von zylindrischen Zugstiben untersucht wurde.
Ssiehe hierzu auch die Arbeiten von LEEMANN & BLIX [55], MIEHE [72] und SiMo & MIEHE [87].
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Abb. 6.3: FE-Netz und Randbedingungen (links):
technische Dehnung £,=u/ly in Abhdngigkeit von der Zeit (rechts).
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Abb. 6.4: Nennspannungs-Totaldehnungs-Verlaufe, ohne Schadigung (Kurven (1) und
(3)), mit Schadigung (Kurven (2) und (4)).

Abbildung 6.4 soll anhand der Nennspannungs-Totaldehnungs-Verldufe den Einflufl der Schadi-
gung auf das nachkritische Verformungsverhalten verdeutlichen. Die Kurven (3) und (4) zeigen
die inhomogenen Losungen ohne bzw. mit Schidigung. In beiden Féllen beginnt die Probe
nach Erreichen der Maximallast vom oberen Ende her zu entlasten. Die Probe beginnt sich
lokal einzuschniiren, wobei das Material im Bereich der Einschniirstelle weiterhin plastische
Deformationen erfihrt. Die Einschniirung bewirkt einen Steilabfall im Kraft-Verldngerungs-
Diagramm. Aufgrund der Schidigung nimmt die Maximallast ab und die Entlastung setzt
bereits zu einem fritheren Zeitpunkt ein. Desweiteren fiihrt die Schidigung zu einem steileren
Abfall der Kurve im nachkritischen Bereich. Die ebenfalls in Abbildung 6.4 eingezeichneten ho-
mogenen Losungen ohne bzw. mit Schidigung (Kurven (1) und (2)) gehen aus dem adiabaten
Fall hervor, bei dem jeglicher Warmefluf} iiber Stirn- und Mantelfliche der Probe unterbunden

wird.

Abbildung 6.5 soll den Unterschied zwischen der homogenen Losung mit Schidigung (2) und
der inhomogenen Losung mit Schidigung (4) zum Ausdruck bringen. Sowohl die Spannungs-
antworten als auch die Verlaufe der plastischen Bogenldnge und der Schidigung am Integra-

tionspunkt A (siehe Abbildung 6.3) machen deutlich, da8 merkliche Abweichungen erst im
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nachkritischen Bereich auftreten. Wah-
rend im homogenen Fall plastische
Bogenlédnge und Schédigung nach Er-
reichen der Maximallast nahezu linear
anwachsen, kommt es im inhomogenen
Fall zu einer Verformungslokalisierung
und somit zu einer nichtlinearen Schadi-
gungsakkumulation. Der exponentielle
Anstieg der Schédigung fiihrt, wie
aus den Spannungsantworten ersicht-
lich ist, zu einem unmittelbaren Ver-
lust der Tragfiahigkeit. Bedingt durch die
Querschnittsminderung infolge der Ein-
schniirung nimmt die Axialkomponente
des Cauchy’schen Spannungstensors Si;
zunéchst sehr stark zu und zwar solange
bis der Schidigungseinflufl dominiert.

Aufgrund der unterschiedlichen thermi-
schen Randbedingungen ist die Tempe-
raturentwicklung am Integrationspunkt
A grundsitzlich verschieden. Da im ho-
mogenen Fall kein Wéarmefluf§ iiber die
freien Oberfldchen erfolgt, stellt sich eine
merklich hohere Temperatur ein. Im in-
homogenen Fall hingegen ist nach der
zyklischen Beanspruchung kein wesent-
licher Temperaturanstieg zu verzeich-
nen. Dies liegt daran, dafl wihrend
der Haltezeiten Wérme iiber die freien
Oberflachen abflieit und somit ein Tem-
peraturausgleich stattfindet. Erst die
anschliefende monotone Zugbelastung
fiihrt zu einer deutlichen Temperaturzu-

nahme.
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Abb. 6.5: Zeitliche Entwicklung der Span-
nungen (oben), der plastischen Bogenlange
s und der Schadigung d (Mitte) sowie der
Temperaturdifferenz Af =60 —6; (unten) am
Integrationspunkt A (sieche Abb. 6.3).
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Abbildung 6.6 soll die Unterschiede zwischen den inhomogenen Lésungen mit und ohne Schédi-
gung (Kurven (4) und (3) in Abbildung 6.4) verdeutlichen. Hierzu wird die Entwicklung der
Temperatur, der plastischen Bogenldnge und der Schédigung in axialer und radialer Richtung
bei unterschiedlichen Totaldehnungen betrachtet. Die Ergebnisse sind an den Integrations-
punkten dargestellt und iiber der undeformierten Struktur aufgetragen.

Wie aus Abbildung 6.6 a) hervorgeht, hat die aufgrund der inelastischen Deformationen dis-
sipierte Wérme eine kontinuierliche Aufheizung des Zugstabes zur Folge. Gleichzeitig wird
jedoch iiber die freien Rander Warme abgefiihrt, so daff im Innern der Probe die héchste Tem-
peratur vorliegt. Der sehr viel groflere Wérmeiibergangskoeffizient an der Stirnfliche bewirkt
einen steilen Temperaturgradienten in axialer Richtung, wihrend in radialer Richtung nur
ein minimaler Temperaturgradient zu verzeichnen ist. Bei Dehnungen kleiner als 20.2% hat
die Schidigung noch keinen erkennbaren Einflufl auf die Temperaturverteilung. Erst bei einer
Dehnung von 33.8% beispielsweise stellt sich infolge der Schidigung eine um ca. 2 K hohere
Temperatur im Innern der Probe ein.

Die im Bereich der Einschniirung auftretende Verformungs- und Schidigungslokalisierung ist
in den Abbildungen 6.6 b) und c¢) dargestellt. Es ist ersichtlich, dal bis zu Dehnungen von
20.2% noch ein nahezu homogener Verzerrungs- und Schidigungszustand vorliegt. Bei etwa
31% beginnt die Probe vom oberen Ende her zu entlasten (siche Kurve (4) in Abbildung 6.4).
Mit zunehmender Dehnung reduziert sich der Bereich der plastisch beanspruchten Zone und
die Probe schniirt, wie in Abbildung 6.7 (oben) dargestellt, an der Stelle z=0 ein. Die gréfiten
Verzerrungen liegen im Innern der Probe vor. Dies ist auch der am stédrksten geschidigte Be-
reich. Bei einer technischen Dehnung von 36% wird im Innern der Probe eine Schidigung von
fast 60% erreicht, wihrend die plastische Bogenlinge dort annihernd 100% betrigt. Die starke
Schiadigung in der Probenmitte fiihrt, wie anhand der Spannungsverteilung in Abbildung 6.7
(oben) zu erkennen ist, zu einem Verlust der Tragféhigkeit. Anders sind die Verhéltnisse ohne
Schidigung. Hier beginnt die Entlastung erst bei einer technischen Dehnung von 40% (siehe
Kurve (3) in Abbildung 6.4). Deshalb ist in diesem Fall selbst bei einer Dehnung von 36% noch
ein nahezu homogener Spannungs- und Verzerrungszustand gewéhrleistet (sieche Abbildung 6.7

unten).
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Abb. 6.7: Deformierte Strukturen bei einer technischen Dehnung von 36% (mit Schadi-
gung (oben), ohne Schadigung (unten)). Temperaturverteilung 6, v.Mises
Norm des Cauchy’schen Spannungstensors o, plastische Bogenldnge s und
Schadigung d.
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6.4 Einachsige homogene Kriechbeanspruchung

Das folgende Beispiel soll den Einflufl der statischen Erholung verdeutlichen. Hierzu wurde
ein mit konstanter Kraft durchgefiihrter Kriechversuch bei einer Nennspannung von 320 MPa
simuliert. Die Kriechspannung wurde mit einer konstanten Belastungsgeschwindigkeit von
0.1 MPa/s aufgeprigt. Die einachsig formulierten Gleichungen wurden mit Hilfe eines Runge-
Kutta-Verfahrens 4. Ordnung numerisch integriert, wobei der Materialparametersatz bei 293 K
aus Tabelle 6.1 zugrunde gelegt wurde. Die ermittelteten zeitlichen Verldufe der Totaldehnung

und der Schiadigung in Abhédngigkeit von den Recovery-Parametern p, 7 und w,w zeigt Ab-

bildung 6.8.
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Abb. 6.8: Zeitliche Verldaufe der Totaldehnung ; und der Schadigung d in Abhangigkeit

von den Recovery-Parametern p, 7 (oben) und w,w (unten).
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Die Kriechkurven geben qualitativ den fiir Metalle charakteristischen Verlauf wieder, der durch
den Primérbereich mit sehr hohen Kriechraten zu Beginn der Belastung, den Sekundérbereich
mit praktisch konstanter Kriechrate und den Tertidrbereich mit zunéchst allméahlichem dann
beschleunigtem Wiederanstieg der Kriechrate bis zum Bruch gekennzeichnet ist”. Es ist fer-
ner ersichtlich, dafl zunehmende statische Erholung, d.h. grofler werdendes p, 7 bzw. w,w zu
einer hoheren Kriechrate im sekundédren Bereich und somit zu einer geringen Kriechbruchzeit
fiihrt. Ohne statische Erholung (p = 7 = 0) néhert sich die technische Dehnung fiir ¢ — oo
asymptotisch einem Grenzwert. Dies liegt daran, dafl bei einer Kriechspannung von 320 MPa
die Spannungs-Dehnungs-Kennlinie an der sogenannten Gleichgewichtskennlinie, die aus un-
endlich langsamen Prozessen hervorgeht, zum Stillstand kommt. Lége die Kriechspannung

oberhalb dieser Kennlinie, so ergébe sich unbegrenztes Kriechen.

Wihrend des Kriechvorgangs kommt es zu einer Akkumulation der Schadigung in Form von
Poren, die sich bevorzugt an Korngrenzen, die senkrecht zur Zugrichtung orientiert sind, aus-
bilden. Da die Evolutionsgleichung der Schidigung (4.89) proportional zur plastischen Bo-
genldnge gewidhlt wurde, entspricht die zeitliche Entwicklung der Schidigung, ebenfalls in
Abbildung (6.8) dargestellt, qualitativ dem Verlauf der Kriechkurven. Zu einer deutlichen

Zunahme der Schidigungsrate kommt es erst im tertidren Kriechbereich.

6.5 Thermisch beanspruchter Behilter unter Innen-
druck

Das folgende Beispiel befafit sich mit dem Versagensverhalten eines thermisch beanspruchten
Behilters unter konstantem Innendruck. Es ist durch die beim COMMISSARIAT A L’ENERGIE
AtoMmIQUE (CEA) durchgefiihrten RUPTHER-Experimente [27] motiviert. Geometrie und
Lastgeschichte dhneln diesen Experimenten, allerdings wurde die Berechnung auf der Basis rein
fiktiver Materialdaten durchgefiihrt. Im Vordergrund steht hierbei der Einfluf der statischen

Erholungsterme auf das Verformungsverhalten des Behélters.

Bei der Modellierung des Behélters wurde die Axialsymmetrie und die Symmetrie beziiglich
der Mittelebene ausgenutzt. Die geometrischen Abmessungen sowie die Randbedingungen fiir
den Innendruck p und den Warmestrom ¢ zeigt Abbildung 6.9. Die Ausgangstemperatur 6;
des Behilters betrug 300 K. Der mittlere Teil des Behilters wurde von auflen mit einem kon-
stanten Warmestrom ¢; beaufschlagt, der innerhalb von ¢; Sekunden mit einer konstanten
Rate von 10 W/(m?s) aufgebracht wurde. Der Deckel des Behélters wurde auf der konstanten

Ausgangstemperatur von 300 K gehalten. Der von auflen zugefiihrte Wéarmestrom bewirkt so

"Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf es sich beim tertifren Kriechen um einen inhomogenen
Prozefl handelt, der korrekterweise mit Hilfe der FEM berechnet werden sollte.
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eine maximale Aufheizung von fast 60 K in der Mitte des Behilters. Nach ¢, Sekunden, also
unmittelbar vor dem Aufbringen der mechanischen Last, liegt in axialer Richtung eine nahezu
lineare Temperaturverteilung vor (sieche Abbildung 6.12 c), wihrend in radialer Richtung der
Temperaturgradient vernachléssigbar ist. AnschlieBend wurde der Innendruck mit einer kon-
stanten Rate von 0.1 MPa/s auf den Wert p; erhoht und konstant gehalten. Der FE-Analyse

lagen die beiden Datensétze aus Tabelle 6.1 zugrunde.

T T A D q
lhl_ | .

v

l 0 Ra
R;
‘ q
z P
A 4 . A‘—.
T /77

Abb. 6.9: Behiltergeometrie und Randbedingungen (links):
lo=110 mm, {;,=10 mm, R;=31.5 mm, R,=33 mm;
schematische Darstellung der Lastgeschichte (rechts):
t;=1000 s, t,=10000 s, t3=10180 s, ¢; =10 kW/m?, p, =18 MPa.
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Abb. 6.10: Innendruck p; in Abhangigkeit von der Radialverschiebung u, des Knotens
mit den Koordinaten r=R, und z=0, ohne statische Erholung (links), mit
statischer Erholung (rechts).

Abbildung 6.10 zeigt den Innendruck in Abhéngigkeit von der Radialverschiebung an der
Auflenseite bei z =0. Im linken Diagramm sind die Ergebnisse der FE-Simulationen darge-
stellt, bei denen die statischen Erholungsterme unberiicksichtigt blieben (p=7=0).

Die gestrichelten Kurven beschreiben die berechneten Druck-Verschiebungs-Verldufe bei einer
konstanten Belastungsgeschwindigkeit von 0.1 MPa/s. Da in beiden Fillen der maximal er-
tragbare Innendruck bei etwa 27.3 MPa liegt, ist der Einflufl der statischen Erholungsterme
vernachléssigbar klein. Die zu einer Belastungsgeschwindigkeit von 107 MPa/s gehorenden,
punktiert eingezeichneten, Druck-Verschiebungs-Verldufe machen deutlich, dafl bei derart klei-
nen Belastungsgeschwindigkeiten die statischen Erholungsterme einen sehr grofien Einflul auf
den maximal ertragbaren Innendruck haben. Ohne statische Erholung (linkes Diagramm in
Abbildung 6.10) stellt sich ein maximaler Innendruck von 19.4 MPa ein. Der ermittelte Druck-
Verschiebungs-Verlauf entspricht in guter Ndherung der Gleichgewichtskennlinie, die aus un-
endlich langsam ablaufenden Bewegungen hervorgeht. Dies hat fiir die in Abbildung 6.9 ange-
gebene Lastgeschichte zur Folge, dal der Kriechvorgang an der Gleichgewichtskennlinie zum
Stillstand kommt, d.h. plastische Bogenldnge und Schédigung fiir ¢ — oo asymptotisch gegen
einen Grenzwert streben (siehe hierzu auch Abbildung 6.11). Bei Beriicksichtigung der sta-
tischen Erholungsterme hingegen (rechtes Diagramm in Abbildung 6.10) fillt der maximal
ertragbare Innendruck auf 13.6 MPa ab. Dies fiihrt dazu, dafl bei einem Innendruck von
18 MPa unbegrenztes Kriechen stattfindet. Die damit verbundene Verformungs- und Schadi-
gungslokalisierung am Integrationspunkt A ist in Abbildung 6.11 dargestellt.
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Abb. 6.11: Zeitlicher Verlauf der plastischen Bogenlange s und der Schadigung d am
Integrationspunkt A (in Abb.6.9 eingezeichnet) fiir die in Abbildung 6.9
dargestellte Lastgeschichte.

Abbildung 6.12 zeigt den Verlauf der plastischen Bogenldnge, der Schidigung und der Tem-
peratur in axialer Richtung in Abhéngigkeit von der Zeit. Auf eine entsprechende Darstellung
in radialer Richtung wird verzichtet, da diese Gréflen anndhernd konstant iiber den Radius
sind. Die Ergebnisse sind an den Integrationspunkten dargestellt und {iber der undeformierten
Struktur aufgetragen. Die Diagramme auf der linken Seite zeigen die Ergebnisse der FE-
Simulation ohne statische Erholung, die Diagramme auf der rechten Seite die Ergebnisse mit
statischer Erholung fiir die in Abbildung 6.9 dargestellte Lastgeschichte.

Wie erwartet, tritt in beiden Féllen die maximale plastische Bogenldnge und somit auch die
maximale Schidigung in der Mitte des Behilters auf. Ein deutlicher Zuwachs dieser beiden
GrofBlen wihrend des Kriechvorgangs ist allerdings nur bei Beriicksichtigung der statischen Er-
holungsterme zu verzeichnen. Die damit verbundene Verformungslokalisierung hat, wie in Ab-
bildung 6.13 (rechts) dargestellt, ein Ausbeulen des Behilters zur Folge. Bleiben hingegen die
statischen Erholungsterme unberiicksichtigt, so strebt der Verlauf der plastischen Bogenlédnge
und somit auch der Schiddigung fiir £ — oo gegen eine Grenzkurve. Diese ist, wie aus den
Abbildungen 6.12 a) und b) hervorgeht, nach 15790 s bereits in guter Ndherung erreicht. Die
zugehorige deformierte Struktur zeigt Abbildung 6.13 (links).

Die Temperaturentwicklung geht aus Abbildung 6.12 ¢) hervor. Wie bereits zu Beginn erwéhnt,
bewirkt der von auflen zugefiihrte Warmestrom zunéchst eine maximale Autheizung von fast
60 K im mittleren Teil des Behilters. Aufgrund der thermomechanischen Kopplung kommt es
im weiteren Verlauf zu einem erneuten Temperaturanstieg. Ohne statische Erholung nimmt
die Temperatur im mittleren Teil des Behélters jedoch lediglich um 3 K zu, wéihrend mit

statischer Erholung eine Temperaturzunahme von 72 K zu verzeichnen ist.
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Abb. 6.12:

z/[]

Plastische Bogenlinge s, Schadigungsvariable d und Temperaturdifferenz
AO=0—0; in Abhangigkeit von z an der Behalterinnenseite fiir unterschied-
liche Zeitpunkte, ohne statische Erholung (links), mit statischer Erholung
(rechts).
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Abb. 6.13:

106



7 Zusammenfassung

Auf der Basis des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-
Ungleichung wurde ein thermodynamisch konsistentes Materialmodell der finiten Thermo-
viskoplastizitdat mit Schidigung formuliert. Die Beschreibung des Verhaltens der isotropen
und der kinematischen Verfestigung erfolgt mit Hilfe von inneren Variablen, deren Evolutions-
gleichungen neben einem Produktions- und Begrenzungsterm auch einen statischen Erholungs-
term beinhalten. Fiir eine vereinfachte Version dieses Modells wurde eine Materialroutine
entwickelt und mittels der Schnittstelle UMAT in das Finite Elemente Programm ABAQUS

implementiert.

Ausgehend von einer rein mechanischen Formulierung wurde eine Moglichkeit aufgezeigt,
Materialmodelle mit isotroper Schédigung in thermodynamisch konsistenter Weise von kleinen
auf grofle Deformationen zu verallgemeinern. Die Kopplung zwischen Verformungsmodell und
Schédigung erfolgte {iber das Konzept der effektiven Spannung zusammen mit dem Prinzip der
Dehnungsdquivalenz. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zunéchst drei fiir kleine Deformationen
formulierte, thermodynamisch konsistente Plastizitdatmodelle mit Schidigung betrachtet, die
nichtlineare isotrope und kinematische Verfestigung aufweisen. Zwei der Modelle entstammen
der Literatur (LEMAITRE ([61], S.50f) bzw. BENALLAL ET AL. [4]), das dritte ist ein neuent-
wickeltes Modell namens Modell B. Die Entwicklungsgleichung fiir die Schidigung stellt eine
verallgemeinerte Form einer erstmals von DHAR ET AL. [28] formulierten Evolutionsgleichung
fiir duktile Schiadigung dar, die sowohl Porenbildung als auch Porenwachstum zu beschreiben
vermag. Als Sonderfélle beinhaltet sie weiterhin Ansétze von LEMAITRE [59, 60] und TA1 &
YANG [92]. Die drei Modelle unterscheiden sich im wesentlichen in der Definition der Flief-
funktion und den Evolutionsgleichungen fiir die isotrope und kinematische Verfestigung. Ihre
charakteristischen Eigenschaften wurden am Beispiel einer einachsigen Zugbeanspruchung de-
monstriert. Eine Eigenart des Modells von BENALLAL ET AL. ist, dafl die Cauchy-Spannung
mit zunehmender Schidigung nicht gegen Null strebt, wie es bei den beiden anderen Modellen
der Fall ist, sondern gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert. Bei Modell B hingegen
wurden sdmtliche Spannungen durch effektive Spannungen ersetzt. Dies hat zur Folge, dafl
auch die plastischen inneren Variablen, die die isotrope und die kinematische Verfestigung

beschreiben, mit zunehmender Schédigung verschwinden.

Die Verallgemeinerung dieser drei Materialmodelle auf grofle Deformationen basiert auf einer
multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und einen inelas-
tischen Anteil sowie auf dem Konzept der dualen Variablen und Ableitungen [38, 95]. Bedingt
durch die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten wird eine fiktive, spannungs-

freie Zwischenkonfiguration definiert. Die zunéchst beziiglich dieser Zwischenkonfiguration for-
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mulierten Materialgleichungen unterliegen einer speziellen thermodynamischen Formulierung,
die auf TSAKMAKIS [97] zuriickgeht. Die Besonderheit hierbei liegt einerseits in der Wahl
der Spannungs- und Verzerrungstensoren sowie den zugehorigen objektiven Zeitableitungen,
andererseits in der Modellierung der kinematischen Verfestigung. Es wird ein Translations-
tensor der kinematischen Verfestigung eingefiihrt, der die Struktur eines Mandel’schen Span-
nungstensors besitzt. Allerdings wird die Evolutionsgleichung der kinematischen Verfestigung
nicht mit diesem Translationstensor formuliert, sondern mit einem inneren Spannungstensor,
der die Struktur eines zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors der plastischen Zwischen-
konfiguration besitzt. Der Translationstensor seinerseits ist durch eine nichtlineare Funktion
dieses inneren Spannungstensors bestimmt. Die konstitutiven Gleichungen wurden so formu-
liert, daf3 der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung
stets erfiillt ist. Am Beispiel einer einachsigen Zugbeanspruchung wurde gezeigt, dafl die im
Rahmen dieser Theorie auf grofie Deformationen verallgemeinerten Modelle von LEMAITRE
und BENALLAL ET AL. kein plausibles Materialverhalten aufweisen. Bei beiden Modellen
strebt die Cauchy-Spannung mit zunehmender Schidigung gegen einen von Null verschiede-
nen Grenzwert. Bei kleinen Deformationen war dies nur beim Modell von BENALLAL ET AL.
der Fall. Lediglich das auf grofle Deformationen verallgemeinerte Modell B zeigt ein dhnliches
Spannungs-Dehnungs-Verhalten wie bei kleinen Deformationen. Im Hinblick auf eine effiziente
numerische Umsetzung wurde anschlieflend eine vereinfachte kinematische Verfestigungsre-
gel angenommen und deren Vertriglichkeit mit der Clausius-Duhem-Ungleichung iiberpriift.
Die daraus abgeleiteten Restriktionen erschienen weiterhin nur im Fall von Model B zuléssig.
Ferner wurden kleine elastische Verzerrungen vorausgesetzt, so daf§ die Struktur der in der Zwi-
schenkonfiguration formulierten Materialgleichungen bei einer Vorwértsrotation in die Momen-
tankonfiguration erhalten bleibt. Da ABAQUS eine Integration der konstitutiven Gleichungen
mit dem HUGHES-WINGET-Verfahren nahelegt, wurde die Hyperelastizitiatsbeziehung durch

eine Hypoelastizititsbeziehung approximiert.

Anschliefend wurde Modell B in thermodynamisch konsistenter Weise auf Thermovisko-
plastizitit erweitert. In den Evolutionsgleichungen der kinematischen und isotropen Ver-
festigung wurden zusétzlich statische Erholungsterme beriicksichtigt. Unter der Voraussetzung
einer vereinfachten kinematischen Verfestigungsregel sowie kleiner thermoelastischer Verzer-

rungen konnten die konstitutiven Gleichungen vereinfacht werden.

Die so gewonnene vereinfachte Version des Thermoviskoplastizitdtsmodells wurde in das Finite
Elemente Programm ABAQUS implementiert. Die Integration der konstitutiven Gleichun-
gen beruht auf dem HUGHES-WINGET-Algorithmus, der die quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens wihrend der Gleichgewichtsiteration gewéhrleistet. Das System der kon-
stitutiven Gleichungen wurde mit Hilfe eines Operator-Split-Verfahrens integriert. Es wurde
ein dreifacher Operator-Split durchgefiihrt, wobei Operator I die thermoelastischen Anteile,
Operator II die inelastischen Anteile einschliefllich Schidigung und Operator III die statischen
Erholungsterme beinhaltet. Der thermoelastische Anteil wurde mit dem HUGHES-WINGET-
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Verfahren integriert. Hierzu wurden zundchst das Hypoelastizitidtsgesetz und die tensoriellen
Evolutionsgleichungen mit Jaumann-Ableitungen formuliert und mit Hilfe der sogenannten
bar-Transformation in gewohnliche Differentialgleichungen tiberfiihrt. Das daraus resultierende
Differentialgleichungssystem wurde mit der Mittelpunktsregel integriert. Die Integration in den
Operatoren II und IIT wurde mit einem impliziten Euler-Verfahren durchgefiihrt. Die spezielle
Struktur des Materialmodells ermoglichte eine Reduktion der zu losenden Gleichungen von
15 auf 2 nichtlineare Gleichungen in Operator II und von 7 auf 2 nichtlineare Gleichungen
in Operator III. Im Falle der Thermoplastizitéit entfillt Operator I1I, da die statischen Erho-
lungsterme nur bei zeitabhéngigem Materialverhalten beriicksichtigt werden. Im Hinblick auf
die Effizienz des hier vorgestellten Spannungsalgorithmus wurden die konstitutiven Beitréige

zur Tangentensteifigkeitsmatrix analytisch ermittelt.

Abschlieflend wurden einige Anwendungsbeispiele fiir verschiebungs- und kraftgesteuerte Pro-
zesse vorgestellt. Die Verifikation des Spannungsalgorithmus erfolgte anhand einer verschie-
bungsgesteuerten zyklischen Belastung. Als weiteres Beispiel wurde der Einschniirungvorgang
einer axialsymmetrischen Zugprobe simuliert. Infolge der dissipativen Vorginge und der ther-
mischen Randbedingungen stellt sich eine inhomogene Temperaturverteilung in der Probe ein,
die im Falle temperaturabhingiger Materialparameter zu einer Einschniirung fiihrt. Der Ein-
flufl der Materialparameter der statischen Erholung wurde anhand einer einachsigen Kriechbe-
anspruchung verdeutlicht. Weiterhin wurde am Beispiel eines thermisch beaufschlagten, diinn-
wandigen Zylinders unter konstantem Innendruck gezeigt, daf die statischen Erholungsterme

das Verformungsverhalten mafigeblich beeinfluflen kénnen.
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A Duale Variablen und Ableitungen

A.1 Familie 1: Zerlegung der Verzerrungstensoren

1
E =_(F'F-1)

E, = -(F'F - F};Fp)

1 T-1p—1
A =-(1-FTFY)
2
1
A, = 5(1 —F7'F)

1 . FT—I()F—I
EP = §(FpF;D - 1)
E =E,;+E,
T— —
Fp 1()Fp1
I =_(F,F,—F]'F,")
- IA‘et = _(FZtFet - 1)
Ry
L, =-(1-F'F")
r =r,+T,
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A.2 Familie 1: Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-
keiten

C=F¥F"F, C,=F,F,, C,=F'F,
L=FF! L,=F,F;, L,=F,F,!
() : bzgl. Ry

A=()+LI+ ()L, : bzgl. R,
A=()+L"+ (L :bzgl R,

Y

A .
A =A+L'A+AL
E = §C 1
1. =D =S (L+L")
B, =5(C-Cp) A , .,
. 1. FT1O)F! Ao =Aug+L A4+ Ayl
E,=3C A .
. . . A, =A,+L"A, +A,L
E = Eet + Ep A A A
A =Aq+A,
F,~'OF," Fo '(OF
AN .
I' =T+LIT+TL,
o N . .
Ly =Tgy +L;;Fet + FetLp
A .
R, r, =rI,+LIT,+TI,L,
=D, = %(Lp + sz;)
A A A
P =T, 4T,
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A.3 Familie 2: Zerlegung der Verzerrungstensoren

1 1
e = 5(1?*11?1“*1 - 1) a =3(1- FFT)

1 1
€a=-(F'F'' —F'F/ ) Q. = (1 —F,FL)

2 2

P FOF” 1 T T
g, = E(Fp F/~'—1) a, = §(FetFet — FF7")
E =E€E4+E, a =04+ Q

Fp()ng; Fet()FZt
Y =5(FLF, ' —F,F))
- Yoo = §(F;51FZ;1 - 1)
R;
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A.4 Familie 2: Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-
keiten

() : bzgl.Rg
0% =0 —Ly() — OLL : begl. R,
02 =() —L() - OLY :bzgl. R,

A .
1 a =o-Lo-al?
é: = E(C_l) 1
1 :—D:—E(LJFLT)
€ =-(C! CIZI) R
1 F()F" a,; =0, — Lo, — o, L7
—1
€p = Q(Cp ) A ‘ .
_ ' ' «, =0o,-La,—-a,L
€ ~EatS A A A
a :aet + O’,p
F,(F) F.,()F.

Rt » = "}’p Lp"A)’p ’s’pLZ;
- _ﬁp =—5(Ly +LZ)
o o o
Fy = Fyet + ﬁ)/p
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A.5 Familie 1: Spannungstensoren und Ableitungen
() : bzgl. Ry

0¥ =0 —L,0) = OL; : bzgl. Ry

0Y=0 —L( - OL" :bzgl. R,

T S = FTF” = (detF)T
: F(F" v .
T S=$-LS-SL”

F,(F] F..()FZL
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A.6 Familie 2: Spannungstensoren und Ableitungen
() : bzgl. Ry

0¥ =0 +Ly0 + (L, : bzgl. R,

OV=0+L")+ (L : bzgl. R,

T ¢=F"'TF ' = —(detF)T
. FTfl()Ffl
T ¢ =¢+L7g +<L
B, OF, ! Fi (OFS
| T=FI'FF;
R
N L
T =T +L]T+7TL,
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B Zur Berechnung der spezifischen Wirme-
kapazitit

Die spezifische Warmekapazitit bei konstanter Verzerrung (4.38) berechnet sich aufgrund der
Zerlegungen (4.1), (3.11) sowie der Annahme (4.29) wie folgt:

AT _ 2 2 K 82 Jyiso 82 \IJ’””
o> {(1 d 0’H 1 9K . p} (B.1)

= V% = 0\ 9 oo T o 96

Die Ansitze (4.56), (4.57), (4.15) und (4.21), partiell nach der Temperatur differenziert, fiihren
unter Einbeziehung von (4.63), (4.65) und (3.31) zu

OH 10C N

= = 370 [[.]-T. — (¢’ A0 4a)C[Ty — oA, 1]-1 (B.2)
88_19( = —%g—g[f‘t] T, — 9k (o Ab,+a) e Ab, — pr (c: lne% + Cl> , (B.3)
D)
aggm _ (;;s) XY (B.5)

Unter der Voraussetzung kleiner thermoelastischer Verzerrungen kann der erste Term in (B.2)
bzw. in (B.3) vernachléssigt werden, so daf§ (B.2), (B.3) durch

?9_13 = — (/A0 +a)C[Ty — NG, 1]-1 | (B.6)
88_10( = —9k(dAb,+a)aAb, — pr (c: lng + C’1> (B.7)

approximiert werden kann. Erneute partielle Differentiation der Ausdriicke (B.6), (B.7) (B.4),
(B.5) nach der Temperatur liefert

-

(';TI;I = — (' Ab.+0a) g—g [T ]- 149k (/! Ab,+a)’ 3k (" Ab,+20a ) (SpT,), (B.8)

0°K / aC - / 2 " / PR

Sz — (v AHT—i—a)%[I‘t]-l—%i(a Al +a) =9k (« A0,+204)04A9,«—?CE
(B.9)
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0o 1—-d) 1
o ). o

aZ&kin (1—d) R R
— = "Y .Y B.11
00? 2PR ¢ ( )

und nach Einsetzen in (B.1) unter Beriicksichtigung von (4.63), (4.65) und (3.31)
%R . = (1-d) {3+ (¢/ AGi+0) (SpTe)—9k (0! Ab,+0)*+3 k(o AG,+20/) (SpLe) |
+9&' (o/ A, +a) a A0, +9k (o/ A, +0a)* +9k (o A, +2a) a AB,

PR« 1 "2 " ¢ \/
+7cg—(1—d) 37T + h T—|—3Y'Y . (B.12)

Die Groflen ()" kennzeichnen hierbei die zweifachen Ableitungen nach der Temperatur. Setzt

man ferner voraus, daf} alle Materialparameter im betrachteten Temperaturintervall linear
interpoliert werden, so geht (B.12) iiber in

PR PR .
_ PR B.1
7 Ce 7 c+ f (B.13)

mit
f =9k A +0)’d + (K (o/ Aby+0a) + 2k0)) (9aAf, + 3(1—-d)SpTe) . (B.14)

Da bei kleinen thermoelastischen Verzerrungen der Term f vernachldssigbar ist, nimmt die
spezifische Wiarmekapazitit einen konstanten Wert

c. = konst. = ¢ (B.15)

al.
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C Berechnung der Beitrige zur Tangenten-
steifigkeit

Wie bereits in Kapitel 5.2.6 angesprochen, miissen in UMAT die Gréflen

oS oS ow, ow,
0Ae >~ O0AH ° 0OAe = OA#

(C.1)

am Inkrementende zur Verfiigung gestellt werden. Die analytische Berechnung dieser Gréfien
ist, wie das folgende Kapitel zeigt, mit einigem Aufwand verbunden.

Gemifl den Beziehungen (5.118) — (5.122) gilt fiir die partiellen Ableitungen der in der
Materialroutine berechneten Zustandsgrofien nach dem Verzerrungsinkrement

IIr 117 II

s 9's 0z  9"'7Z ok 0"k od  9"d ©2)
0Ae  O0Ae ' 0Ae  0Ae ' 0Ae 0Ae ' 0Ae  0Ae '
bzw. fiir deren Ableitungen nach dem Temperaturinkrement
S IIS Z IIIZ k IIIk d IId
os 0 0Z 0 ok 0 od 0 (C.3)

0N OAO T OAH  O0AG T A0 OAH T OAO  OAD

Mit Hilfe dieser Groflen wiederum lassen sich die Ableitungen (C.1)3 und (C.1), bestimmen.
Die Berechnung der Terme (C.2) und (C.3) erfolgt sukzessive und zwar zunéchst fiir Teil-
problem I, dann fiir Teilproblem II und abschliefend fiir Teilproblem III.

Im folgenden gelte auch hier, wie bereits zuvor vereinbart, dafl Grolen zum Zeitpunkt ¢ durch
den Index 0, zum Zeitpunkt ¢+ At/2 durch den Index 1/2 und zum Zeitpunkt ¢+ At durch
den Index 1 gekennzeichnet werden. Weiterhin werden im betrachteten Temperaturintervall
A0 die Materialparameter linear interpoliert. Fiir einen beliebigen Materialparameter v mit
v =0 (Af) gilt somit

I 81}1 . ov
LT 9A0 T 9A0 (C.4)

wahrend Temperaturableitungen hoherer Ordnung verschwinden.
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C.1 Beitriage aus Operator 1

(A) Spannung
Mit der Definition

1

lautet Gleichung (5.80)

's, = z7'[B]

Qy/2

AG1]

Somit erhélt man fiir deren partielle Ableitung nach dem Verzerrungsinkrement

I I X

0SS S
dhe ~ore AT
mit
o2 .
Aijrs = (aA—S?«:Jmann = (Zil)ijrq Slsq )
0Bn

Dijrs = (Z 71)z’jmn o)A

= (27) g {3 G S0+ 000 (80),) + (=) (1), )

2

bzw. nach dem Temperaturinkrement
s _9S _ 1 [ 9B
0A0 0Af 0Af

mit

Qy/2

0Af 0Af

(B) Kinematische Verfestigung

In analoger Vorgehensweise wird zunéchst

M := (1 + Cz,,A0) Zy + % (Ae Zj + Zj Ae)
definiert, so da§ Gleichung (5.81) in der Form

'Z, = P [M]
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Qy/2

0Af

) o)

(C.6)

(C.9)

(C.10)

. (C.11)

(C.12)

(C.13)



geschrieben werden kann. Dies wiederum fiihrt zu

I I

07 07
ohe ~ohe T 79
wobei
o(P)
Ejrs = (aA—Ez:Jmann = (Ipil)ijrq Ileq )

Gijrs = (‘Pil)z’jmn g]X;«Z B % (Ipil)ijmn (Orar (Zg)m + Ons (ZS)"")

Weiterhin gilt

T~ s~ o P[]
mit

% = - (czl/ﬁaaczgz A0> £,

% = (czl/2+a§§g2 A0> zZi

so da8 (C.17) iibergeht in

a6121/2 -1 [f *
g4a _ (Czuﬁ N AQ) P [ 2.+2;]

(C) Isotrope Verfestigung

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

Entsprechend Gleichung (5.82) ergibt sich fiir die isotrope Verfestigung folgender Zusammen-

hang:
o'k 'k 1 9Ck,, .
- = A ki ka—2 (1 —

, oh
+(1—dy) ( L — 20K1/28T1/;A9>}
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C.2 Beitrige aus Operator 11

(A) Spannung

Die partiellen Ableitungen der Spannung nach dem Verzerrungsinkrement bzw. nach dem
Temperaturinkrement kénnen aufgrund der Darstellung (5.150) in der Form

o"s  9'Ss (a”s azf) (a”s a”&) "'S

9 5o % 95,04d),95 2
2¢ © 9Ae 07d ®one) T ohe (C.23)

I1 =

9's 9'Ss 9"S o 9'Sd9"'d  9'S

0N — 0N~ Of 0AG T 97d 9AG T OAG (C.24)
geschrieben werden, wobei die tensoriellen Grofen

%If’ = —2u (1—Hd1)(HN1 + & 8;?) , (C.25)

% _ _H(%>1 , (C.26)

% = (1—Hd1)<1_—1do% — 20 & Ny — 2 %) (C.28)

unmittelbar aus (5.93) hervorgehen.

Auf die Berechnung der Ableitungen 8" N/9¢, 8" N/dAe und 8" N/9AH wird in Unterpunkt
(D) eingegangen, withrend die Terme 8¢ /0Ae, 3" d/0Ae, 0 /OAO und 8" d/AH gemiB Unter-
punkt (E) bestimmt werden.

(B) Kinematische Verfestigung
Analoge Vorgehensweise liefert unter Beriicksichtigung der Beziehungen (5.151) und (5.94)

i/ az_(az a§>+(az ad> 97 (©.29)

2 © 9Ae 77d ©one) T oAe

"7 "7 o N 0"'7 0" d N i/ (C.30)
A0 OAG ¢ 9A9 T 97d OAD T OAf ‘
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+a

a]lz B
o
8”2 __H 7,
0"d 1-d), ~
0"z  (1-"dy) 1 0'Z
OAe 1_,_\/251& 1—dy 0Ae
0" 7 1 2 i
= /=&Y 7
OAf 1+@51§1{ \/;élbl 1+

+ (1=""dy) (

1 0'Z

1—dy 0A0

(C) Isotrope Verfestigung

+ 0151

1 \/5 II II 11
- - b1 Z1 + (1— dl) (Cl N1 + C1 51
1+/2b1 & { 3

0'N
0Ae ’

N1 + &l

o' N
PIN)

IT-C-

0'N
o€

)}

Ausgehend von (5.152) folgt fiir die Ableitungen der isotropen Verfestigung

0"k 9"k 0"k 9¢ 9"k 9'd

0Ae  0Ae 0 0Ae = 0"d 0Ae

"k 9"k 9"k o¢ 9"k d'd N 9"k
A0 NG 0¢ 9AO T 0"d NG T OAD

wobei die Ausdriicke

"k (1-"dy)

¢ 1+\/7¢151§1
0"d 1-d/), ’
allk B (l_IId
ONO

1+/2 61 By

+ \/gfl (M @\ +d1y1+01 B hy) +

Ea ()

1
¢ { \/751 ¢151+¢151)(<

aus Gleichung (5.95) gewonnen werden.

1 0k
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1—dy 0Af

) )+

}

(C.31)

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)



(D) Normale

Aufgrund der Beziehungen (5.108) und (5.109) gilt fiir die Normale

‘ [1]:

IIN_ _

Ez

und somit fiir deren partielle Ableitungen

o' N 0=

orhe ~ tone
o' N 0=
o0~ ong
o' N =
e - o
mit
1 II II

Zudem folgt aus Gleichung (5.106)

0B \Fbl< S >D
s = o Y1 PR )
¢ 37 \1-d/,

o= 1 2 9'sP  9'zP
DAe  1—d ((H\/;bl&) he am:) !

T

o 7P

o= 2 s\’ 1 \F 'SP
N \@blfl (1—d>1 "1 <(1+ 3008 Fag ~

wobei
o'SP 1 9'S
= - -(1®1)) =——
0Ae <g 3( ®© )> O0Ae '’
o' ZP 1 0'Z
OAe <8 - 5(1@’1)) OAe ’
o'SP 0'S
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).

(C.40)

(C.A1)

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)

(C.49)

(C.50)



%AZ;J - (5 “Llhe 1)) 9z (C.51)

(E) Plastischer Multiplikator und Schidigungsvariable

Die Berechnung der Terme 9¢/0Ae, 8''d/0Ae, 9/OAG, 8" d/OAP erfolgt mit Hilfe der Be-
ziehungen (5.109) und (5.110). Hierzu werden zunéchst deren totale Differentiale

(a<1>+aq> 85>-dAs+<aq)+a® ag)dAHjL

0Ae 0§ 0Ae 0Al 0¢ 0A0

(a”é 9"'d o
_|_

%_Fa—f%)‘d(%:(), (C52)

dAe © O¢ 9Ae T 97d DAe 0A0 T 9 9A0 T 97d 90

(6, g, 0 6,6d>_dA€+(6, g, 0¢ 8,6d>dA9+

811: 811: ag all," 9"
9 9 40 = .
+ <8Q * 9t aq T 97d 8Q> Q (C.53)

gebildet, aus denen unmittelbar

o"d  9"e 0" 9
9he ~ ohe T og one 0 (C.54)

aII,“’ all: aII,"’ ag all: alla

DAe ~ 0Ae  0¢ 0Ae T Fdore (C.35)
o"'e  9"e 0" o¢

90— o6 T og oAg D (C.56)
o', o' o e o o'd s

0Al 0A0 o0& OAH  9"d Al -

folgt. Aufgrund dessen erhélt man fiir die gesuchten Groéfien

06 ] 0" D ]
OA A
Uf: - _Jil 8 f: ) (C58)
9" d o,

L 0Ae | L 0Ae |
BIN A
= 0 9 (C.59)
9" d a",

L AP | I
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mit der Matrix

"'
0
3
J = H§~ I~ ’
o, 0,
o 9'd

deren Inverse durch

811: .
J_1 B (aH(I) 8117">1 aHd

o 0'd - 811,"’ alf(i)

96 o€

gegeben ist.

Die Komponenten der Matrix J berechnen sich wie folgt:
Die Beziehungen (5.109), (5.107) und (5.103) liefern

Il(i II = g 2~
QNS JREL:

o€ ¢ o 3 0¢

mit
0 \P
o= g 24/ :
o€ 51 ( H1 31 g)fl
oF 1-7d, ¢
85 1 aUR 4 1 \/?771 f1

L 1—Hd1 85 mlfl 3 At

(C.60)
(C.61)
(C.62)
(C.63)
(PL)
. (C.64)
) (VP)

Die Ausdriicke 92/9¢ und 9" k/d¢ sind durch die Gleichungen (C.37) und (C.45) bestimmt.
Weiterhin ergibt sich aus (5.110) unter Einbeziehung von (5.98) und (5.93) fiir die iibrigen

Komponenten
o, 2 i (= Q)™ Einy 00
= — /= d) ————— (1 — C.65
ag 3 {aol + (a11+a21 1) (l_IIdl)ql ( (_Qetl) aé— Y ( )
0", =1- \/751 ewr) {@2 + (a1, +ay Hdl) — } (C.66)
a][d IId 1 1 1 1_IId1
mit

(C.67)

133



Der Ausdruck 8" N /¢ ist durch (C.43) festgelegt.

Aufgrund der Beziehungen (5.93), (5.103), (5.107), (5.109) — (5.110) gelten fiir die verbleiben-
den Terme auf der rechten Seite der Gleichungen (C.58) und (C.59) folgende Zusammenhinge:

II % ~ T

0" d 0= -

0Ae (am:) [N (C.68)
0"e o= 0 2 Ok

o0 = N3 T ang \/;am ’ (C.69)
811: ]2 I (—Qet, )" ni-1 aﬁet

Ae \/7711 & (a1, +aq, dy) (1_11d Ji 9Ae (C.70)

gAb \/751 (a0)} \/751 etl ((01)11 + (a2)} Hdl) +

ny 8Qet
+ (ah —|—a21 d ) (ln( Qetl) n — In (1— d ) m 8A0> } s (C?l)
wobei
ag / 2 / 1 2
w = 2/1,1 (1—|— gbl §1)+C1+2M1 b f1+ b k1+ b1 aAH fl 5 (072)
4 1 aIIR
_— PL
ok 1-""d; 0Af (PL)
2% = { ymi , (C.73)
1 J k 4 S \/?77151 m_ \/?77151 my (VP)
\ 1—Hd1 JAY, my 3 At m 3 At my

0, 1 (1 9s [ N sV
9he — 2 \1=dy 9Ae M8 9Ae | \1=d), |
I I T
1 S 'S
- = 1 74
~ 2

M g S\ s L @3N [ 'r's -
oA6 — 42 \1-d), \1=d), " 6@m+3r)? \"P\1=d)/,

17 D T I7-C
1 "1s 1 9's 0N
- (=) - 22 9ue Ny — 2

o (1-d>1 (1—d0 org ~ MG N —2mG 8A9>

1 s 9'S
3(1—do) 2 t3 ) (Sp (1—d>1> ong (C.75)

Die Ausdriicke 02/0Ae, 0=/0A0, 0" k /AP, 0" N/0Ae und 8" N/IAP berechnen sich gemif
den Beziehungen (C.46), (C.47), (C.39), (C.41) und (C.42).
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C.3 Beitrige aus Operator 111

(A) Kinematische Verfestigung
Ausgehend von der Darstellung (5.156) ergibt sich fiir die kinematische Verfestigung

aIIIZ B 81]12 B 81]12 ® alé + 81112 (C 76)
dAe  0Ae \ 0K 0Ae 0Ae ’ '
aIIIZ alllz alllz 8’6 aIIIZ
OAND  OAO  OK OA# + OAG (C.77)
wobei die Groflen

6”] Z At P1 (W1 — 1) ICYI_Z 171

= — Z C.78

oK 1+ At py Ky b (C.78)

aIIIZ 1 aIIZ

= C.79
0Ae 1+Atp K7 0Ae (C.79)
aIIIZ 1 III aIIZ

= — At (p! | ! Z — .
BYN) 1—|—Atp1 Icivl—l { tlcl (pl + P1 ( nlCl)Wl) 1+ aAe} (C 80)

unmittelbar aus Gleichung (5.113) hervorgehen.
Zur Bestimmung der Terme 0K/0Ae und 0K/0AO wird Gleichung (5.116) herangezogen.
Unter Beriicksichtigung von (5.157) erhélt man

Ilz(i) IU&) > Izl(i) Ilz(i) >
(8 0 8/C>‘dA€+(8 0 oK

dAe K 0Ae oG oK 8A0> dav+

alll(i) alll(i) 8/@

was wiederum

III x 111 =

o"'d  9"ed 9P 9K
dhe ~ ohe T oK onme 2 (C.82)

= + =0 (C.83)

bzw
IIT = 1 111 =
oK o o o &
9Ae ( K ) 9Ae (C.84)
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oK
0Af

zur Folge hat.
Die Berechnung der verbleibenden Grofien

alllé

o
4

1

II
2

1

II
2l

(

1 + At pl W1 KIVI?I s
o'z
(aAe +

ALK (py + (Inky) wy) —

anz 11
98g (

(B) Isotrope Verfestigung

11 7, . ana T
1-d/, ~ 0Ae

7, ana IrI 7,
1-d/, 9Af 1—-d

erfolgt mit Hilfe der Beziehung (5.116).

(&

)

)

Entsprechend der Darstellung (5.155) folgt fiir die isotrope Verfestigung:

III

0 k
0Ae

IIr

0 k
0A0

III

0k
0Ae ’

Ausgehend vom totalen Differential der Gleichung (5.117)

aIII,"’ + 8111: alIIR dA + 81]17"’ + 8111: aIIIR
9Ae T 9K 9Ae € A0 T 9K 9AG
81]1" 81]1" aIIIR
) ) 'd —

erhdlt man fiir die gesuchten Terme

aIIIR B
0Ae

B 8111:
- aIIIk

-1

117~
9,

)

0Ae

)
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(C.85)

(C.86)

(C.87)

(C.88)

(C.89)

(C.90)

(C.91)

(C.92)



IIT Y r~~ —L1 rrr~
0 k 0, o,
A0 (a’“k> I (C.93)

Die benétigten partiellen Ableitungen

aIII"“ Al
aIIIk - 1—Hd1 ) (C.94)
aIH ~ 1 IIr k1 17 k 8”ch aH k

= A —— — - .
0Ae 1-""d; {( ! 1-""d; (1—d>1> 0Ae 8Ae} ’ (C.95)

aIII: B 1 4 IHk1 _H k alla 811k .
A0 — 1-"d, t1-"d, 1-d), ) 9A0 — 0A0

— IIIk IIIk
{ (ﬁ—fh) (7?'1—1-7?1 In (ﬁ—/ﬁ)w{) — T Wy h’l} (C.96)
T R

mit
ki .
A1 =14+ Atﬂ'l w1 7—]11 (C97)

gehen aus (5.117) hervor.
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C.4 Beitriage der thermomechanischen Groéfien

Ausgehend von der Darstellung (5.172) folgt

ow, _ (08 \'[ow,) , (02" [0u,]  Ow, Ok
0Ae ~ \dAe) [0S 0Ae) |9Z| " Ok dAe

Oity 05 D, dd 0w,
0 9Ae ' 0d 0Ae | OAe

(C.98)

0w, _ 00, 0S 0w, 0Z 0w, Ok O, O
OAO — 0S OA0 " 9Z 0N Ok OAO ' O OAD

Oty 04, 0w,

od OA0  OAH (C.99)

Die unbekannten Groflen Ow,/0S, 0w,/0Z, 0w,/0k, 0w,/0E, Ow,/0d, 0Ow,/0Ae und
Owy/OAO lassen sich mit Hilfe der in Kapitel 5.2.4 erlduterten Gleichungen sowie den Be-
ziehungen (5.164) — (5.172) bestimmen. Die im folgenden angefiihrten Gleichungen gelten fiir
den viskoplastischen Fall. Bei plastischer Beanspruchung ist entsprechend p; =7 =0 zu

setzen.

(A) Berechnung des Terms 0uw,/0S

Die Zerlegungen (5.137) und (5.127) zusammen mit den Darstellungen (5.166) — (5.170) fiihren

zu

ow, oW, Oy Dby

oS~ 0S 0S oS 7

wobei die Ableitungen

v

T
o, _1& [, (N
S  pm A {N1 * (as) [SI]} ’

v o T
aésY 1 §1 ON 2 T
= — = — | |Z Z
S on A Cy, {Cl<8s> Z1] + 14, (o 1]} )

00 _ 1 [0(Sh) | (0420, +a)
0S N PR 0S 1_dl

0, 1} d, +

€sd; \/Eg ((I11—|—(121d1) 1(_Qetl)n171 a(_Qet)

4, V3 AL (1—-dy)n aS
mit
ON 1 1
o~ le--(1®1) - (N,®N } :
s = sz 16~ 30180 - ey
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Qijmn = Zi (8_N> ) (C.105)
rymn

0S
0(—Qu) 1 1
oS (1-di)? {2M1 Lt 3(2m+3XN) (SpSi)1 (C.106)

aus den Gleichungen (5.125), (5.126), (5.131), (5.132), (5.134) — (5.136) hervorgehen.

(B) Berechnung des Terms 0w,/0Z

Analoge Vorgehensweise liefert zunéchst

D, O, 0y 0y

9z ~ 0z 97 9L (C.107)
bzw. unter Beriicksichtigung von (5.125), (5.126), (5.131), (5.132), (5.134), (5.135)
o 1 & (0N
Wy 1
P _— = 5> [ZZZ) [S 1
0Z ~ pr At (az) S (C.108)
6 1 ¢ oNY " 2 7
€sy . 1 1
- Y S bt I 1/ A0 TR Sl S
9z = {Cl ' A (Cl(az> 4] \/;b1 —a, "
2 , Z, "'z,
S (z:N; - 2 [zl])> A s 1—d1} , (C.109)
0y 1 Cy, Zy
0z~ pnlod1-q M (€110
ON ON
(C) Berechnung des Terms 0w,/0k
Es gilt
O, 08y, Dby
ok ok ok (C.112)

und aufgrund von (5.130), (5.132), (5.133), (5.135)

aésr 1 . 1 ésr 2 §1 kl ot
= — r — Y — ! - _h’ ) ]'1
ak PR 71017“1 Y1 (]-_dl) a1 {\/;¢lﬁl At + T (l—dl 1> (C 3)
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855,1 1 kl > 1 / } X
= o () + = (R0 dy C.114
8k PR (]_—dl) { (1—d1 ' 4! ( ' ' 1) ' ( )

(D) Berechnung des Terms 0w,/0¢

Die Grofie
ow, oW, e, Dy e
_ _ _ _ C.115
o0& 0/3 0/3 o0& o’ ( )
mit
ow, 1 1
- - _ _ SN A1
ag O At 1 1 > (C 6)
aésr 2 ésm ¢1 51 kl
={/= — |1 - — —h A1
¢ \/; i At ( m <l—d1 1)) ’ (C-117)
06y 1 Oy, 2, 7 Z,
= — 7 N, — /=0 2 N C.118
TN {Cl P 3 Ty T, 1} ’ (C.118)
aésd ésd
= ! C.119
%~ & (CA9)
wird mittels der Beziehungen (5.125), (5.126), (5.130) — (5.135) gewonnen.
(E) Berechnung des Terms 0w,/dd
Die Bestimmung von
Oy Oy 0éy 08y Dby
od  od ad od od (C.120)
mit
OWet 1
= — A 121
ad O Cty (Sp E) ) (C )
aésr 1 ’71 /> .
=—— |—h —hy) O —
b, ki 2 3 ky o
L — — -— ——h C.122
i1y (1—d)? {\/;@51 A + MW <l—d1 1> }, ( )
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aésy 1 Z1 fl 2 Z1 Zl
= Oy 2L oL (2 2 N, | —
ad PR C’Yl 1—d1 { 3 ! 1—d1 + 1—d1 !

Z, " z,
— P w
P1 W1 1—d, 1—d, )
Deq 1 S kg
= ——<—-20Q, A 0 | ——— —
94 e { n + (o] 1+a1)Sp<1_d1> 1+Cl<1—d1

1 k1 Z1 Zl dl
— (=10 Sl
+ Y1 ( ! . 1) 1—d1 + CYl(]_—d1> (1—d1>} 1—d1

2 6, Q)™ 492
_|_\/je dy g ( tl) {CLOI + (a11+a21 dl) (QI 7’1,1)}

3 d, At (1—dp)u 1—d,

_|_

erfolgt entsprechend unter Einbeziehung von (5.123), (5.130) — (5.135).

(F) Berechnung des Terms 0w,/0Ae

Es folgt
Owy  OWe
0Ae  OAe ’

bzw. mit (5.123)

by 1
SAe =~ (-1

(G) Berechnung des Terms 0w, /0Af
Fiir den Ausdruck

Dy Oy 0y 0y O

OAO — OAO  OAO  OAHD  OAG

)

ki
1—d;

ergeben sich gemaf (5.123), (5.124), (5.130) — (5.135) folgende Zusammenhénge:

oy 1 ,

e — L (-4 (Cu) (S0 2e)

aésr . (l_dl) / kq / . é5T1 or
N0 pr Cn {71<1—d1_h1> o h’l} nt S ane
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(C.123)

(C.124)

(C.125)

(C.126)

(C.127)

(C.128)

(C.129)



V)

0ésy

1
aAgzp_RCYIZI{ 201Y1+_<

(%)) -
_(pg+plln( ) )Hl i

21
1
( ) } (C.130)
08.q |

bod a(—fz)
8A9__p_R{ SAD + (200601 + o AO,, + 1) S (

1 / kl / 71 k1
A= m=no) o () )+ “h ) -
(5o e (g =m) ) 0= 5 ()

o b (B (B g b 0
on 4 (1_d1> (1_d1>}d1+ - (C.181)

m

mit

Ait{(m; Br+r1) (0 ABy +an) + 251 0L B} (C.132)
o = Vs {5 () () )+
S
_i(l dl_h1> (7r — —71 + m ln<1E1d1_hl> wi) (C.133)
o2 Ln+ G ((wh + g +

+ (a1, +as, dl)(ln(—Qetl)n’l — In(1—dy) ¢} + (_?;etl) a({;;@t)))}, (C.134)

0(-Q) _ (S \" (ST @3N (o (S Y (©.135)
BIN] 12 \1-4, 1—d, 62m+3n)2 \P\1=d,)) - '

(Ctl)l =
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