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Kurzfassung

Der vorliegende Bericht befa�t sich mit der Formulierung und Integration von Material-

modellen mit isotroper Sch�adigung. Basierend auf der irreversiblen Thermodynamik mit in-

neren Zustandsvariablen werden Materialmodelle der Thermoplastizit�at und Thermovisko-

plastizit�at mit nichtlinearer isotroper und nichtlinearer kinematischer Verfestigung vorgestellt,

die in thermodynamisch konsistenter Weise mit Sch�adigung gekoppelt sind. Die konstitutiven

Gleichungen werden so formuliert, da� der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der

Clausius-Duhem-Ungleichung f�ur alle zul�assigen Prozesse stets erf�ullt ist.

F�ur drei Plastizit�atsmodelle, die f�ur kleine Deformationen formuliert und in unterschiedlicher

Weise mit Sch�adigung gekoppelt sind, wird eine M�oglichkeit aufgezeigt, wie diese in thermo-

dynamisch konsistenter Form auf gro�e Deformationen verallgemeinert werden k�onnen. Die

Sch�adigungsentwicklung wird durch eine Evolutionsgleichung f�ur duktile Sch�adigung beschrie-

ben, die sowohl Porenbildung als auch Porenwachstum ber�ucksichtigt. Die Verallgemeinerung

der konstitutiven Gleichungen auf gro�e Deformationen basiert auf dem sogenannten Konzept

der dualen Variablen. Die Materialgleichungen unterliegen einer speziellen thermodynamischen

Formulierung, deren Besonderheit einerseits in der Wahl der Verzerrungs- und Spannungsten-

soren sowie den zugeh�origen objektiven Ableitungen, andererseits in der Modellierung der

kinematischen Verfestigung liegt.

Im Hinblick auf eine e�ziente numerische Umsetzung werden kleine elastische Verzerrungen

und eine vereinfachte kinematische Verfestigungsregel angenommen. F�ur diese vereinfachte

Version der Materialmodelle m�ussen gewisse Restriktionen erf�ullt sein, damit die Clausius-

Duhem-Ungleichung in hinreichender Weise befriedigt wird.

F�ur eine auf Thermoviskoplastizit�at erweiterte, vereinfachte Version wird ein e�ektiver, impli-

ziter Integrationsalgorithmus vorgestellt, der auf einem Operator-Split-Verfahren basiert. Die

spezielle Struktur des Di�erentialgleichungssystems erm�oglicht eine Reduktion der mit dem

Newton-Verfahren zu l�osenden Gleichungen. Die konstitutiven Beitr�age zur Tangentenstei�g-

keitsmatrix werden analytisch ermittelt.

Das vorgestellte Integrationsverfahren wurde �uber die Benutzerschnittstelle UMAT in das

Finite Elemente Programm ABAQUS implementiert. Einige Anwendungsbeispiele f�ur ver-

schiebungs- und kraftgesteuerte Prozesse werden diskutiert. Im Rahmen einer gekoppelten

thermomechanischen FE-Analyse wird der Einschn�urvorgang einer axialsymmetrischen Zug-

probe simuliert sowie das Verformungsverhalten eines mit Innendruck und Temperatur beauf-

schlagten d�unnwandigen Zylinders untersucht.



Abstract

Small and Finite Deformation Thermoplasticity and Thermovisco-

plasticity with Damage

This report deals with the formulation and numerical integration of constitutive models with

isotropic damage. Based on the irreversible thermodynamics and the internal state variable

theory, damage-thermoplasticity and -thermoviscoplasticity models incorporating nonlinear

isotropic and nonlinear kinematic hardening are presented. Care is taken that the evolution

equations governing the hardening response satisfy the second law of thermodynamics in the

form of the Clausius-Duhem inequality for every admissible process.

For three elastoplastic damage models, a possibility to generalize the constitutive equations

from small to �nite deformations is shown. A damage evolution equation for ductile damage

is formulated taking into account the nucleation and growth of voids. The generalization of

the constitutive equations to �nite deformations is based on the concept of so-called dual

variables. The characteristic features of the theoretical framework adopted, are the choice of

the strain and stress tensors and suitable associated time derivatives as well as the modeling

of the kinematic hardening.

In view of an e�cient numerical integration procedure, small elastic strains and a simpli�ed

kinematic hardening rule is assumed. For this simpli�ed version of the constitutive models

some restrictions must be ful�lled in order to satisfy the Clausius-Duhem inequality in a

su�cient way.

For a simpli�ed version of a damage-thermoviscoplasticity model an e�cient, implicit time

integration algorithm making use of the operator splitting methodology is presented. The

special structure of the system of di�erential equations allows a reduction of the equations to

be solved by means of Newton's method. The contributions to the consistent tangent modulus

are calculated analytically.

The resulting integration algorithm has been implemented as a UMAT-subroutine into the

ABAQUS �nite element code. Some numerical examples for displacement and force controlled

processes are discussed. Based on a coupled thermomechanical FE analysis, the necking of a

axisymmetric tensile specimen and the deformation behavior of a thin cylinder under internal

pressure and thermal loading is simulated.
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Notation und Operatoren

Tensoren erster und zweiter Stufe werden in Fettdruck dargestellt, Tensoren vierter Stufe

werden zus�atzlich durch kalligra�sche Buchstaben gekennzeichnet. Alle Komponentendarstel-

lungen tensorieller Gr�o�en beziehen sich auf ein kartesisches Koordinatensystem mit den Ba-

sisvektoren ei (i = 1; 2; 3) und unterliegen der Einsteinschen Summationskonvention. Die

verwendeten Rechenregeln k�onnen, sofern sie hier nicht angegeben sind, den Lehrb�uchern von

de Boer [26] und Klingbeil [49] entnommen werden.

Notation

Lateinische Buchstaben

A Almansi'scher Verzerrungstensor

c" spezi�sche W�armekapazit�at bei konstanter Verzerrung

dX materielles Linienelement in RR

dx̂ materielles Linienelement in R̂t

dx materielles Linienelement in Rt

d Sch�adigungsvariable

D symmetrischer Anteil des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten

(Verzerrungsgeschwindigkeitstensor)

e spezi�sche innere Energie

_es in Form von innerer Energie gespeicherte spezi�sche Leistung

_esY gespeicherte spezi�sche Leistung, infolge der �Anderung von Y

_esr gespeicherte spezi�sche Leistung, infolge der �Anderung von r

_esd gespeicherte spezi�sche Leistung, infolge der �Anderung von d

E Euklidischer Punktraum

E Green'scher Verzerrungstensor
~E linearisierter Green'scher Verzerrungstensor

F Flie�funktion

f spezi�sche Volumenkraft

F Deformationsgradient
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�F inkrementeller Deformationsgradient

g Temperaturgradient (g=grad�)

k innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der isotropen

Verfestigung

L r�aumlicher Geschwindigkeitsgradient

P̂ Mandel'scher Spannungstensor der Zwischenkon�guration

N Normale an die Flie��ache

q W�armeu�vektor

Q orthogonaler Rotationstensor

r innere Variable vom Dehnungstyp

rw W�armezufuhr pro Zeit- und Masseneinheit der Referenzkon�guration

Ri Raumbereich des materieller K�orpers B in E bzgl. der Ausgangskon�guration

RR Raumbereich des materieller K�orpers B in E bzgl. der Referenzkon�guration

R̂t Raumbereich des materieller K�orpers B in E bzgl. der Zwischenkon�guration

Rt Raumbereich des materieller K�orpers B in E bzgl. der Kon�guration zum

Zeitpunkt t

Rt+�t Raumbereich des materieller K�orpers B in E bzgl. der Kon�guration zum

Zeitpunkt t+�t

R orthogonaler Rotationstensor

s plastische Bogenl�ange

S gewichteter Cauchy'scher Spannungstensor

t Zeitpunkt am Inkrementanfang

�t Zeitinkrement

tR Spannungsvektor

T Cauchy'scher Spannungstensor
~T 2. Piola-Kirchho� Spannungstensor

T̂ 2. Piola-Kirchho� Spannungstensor der Zwischenkon�guration

u Verschiebungsvektor

�u inkrementeller Verschiebungsvektor

U rechter Strecktensor

v Geschwindigkeitsvektor

V linker Strecktensor

W antisymmetrischer Anteil des r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten

(Wirbeltensor)

X Ortsvektor eines materiellen Punktes in RR

x Ortsvektor eines materiellen Punktes in Rt

Y innere Variable vom Dehnungstyp

Z innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung (bei �niten Deformationen)
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Griechische Buchstaben

� W�armeausdehnungskoe�zient

� Finger'scher Verzerrungstensor

� Entropieproduktion

̂ Verzerrungstensor der Zwischenkon�guration (Familie 2)

�̂ Verzerrungstensor der Zwischenkon�guration (Familie 1)

�ij Kronecker-Symbol

" Piola'scher Verzerrungstensor

�" Verzerrungsinkrement gem�a� Hughes-Winget

�� spezi�sche Entropie

� absolute Temperatur

�� Temperaturinkrement

�r Referenztemperatur von � und c"

��r Temperaturdi�erenz ���r
� Kompressionsmodul (�=�+2=3�)

� Normale an materielle Fl�ache in RR

�̂ Normale an materielle Fl�ache in R̂t

� Normale an materielle Fl�ache in Rt

�; � Lam�e'sche Konstanten

� plastischer Multiplikator

� innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung (bei kleinen Deformationen)

�̂ Translationstensor der kinematischen Verfestigung in R̂t

�R Massendichte bzgl. RR

� Massendichte bzgl. Rt

& Spannungstensor der Referenzkon�guration (Familie 2)

�̂ Spannungstensor der Zwischenkon�guration (Familie 2)

~� Spannungstensor der Momentankon�guration (Familie 2)

� skalarwertige Testfunktion

� vektorwertige Testfunktion

	 spezi�sche freie Energie

wet thermoelastische Kopplung

wp spezi�sche plastische Spannungsleistung

wg spezi�sche Leistung wg=wet+wp� _es


 innere Variable vom Spannungstyp

�
e elastische Energiefreisetzungsrate
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Kalligra�sche Buchstaben

B materieller K�orper

E Einheitstensor vierter Stufe (E=�ij �mn ei 
 em 
 ej 
 en)

C Elastizit�atstensor vierter Stufe

M reziproker Elastizit�atstensor vierter Stufe (MC=E)

1 Einheitstensor zweiter Stufe (1=�ij ei 
 ej)

Indizes und Funktionssymbole

(�)e elastischer Anteil von (�)
(�)t thermischer Anteil von (�)
(�)et thermoelastischer Anteil von (�)
(�)p inelastischer Anteil von (�)
(�)

0
numerisch bestimmte N�aherung von (�) zum Zeitpunkt t

(�)
1=2

numerisch bestimmte N�aherung von (�) zum Zeitpunkt t+1=2�t

(�)
1

numerisch bestimmte N�aherung von (�) zum Zeitpunkt t+�t
I
(�) Wert von (�) in Operator I

II
(�) Wert von (�) in Operator II

III
(�) Wert von (�) in Operator III
�(�) bar Transformierte von (�)
(�)0 partielle Ableitung von (�) nach der Temperatur
�(�) Funktion der Gr�o�en (�";��;Q1)
�(�) Funktion der Gr�o�en (�";��;S1;Z1; k1; �1; d1)

Es seien a, b Vektoren, A, B, C Tensoren zweiter und D ein Tensor vierter Stufe.

Operatoren

GRAD Gradient bzgl. der Referenzkon�guration

grad Gradient bzgl. der Momentankon�guration

div Divergenz bzgl. der Momentankon�guration

detA Determinante von A

SpA Spur von A
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AD deviatorischer Anteil von A (AD=A�1=3 (SpA) 1)
kAk euklidische Norm von A (kAk=pA �A)
kAkD deviatorische Norm von A (kAkD=

q
2
3
A �A)

h�i McAuley Klammer

(�)�1 Inverse von (�)
(�)T Transponierte von (�)
(�)� materielle Zeitableitung von (�)
�

A Jaumann-Ableitung von A (
�

A= _A�WA+AW)
M

A untere Oldroyd Ableitung von A (
M

A= _A+LTA+AL)
O

A obere Oldroyd Ableitung von A (
O

A= _A�LA�ALT )

a
 b dyadisches Produkt von a und b (a
 b = ai bj ei 
 ej )

A
B dyadisches Produkt von A und B (A
B = Aij Bmn ei 
 ej 
 em 
 en )

AB Tensorprodukt von A und B (AB = Aij Bjm ei 
 em )

A�B Skalarprodukt von A und B (A�B = Sp (ABT ) )

D [A] Anwendung von D auf A (D [A] = DijklAkl ei 
 ej )

Rechenregeln

Sp (ABC) = Sp (CAB) = Sp (BCA)

(A
B) [C] = (B�C)A

DT = Dmnij ei 
 ej 
 em 
 en


A �D [B] = DT [A] �B
@(A�B)
@C

=

 
@A

@C

!T

[B] +

 
@B

@C

!T

[A]
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1 Einleitung

Das Konzept der Kontinuums-Sch�adigungsmechanik erm�oglicht, das lokale Versagen von Bau-

teilen unter mechanischer und thermischer Belastung vorherzusagen. Das Konzept basiert auf

der physikalischen Vorstellung, da� Ober�achenunstetigkeiten in Form von Mikrorissen oder

Volumenunstetigkeiten in Form von Poren zu einer Schw�achung des Werksto�s f�uhren und die

Tragf�ahigkeit eines Bauteils herabsetzen. Die Sch�adigungsmechanik beschreibt den Bereich

vom ungesch�adigten Zustand eines Werksto�s bis zum Einsetzen der Makrori�bildung.

Die Entwicklung der Sch�adigungsmechanik begann Ende der f�unfziger Jahre mit der Arbeit

von Kachanov [47], der erstmals eine skalarwertige Sch�adigungsvariable einf�uhrte und eine

entsprechende Evolutionsgleichung f�ur diese Gr�o�e formulierte. Das Kachanov Modell ba-

siert auf der Theorie kleiner Deformationen und wurde entwickelt, um das Kriechversagen

von Metallen unter einachsiger Belastung wiederzugeben. Abgesehen von einem Beitrag von

Rabotnov [78] aus dem Jahre 1968, der das Konzept der e�ektiven Spannung einf�uhrte,

wurde diese rein ph�anomenologische Vorgehensweise erst im Laufe der siebziger Jahre wieder

aufgegri�en. In der Literatur existieren, insbesondere f�ur die Theorie kleiner Deformationen,

eine Vielzahl von M�oglichkeiten isotrope Sch�adigung in den konstitutiven Gleichungen zu

ber�ucksichtigen. Neben Kriechsch�adigung ([22], [23], [39], [51], [54], [94]) wurden vor allem

duktile Sch�adigung ([57], [64], [81], [82], [83], [93]), Erm�udungssch�adigung ([18], [31]) und die

Wechselwirkung zwischen Kriech- und Erm�udungssch�adigung ([1], [9], [66]) untersucht. Die

Konzepte wurden auf mehrachsige Belastungen verallgemeinert und in einen thermodyna-

mischen Rahmen eingebettet. Zus�atzlich wurde dem anisotropen Charakter der Sch�adigung

in einer Vielzahl von Ver�o�entlichungen ([8], [10], [16], [68], [69], [74], [75], [100]) Rechnung

getragen. Neuere Untersuchungen auf dem Gebiet der Sch�adigungsmechanik befassen sich

verst�arkt mit der numerischen Umsetzung der Materialmodelle in Finite Elemente Programme

([5], [7], [21], [25], [32], [33], [46], [85], [86], [89], [90], [91]). Neben der Entwicklung e�ektiver

Integrationsalgorithmen1 wird eine Formulierung der Modelle angestrebt, die eine eindeutige

experimentelle Identi�kation der Materialparameter erm�oglicht. Auf die Bestimmung von Ma-

terialparametern wird im Rahmen dieser Arbeit allerdings nicht eingegangen, vielmehr sei in

diesem Zusammenhang auf [2] verwiesen.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine M�oglichkeit aufgezeigt, wie Materialmodelle

mit isotroper Sch�adigung in thermodynamisch konsistenter Weise von kleinen auf gro�e De-

formationen verallgemeinert werden k�onnen.

1Rep�asentative Arbeiten ohne Sch�adigung siehe z.B. [17], [35], [36], [42], [43], [45].
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Nach einer kurzen Einf�uhrung in die Grundlagen der Kontinuumsmechanik in Kapitel 2 wer-

den im dritten Kapitel zun�achst drei f�ur kleine Deformationen formulierte Plastizit�atsmodelle

mit nichtlinearer isotroper und kinematischer Verfestigung vorgestellt, die in thermodynamisch

konsistenter Weise mit Sch�adigung gekoppelt sind. Es handelt sich hierbei um ein Modell von

Lemaitre [61, S.50 �], ein Modell von Benallal et al. [4] sowie ein neuentwickeltes Mo-

dell, das die Bezeichnung Modell B tr�agt. Die Verallgemeinerung dieser drei Materialmodelle

auf gro�e Deformationen basiert auf dem von Haupt & Tsakmakis entwickelten Konzept

der dualen Variablen [38], das Spannungs- und Verzerrungstensoren in nat�urlicher Weise einan-

der zuordnet und die entsprechenden objektiven Zeitableitungen bereitstellt. Die konstitutiven

Gleichungen sind in einen speziellen thermodynamischen Rahmen eingebettet, der in dieser

Form erstmals von Tsakmakis [97] vorgestellt wurde. Die so gewonnene
"
exakte thermo-

dynamische Formulierung\ wird im Hinblick auf eine e�ziente numerische Umsetzung gewissen

Vereinfachungen unterworfen. Es werden kleine elastische Verzerrungen und eine vereinfachte

konstitutive Beziehung f�ur die kinematische Verfestigung angenommen. Allerdings m�ussen f�ur

diesen Sonderfall gewisse Restriktionen erf�ullt sein, damit die thermodynamische Konsistenz

der Materialgleichungen gew�ahrleistet bleibt.

Im vierten Kapitel wird die
"
exakte thermodynamische Formulierung\ von Modell B auf

Thermoviskoplastizit�at erweitert. Um das Materialverhalten insbesondere bei hohen Tempe-

raturen besser beschreiben zu k�onnen, werden in den Evolutionsgleichungen f�ur die isotrope

und die kinematische sogenannte statische Erholungsterme eingef�uhrt. Abschlie�end erfolgt der
�Ubergang zu kleinen thermoelastischen Verzerrungen und einer vereinfachten kinematischen

Verfestigungsregel.

Das f�unfte Kapitel befa�t sich mit der numerischen Umsetzung des in Kapitel 4 erl�auterten

Materialmodells in das Finite Elemente Programm ABAQUS [41]. Der Ausgangspunkt der

Methode der �niten Elemente bei gekoppelten thermomechanischen Problemen ist die schwa-

che Form der Impulsbilanz und der W�armeleitungsgleichung. F�ur eine gegebene Belastung

gilt es den entsprechenden Zustand eines K�orpers, d.h. die unbekannten Zustandsgr�o�en Ver-

schiebung und Temperatur zu ermitteln, so da� die schwache Form der Feldgleichungen erf�ullt

ist. Dies erfordert in der Regel eine inkrementelle Vorgehensweise und eine Integration der

konstitutiven Gleichungen im Rahmen einer Materialroutine.

Der hier vorgestellte Integrationsalgorithmus basiert auf dem Hughes-Winget-Verfahren

[44], das einen schwachen Grad an inkrementeller Objektivit�at gew�ahrleistet. Das System der

konstitutiven Gleichungen wird, wie in der Literatur �ublich (z.B. [46], [85], [89], [90]) mit einem

Operator-Split-Verfahren integriert. In Anlehnung an die Arbeit von Jansohn [45] wird ein

dreifacher Operator-Split eingef�uhrt. Die Aufteilung erfolgt in einen thermoelastischen An-

teil (Operator I), einen inelastischen Anteil (Operator II) und einen Anteil, der die statischen

Erholungsterme beinhaltet (Operator III). Der thermoelastische Anteil wird mit der Mittel-

punktsregel integriert, die beiden anderen Anteile mit einem impliziten Euler-Verfahren. Die

speziellen Struktur des Materialmodells erm�oglicht eine erhebliche Reduktion der zu l�osenden
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Gleichungen in den Operatoren II und III. Somit beh�alt der in [45] vorgestellte Integrations-

algorithmus auch bei Ber�ucksichtigung von Sch�adigung seine E�zienz bei. Im Anschlu� an

die Berechnung der Zustandsvariablen m�ussen die konstitutiven Beitr�age zur Tangentenstei�g-

keitsmatrix f�ur die globale Gleichgewichtsiteration bereitgestellt werden. Im Hinblick auf eine

optimale Konvergenzgeschwindigkeit werden die Beitr�age zur Tangentenstei�gkeit analytisch

bestimmt (siehe hierzu auch [17], [45], [90]).

Abschlie�end werden in Kapitel 6 einige Anwendungsbeispiele f�ur verschiebungs- und kraftge-

steuerte Prozesse vorgestellt. Im Rahmen einer gekoppelten thermomechanischen FE-Analyse

wird der Einschn�urvorgang einer axialsymmetrischen Zugprobe simuliert sowie das Verfor-

mungsverhalten eines mit Innendruck und Temperatur beaufschlagten, d�unnwandigen Zylin-

ders untersucht.
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2 Grundlagen der Kontinuums-Sch�adigungs-

mechanik

2.1 De�nition der Sch�adigungsvariablen

Zur ph�anomenologischen Beschreibung der Sch�adigung werden innere Zustandsvariablen ein-

gef�uhrt, deren zeitliche �Anderungen durch Evolutionsgleichungen gegeben sind. In der Literatur

�ndet man verschiedene Sch�adigungsvariablen, die unterschiedliche physikalische Bedeutung

besitzen. Beispielsweise beschreiben Needleman & Tvergaard [99, 77], Rousselier [82],

Benanni et. al. [6] die Sch�adigung durch das relative Porenvolumen, wohingegen Mudry

[73] den Hohlraumradius als Ma� f�ur die Sch�adigung au�a�t.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Sch�adigung im Sinne von Lemaitre & Chaboche

[62, S.349 f] als relative Ober�achendichte von Mikrodefekten verstanden. Hierzu wird an

einem materiellen Punkt eines gesch�adigten Materials ein Fl�achenelement mit dem Betrag

da und dem Normalenvektor n betrachtet (siehe Abbildung 2.1). Derjenige Anteil der Fl�ache

da, der von Mikrodefekten, d.h. Mikrorissen und Mikroporen eingenommen wird, sei dad.

Somit wird als Ma� f�ur die Sch�adigung in Richtung n das Verh�altnis

d(n) =
dad
da

(2.1)

de�niert. Es ist ersichtlich, da� d(n) die folgenden Grenzwerte besitzt:

d(n) = 0 im ungesch�adigten Zustand

d(n) = 1 beim Bruch des dem betrachteten materiellen Punktes zugeh�origen Volumen-

elements in zwei Teile.

Da Mikrorisse und Mikroporen in der Regel gewisse Vorzugsrichtungen aufweisen, ist die

Sch�adigung grunds�atzlich von anisotroper Natur. Der gesch�adigte Zustand wird durch eine

tensorielle Gr�o�e beschrieben. Beispielsweise f�uhren Murakami & Ohno [75] einen symme-

trischen Sch�adigungstensor zweiter Stufe, Chaboche [10] einen nichtsymmetrischen Tensor

vierter Stufe ein. In der vorliegenden Arbeit blieb der anisotrope Charakter der Sch�adigung

unber�ucksichtigt. Es wurde davon ausgegangen, da� die Mikrodefekte in allen Richtungen

gleichverteilt sind und der gesch�adigte Zustand durch eine skalare Gr�o�e

d(n) � d (2.2)

erfa�t werden kann.
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dad
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Abb. 2.1: De�nition der Sch�adigung nach Lemaitre [56].

2.2 Zerlegung der Deformation

Im folgenden wird ein materieller K�orper B im dreidimensionalen euklidischen Punktraum E

betrachtet, der bzgl. einer Referenzkon�guration den Raumbereich RR einnimmt. Nach Wahl

eines raumfesten Bezugspunktes O in E, l�a�t sich jedem materiellen Punkt X aus RR ein

Ortsvektor X zuordnen. Der Ort x, den der materielle Punkt X zur Zeit t in der Momentan-

kon�guration einnimmt, wird durch die Bewegungsgleichung

x = �x (X; t) (2.3)

beschrieben, wobei f�ur festgehaltenes t eine Inverse X= �X (x; t) existiert. Der dabei von B
beaufschlagte Raumbereich wird mit Rt bezeichnet.

F�ur einen beliebigen, aber festen, Zeitpunkt t wird der Deformationsgradient F wie folgt

de�niert:

F :=
@�x

@X
= GRAD �x : (2.4)

Der Deformationsgradient stellt somit eine Abbildungsvorschrift dar, die materielle Linienele-

mente der Referenzkon�guration dX in materielle Linienelemente der Momentankon�guration

dx transformiert:

dx = FdX : (2.5)

Dabei wird detF>0 vorausgesetzt.
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Anstelle materieller Linienelemente k�onnen auch Normalen an materiellen Fl�achen betrachtet

werden. Es sei durch � (X)=C=konst: eine materielle Fl�ache bzgl. der Referenzkon�guration

de�niert. In der Momentankon�guration hat dieselbe materielle Fl�ache die zeitabh�angige Form

' (x; t)=C, wobei gilt ' (x; t)=' (�x (X; t) ; t)=� (X)=C f�ur t=konst:. Bildet man das totale

Di�erential und setzt Beziehung (2.5) ein, so liefert dies

� = FT�1� ; (2.6)

wobei � = GRAD�(X) der Normalen an die materielle Fl�ache in der Ausgangskon�guration

und � = grad'(x; t) der Normalen an dieselbe materielle Fl�ache in der Momentankon�gura-

tion entspricht.

Wegen detF > 0 existiert eine eindeutige polare Zerlegung des Deformationsgradienten in

einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor R und einen symmetrischen, positiv de�niten

Tensor U bzw. V:

F = RU = VR : (2.7)

Die beiden Tensoren U und V werden als rechter bzw. linker Strecktensor bezeichnet. Bildet

man die materielle Zeitableitung der Gl.(2.5) und ersetzt dX durch die inverse Beziehung der

Gl.(2.5), so folgt

(dx)� = _FF�1 dx : (2.8)

Die multiplikative Verkn�upfung _FF�1 bildet den r�aumlichen Geschwindigkeitsgradienten

L = _FF�1 = grad _x : (2.9)

Dieser kann additiv zerlegt werden in der Form

L = D + W ; (2.10)

wobei

D =
1

2

�
L + LT

�
(2.11)

den symmetrischen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und

W =
1

2

�
L � LT

�
: (2.12)

den antisymmetrischen Wirbeltensor repr�asentiert.
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Die im Rahmen der irreversiblen Kontinuumsmechanik bei �niten Deformationen �ublicherweise

geltende multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

F = FetFp (2.13)

in einen thermoelastischen Anteil Fet und einen irreversiblen inelastischen Anteil Fp, wird

auch im Zusammenhang mit Sch�adigung in der Regel beibehalten (siehe z.B. [90], [91])1. Dies

impliziert eine weitere Kon�guration, die sogenannte Zwischenkon�guration R̂t. Sie basiert auf

dem Gedanken eines �ktiven lokalen Entlastungsvorgangs, ist infolgedessen spannungsfrei und

im allgemeinen nicht kompatibel. Die beiden Tensorfelder Fet und Fp in der Zerlegung (2.13)

sind durch das System der konstitutiven Gleichungen nur bis auf eine Starrk�orperrotation

eindeutig bestimmt, da sie durch einen beliebigen eigentlich orthogonalen Tensor Q erg�anzt

werden k�onnen, d.h.

F = FetQ
T QFp : (2.14)

In diesem Zusammenhang erscheint es naheliegend Invarianz der Materialgleichungen ge-

gen�uber beliebigen Drehungen der Zwischenkon�guration zu fordern, wie dies Green &

Naghdi [34] getan haben.

Einsetzen der Beziehung (2.13) in Gleichung (2.5) bzw. (2.6) liefert die Abbildungsvorschriften

dx = Fet dx̂ ; dx̂ = Fp dX (2.15)

bzw.

� = FT�1
et �̂ ; �̂ = FT�1

p � ; (2.16)

wobei dx̂ bzw. �̂ Vektorfelder in der Zwischenkon�guration darstellen. Entsprechend den

kinematischen Zusammenh�angen (2.9),(2.11) werden bzgl. R̂t die folgenden Beziehungen ein-

gef�uhrt:

L̂p = _Fp F
�1
p ; (2.17)

D̂p =
1

2

�
L̂p + L̂T

p

�
: (2.18)

1Eine andere Au�assung vertrittGelin [33], der eine multiplikative Zerlegung der Deformation in elastische,

gesch�adigte und inelastische Anteile vorschl�agt.

7



2.3 Konzept der dualen Variablen

Die Theorie �niter Deformationen bietet eine Vielzahl von M�oglichkeiten, Spannungs- und Ver-

zerrungstensoren zu de�nieren. Hierbei stellt sich die Frage, welcher Spannungstensor welchem

Verzerrungstensor sinnvollerweise zuzuordnen ist und wie die entsprechenden Zeitableitungen

gew�ahlt werden sollten. Eine Antwort liefert das von Haupt & Tsakmakis [38] entwickelte

Konzept der dualen Variablen (s. auch Tsakmakis [95, 97]). Ausgehend von skalaren Gr�o�en,

die als forminvariant bzgl. der gew�ahlten Kon�guration de�niert werden, erh�alt man zugeord-

nete Spannungs- und Verzerrungstensoren, sowie geeignete Zeitableitungen.

Die betrachteten skalarwertigen Gr�o�en sind die Di�erenzen

� =
1

2
(dx � dx � dX � dX) ; � =

1

2
(� � � � � ��) (2.19)

und die Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Referenzkon�guration

W = S �D ; (2.20)

wobei S=(detF)T dem gewichteten Cauchy'schen Spannungstensor und T dem Cauchy'schen

Spannungstensor entspricht.

Die Forderung nach Forminvarianz der Gr�o�en �, � und der materiellen Zeitableitungen _�,
_�, ��, ��, ... f�uhrt zu unterschiedlichen Verzerrungstensoren und zugeordneten Zeitableitungen.

In diesem Zusammenhang wird zwischen zwei Familien unterschieden. Die Menge aller Ver-

zerrungstensoren basierend auf � wird Familie 1 zugeordnet, die auf Basis von � de�nierten

Tensoren Familie 2. Die Gleichungen (2:15)2 und (2:16)2 legen zus�atzlich eine additive Zerle-

gung der beiden Gr�o�en �; � in einen thermoelastischen und einen inelastischen Anteil gem�a�

� = �et + �p ; �et =
1

2
(dx � dx � dx̂ � dx̂) ; �p =

1

2
(dx̂ � dx̂ � dX � dX) (2.21)

bzw.

� = �et + �p ; �et =
1

2

�
� � � � �̂ � �̂

�
; �p =

1

2

�
�̂ � �̂ � � ��

�
(2.22)

nahe. Die Gew�ahrleistung der Forminvarianz der Gr�o�en �et;�p; �et; �p und derer materi-

eller Zeitableitungen impliziert eine additive Aufspaltung der Verzerrungstensoren und der

zugeh�origen Geschwindigkeiten. Mit Hilfe der Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Re-

ferenzkon�guration W l�a�t sich jedem so de�nierten Verzerrungstensor ein sogenannter dualer

Spannungstensor zuweisen. Setzt man ferner die Invarianz der skalaren Gr�o�en _W , �W , ...

voraus, so erh�alt man die zugeordneten Spannungsgeschwindigkeiten.
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F�ur Familie 1 ergeben sich somit die Beziehungen

� = dX �EdX = dx̂ � �̂ dx̂ = dx �Adx ; (2.23)

�et = dX �Eet dX = dx̂ � �̂et dx̂ = dx �Aet dx ; (2.24)

�p = dX �Ep dX = dx̂ � �̂p dx̂ = dx �Ap dx ; (2.25)

mit

Eet =
1

2

�
FTF � FT

pFp

�
; Ep =

1

2

�
FT
pFp � 1

�
; E = Eet + Ep ; (2.26)

�̂et = FT�1
p EetF

�1
p ; �̂p = FT�1

p EpF
�1
p ; �̂ = �̂et + �̂p ; (2.27)

Aet = FT�1
et �̂et F

�1
et ; Ap = FT�1

et �̂pF
�1
et ; A = Aet + Ap ; (2.28)

wobei E dem Green'schen Verzerrungstensor bzgl. RR, �̂ einem Verzerrungstensor bzgl. R̂t

und A dem Almansi'schen Verzerrungstensor bzgl. Rt entspricht.

Weiterhin gilt

_� = dX � _EdX = dx̂�
M

�̂ dx̂ = dx� MA dx ; (2.29)

_�et = dX � _Eet dX = dx̂�
M

�̂et dx̂ = dx � MAet dx ; (2.30)

_�p = dX � _Ep dX = dx̂�
M

�̂p dx̂ = dx � MAp dx ; (2.31)

d.h. die zugeordneten Verzerrungsgeschwindigkeiten sind zum einen die materielle Zeitab-

leitung bzgl. RR zum anderen die unteren Oldroyd Ableitungen

( )
M

= ( )
�

+ L̂T
p ( ) + ( ) L̂p : bzgl: R̂t ; (2.32)

( )
M

= ( )
�

+ LT ( ) + ( )L : bzgl:Rt : (2.33)

Ferner kann gezeigt werden, da� die Beziehungen

M

A= _A + LT A + AL = D (2.34)

bzw.

M

�̂p=
_̂
�p + L̂T

p �̂p + �̂p L̂p = D̂p (2.35)

gelten.
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Die entspechenden dualen Spannungstensoren sind bzgl. Rt der gewichtete Cauchy'sche

Spannungstensor S, bzgl. RR der zweite Piola-Kirchho� Spannungstensor ~T mit

~T = F�1 SFT�1 (2.36)

und bzgl. R̂t ein Spannungstensor T̂, der einem zweiten Piola-Kirchho� Spannungstensor in

der Zwischenkon�guration

T̂ = F�1
et SF

T�1
et (2.37)

entspricht. Insgesamt gilt somit

W = S �D = T̂�
M

�̂= ~T � _E : (2.38)

Aus der Forminvarianz der Gr�o�en _W , �W , ... lassen sich als zugeh�orige Spannungsgeschwindig-

keiten die materielle Zeitableitung bzgl. RR und die oberen Oldroyd Ableitungen

( )
O

= ( )
� � L̂p ( ) � ( ) L̂T

p : bzgl: R̂t ; (2.39)

( )
O

= ( )
� � L ( ) � ( )LT : bzgl:Rt (2.40)

ableiten.

Analoge Vorgehensweise liefert f�ur Familie 2

� = � � "� = �̂ � ̂ �̂ = � ��� ; (2.41)

�et = � � "et� = �̂ � ̂et �̂ = � ��et � ; (2.42)

�p = � � "p� = �̂ � ̂p �̂ = � ��p� ; (2.43)

mit

"et =
1

2

�
F�1FT�1� F�1

p FT�1
p

�
; "p =

1

2

�
F�1
p FT�1

p � 1
�
; " = "et + "p ; (2.44)

̂et = Fp "etF
T
p ; ̂p = Fp "pF

T
p ; ̂ = ̂et + ̂p ; (2.45)

�et = Fet ̂etF
T
et ; �p = Fet ̂pF

T
et ; � = �et + �p : (2.46)

Hier ist " der Piola'sche Verzerrungstensor bzgl. RR, ̂ ein Verzerrungstensor bzgl. R̂t und �

der Finger'sche Verzerrungstensor bzgl. Rt. Ausgehend von den Beziehungen (2.41) { (2.43)

folgt

_� = � � _"� = �̂�
M

̂ �̂ = �� M� � ; (2.47)

_�et = � � _"et� = �̂�
M

̂et �̂ = �� M�et � ; (2.48)

_�p = � � _"p� = �̂�
M

̂p �̂ = �� M�p � ; (2.49)
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wobei im Gegensatz zu Familie 1 die entsprechenden Verzerrungsgeschwindigkeiten bzgl. R̂t

und Rt durch die oberen Oldroyd Ableitungen

( )
O

= ( )
� � L̂p ( ) � ( ) L̂T

p : bzgl: R̂t ; (2.50)

( )
O

= ( )
� � L ( ) � ( )LT : bzgl:Rt : (2.51)

gegeben sind.

In Analogie zu (2.34) bzw. (2.35) lassen sich folgende Zusammenh�ange ableiten:

M

� = _� � L� � �LT = �D ; (2.52)

M

̂p = _̂p � L̂p ̂p � ̂p L̂
T
p = � D̂p : (2.53)

Die den Verzerrungstensoren �, ̂ und " �uber die Spannungsleistung zugeordneten dualen

Spannungstensoren sind &, �̂ und ~� , wobei

& = �S ; (2.54)

�̂ = FT
et & Fet ; (2.55)

~� = FT & F : (2.56)

Als Spannungsgeschwindigkeiten ergeben sich die materielle Zeitableitung bzgl. RR sowie die

unteren Oldroyd Ableitungen

( )
M

= ( )
�

+ L̂T
p ( ) + ( ) L̂p : bzgl: R̂t ; (2.57)

( )
M

= ( )
�

+ LT ( ) + ( )L : bzgl:Rt : (2.58)

Die Tabellen (A.1) { (A.6) im Anhang fassen die wichtigsten Beziehungen zwischen den unter-

schiedlichen Verzerrungs- bzw. Spannungstensoren und deren Geschwindigkeiten zusammen.

2.4 Bilanzgleichungen der Thermodynamik

Die Untersuchung gekoppelter thermomechanischer Probleme setzt eine Bilanzgleichung f�ur

die Energie und die Entropie voraus.
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2.4.1 Energieerhaltung { Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fordert, da� die zeitliche �Anderung der Gesamtenergie

eines materiellen K�orpers, bestehend aus innerer Energie und kinetischer Energie, gleich der

Leistung der �au�eren Kr�afte und der pro Zeiteinheit zugef�uhrten W�arme ist. In lokaler Form

lautet dieses Postulat

_e =
1

�R
S � D � 1

�
div q + rw ; (2.59)

wobei e der spezi�schen inneren Energie, q dem W�armeu�vektor, rw der W�armezufuhr pro

Zeit- und Masseneinheit der Referenzkon�guration und �R bzw. � der Massendichte in der

Referenz- bzw. Momentankon�guration entspricht2.

2.4.2 Entropiebilanz { Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Die vorliegende Arbeit strebt eine thermodynamisch konsistente Formulierung der Material-

gleichungen an, d.h. die Gleichungen m�ussen dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik stets

gen�uge leisten. Anhand dieser Forderung lassen sich Restriktionen an die Materialmodelle ab-

leiten. Tsakmakis [96] hat f�ur einen speziellen Ansatz der kinematischen Verfestigung ge-

zeigt, da� die thermodynamische Konsistenz der Materialgleichungen keineswegs eine Selbst-

verst�andlichkeit darstellt.

Ausgehend von der Entropiebilanz in lokaler Form

_�� =
rw
�
� 1

�
div

q

�
+ � ; (2.60)

worin �� die spezi�sche Entropie und � die absolute Temperatur darstellt, erh�alt man mit der

De�nition der spezi�schen freien Energie 	

	 = e � � �� (2.61)

und dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik (2.59) f�ur die spezi�sche Rate � der Entropie-

produktion

� � = � _	 � _� �� +
1

�R
S �D � q

� �
� g (2.62)

mit g = grad �. Das Postulat der positiven Entropieproduktion fordert nun, da� jeder zul�assige

thermomechanische Proze� die Ungleichung

� � 0 (2.63)

2Zur Herleitung von (2.59) siehe z.B. Haupt [37].
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zu jedem Zeitpunkt t und an jedem materiellen Punkt X erf�ullt. Somit lautet der zweite

Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung3

� _	 � _� �� +
1

�R
S �D � q

� �
� g � 0 : (2.64)

Im Falle kleiner Verzerrungen geht die Clausius-Duhem-Ungleichung �uber in

� _	 � _� �� +
1

�
T � _~E � q

� �
� g � 0 ; (2.65)

wobei ~E dem linearisierten Green'schen Verzerrungstensor entspricht.

3Eine ausf�uhrliche und verst�andliche Darstellung �ndet man beispielsweise in den Arbeiten von Coleman

& Gurtin [24], Lemaitre & Chaboche ([62],S.55f), Haupt [37] und Kamlah [48].
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3 Plastizit�atsmodelle mit Sch�adigung

In diesem Kapitel werden drei thermodynamisch konsistente Plastizit�atsmodelle mit isotroper

Sch�adigung vorgestellt, die nichtlineare isotrope und nichtlineare kinematische Verfestigung

aufweisen. Die zun�achst rein mechanisch formulierten Materialmodelle sind als isotherme Son-

derf�alle von Materialgleichungen der Thermoplastizit�at aufzufassen1. Die �ubliche Vorgehens-

weise im Rahmen der Kontinuums-Sch�adigungsmechanik basiert auf der irreversiblen Thermo-

dynamik mit inneren Zustandsvariablen, d.h. die konstitutiven Gleichungen werden so formu-

liert, da� der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung

f�ur alle zul�assigen Prozesse stets erf�ullt ist.

Insbesondere f�ur die Theorie kleiner Deformationen �ndet man in der Literatur eine Vielzahl

von Vorschl�agen, wie isotrope Sch�adigung in den konstitutiven Gleichungen ber�ucksichtigt

werden sollte (siehe hierzu beispielsweise Lemaitre [56], [57], [58], [63], Chaboche [11], [12],

[13],Marquis [70], Benallal [5]). Stellvertretend hierf�ur werden ein Modell von Lemaitre

[61, S.50 �] sowie ein Modell von Benallal et al. [4] vorgestellt und mit einem neuen

Sch�adigungsmodell, dem sogenannten Modell B, verglichen.

Bekannterweise ist die Verallgemeinerung der konstitutiven Gleichungen von kleinen auf gro�e

Deformationen nicht eindeutig, sondern h�angt entscheidend von der Wahl der Verzerrungs- und

Spannungstensoren sowie den zugeh�origen Zeitableitungen ab. Die vorliegende Arbeit orien-

tiert sich deshalb am Konzept der dualen Variablen und Ableitungen [38, 95]. Die konstitutiven

Gleichungen sind in einen speziellen thermodynamischen Rahmen eingebettet, der erstmals

von Tsakmakis in [97] vorgeschlagen wurde. Im Hinblick auf einen e�ektiven Integrations-

algorithmus werden abschlie�end gewisse Vereinfachungen der konstitutiven Beziehungen ein-

gef�uhrt und deren Vertr�aglichkeit mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik untersucht.

1Es gelten in diesem Zusammenhang die in Kapitel 2 angef�uhrten Beziehungen, allerdings unter der Vor-

aussetzung Fet=Fe.
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3.1 Thermodynamische Betrachtungen bei kleinen De-

formationen

Unter der Annahme, da� der linearisierte Green'sche Verzerrungstensor ~E additiv in einen

elastischen und einen plastischen Anteil

~E = ~Ee + ~Ep (3.1)

zerlegt werden kann, l�a�t sich die spezi�sche freie Energie 	 als Funktion

	(t) = �	
�
~Ee;Y; r; d

�
(3.2)

darstellen. Die tensorielle Gr�o�e Y und die skalarwertigen Gr�o�en r und d entsprechen inneren

Variablen vom Dehnungstyp, wobei d die in Kapitel 2.1 de�nierte Sch�adigungsvariable ist.

Einsetzen der materiellen Zeitableitung der spezi�schen freien Energiefunktion in die Clausius-

Duhem-Ungleichung (2.65) liefert unter Ber�ucksichtigung der Zerlegung der Deformation f�ur

isotherme Prozesse mit homogener Temperaturverteilung

 
T � �

@ �	

@ ~Ee

!
_~Ee + T � _~Ep � �

@ �	

@Y
� _Y � �

@ �	

@r
_r � �

@ �	

@d
_d � 0 : (3.3)

Ferner wird angenommen, da� die Spannung lediglich von den Zustandsvariablen, nicht aber

von deren Geschwindigkeiten abh�angt. Damit Ungleichung (3.3) f�ur alle zul�assigen thermo-

mechanischen Prozesse stets erf�ullt ist, insbesondere auch f�ur rein elastische Zustands�ande-

rungen mit _~Ep= _Y=0, _r= _d=0, mu� f�ur die Spannung die Potentialbeziehung

T = �
@ �	

@ ~Ee

(3.4)

gelten. Diese Schlu�folgerung ist im Falle der Viskoplastizit�at mit Sicherheit richtig (siehe

hierzu Coleman & Gurtin [24]), da dort die rechte Seite der Evolutionsgleichungen nur

von momentanen Werten, nicht aber von Geschwindigkeiten abh�angt. Bei Plastizit�at ist dies

nicht der Fall, da die Evolutionsgleichungen homogen vom Grade 1 in der Zeit sind. Dies

hat zur Folge, da� die Potentialeigenschaft (3.4) nicht notwendigerweise aus der Clausius-

Duhem-Ungleichung gefolgert werden kann2. Dennoch geht man in der Regel davon aus, da�

die Beziehung (3.4) auch bei Plastizit�at gelten m�oge.

2siehe z.B. Kamlah [48, S.91 f].
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De�niert man in Analogie zu (3.4) die Potentialbeziehungen

� := �
@ �	

@Y
; (3.5)

k := �
@ �	

@r
; (3.6)


 := �
@ �	

@d
; (3.7)

so bleibt von der Clausius-Duhem-Ungleichung nur die sogenannte Dissipationsungleichung

T � _~Ep � k _r � � � _Y � 
 _d � 0 (3.8)

als Restriktion an die konstitutiven Gleichungen �ubrig. Die Gr�o�en �, k und 
 sind die zu Y, r

und d thermodynamisch konjugierten Variablen vom Spannungstyp, wobei � die kinematische

Verfestigung und k die isotrope Verfestigung beschreibt. Division der Ungleichung (3.8) durch

der Faktor (1�d) liefert

T

1�d
� _~Ep � k

1�d
_r � �

1�d
� _Y � 


1�d
_d � 0 : (3.9)

Wie in der Literatur allgemein �ublich (siehe z.B. [65]), wird die spezi�sche freie Energiefunktion

additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil zerlegt

	(t) = 	e(t) + 	p(t) : (3.10)

Der plastische Anteil wiederum kann als Summe zweier Terme

	p(t) = 	iso
p (t) + 	kin

p (t) (3.11)

dargestellt werden, die die Beitr�age der isotropen und der kinematischen Verfestigung kenn-

zeichnen. Somit k�onnen beide Verfestigungsans�atze unabh�angig voneinander mit der Dissipa-

tionsungleichung in Einklang gebracht werden.

3.1.1 Modell von Lemaitre

Entsprechend den Ausf�uhrungen in [61, S.50 �] wird eine v.Mises Flie�funktion der Form

F = �F (T; �; k; d) =

vuut3

2

 
T

1�d
� �

!D

�
 

T

1�d
� �

!D

� k (3.12)
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zugrunde gelegt. Als Evolutionsgleichung f�ur ~Ep (Flie�regel) wird eine assoziierte Normalen-

regel

_~Ep = �
@F

@T
(3.13)

angenommen. Diese Gleichung kann auch als Folgerung aus dem Prinzip der maximalen

Dissipationsleistung erhalten werden3. Eine weitere Folgerung aus diesem Prinzip ist die Kon-

vexit�at der Flie��ache. Im Falle der Flie�funktion (3.12) stellt F=0 eine v.Mises Flie��ache

mit kinematischer und isotroper Verfestigung dar, die zus�atzlich Sch�adigungsein�u�e ber�uck-

sichtigt. F�ur festgehaltene �; k und d beschreibt F = 0 eine konvexe Fl�ache im Raum der

Spannungen T. F�ur den Proportionalit�atsfaktor � gilt

�

8<
: > 0 f�ur Belastung

= 0 sonst ;
(3.14)

wobei plastische Belastung im Falle F=0 & _F
���
~Ep=konst:

� 0 vorliegt.

Bildet man die Normale an die Flie��ache und setzt diese in (3.13) ein, so erh�alt man

_~Ep =

s
3

2

�

1�d
N ; N =

 
T

1�d
� �

!D


 

T

1�d
��

!D

: (3.15)

Unter Ber�ucksichtigung dieser Beziehung gilt f�ur die Rate der plastischen Bogenl�ange

_s :=

s
2

3
_~Ep � _~Ep =

�

1�d
: (3.16)

Bei plastischer Beanspruchung wird � bzw. _s aus der sogenannten Konsistenzbedingung _F=0

ermittelt.

Wie bereits erw�ahnt, lassen sich die Evolutionsgleichungen f�ur k und � bei entsprechender Wahl

des plastischen Anteils der spezi�schen freien Energiefunktion als hinreichende Bedingungen

zur Erf�ullung der Dissipationsungleichung (3.9) herleiten. Hierzu wird diese wie folgt erweitert:

 
T

1�d
� �

!
� _~Ep � k

1�d
_r + � �

 
_~Ep �

_Y

1�d

!
� 


1�d
_d � 0 : (3.17)

| {z }
( A )

| {z }
( B )

| {z }
( C )

Diese Ungleichung ist in hinreichender Weise befriedigt, wenn jeder der drei Terme f�ur sich

betrachtet gr�o�er oder gleich Null ist.

3F�ur Sto�gesetze ohne Sch�adigung siehe Tsakmakis [96] und die darin zitierte Literatur.
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(A) Isotrope Verfestigung

F�ur den Anteil 	iso
p der spezi�schen freien Energiefunktion wird der Ansatz

	iso
p (t) = �	iso

p (r) =
1

2 �
 r2 +

1

�
h r (3.18)

gew�ahlt, wobei , h nichtnegative Materialkonstanten mit h�k(0) := kjs=0 sind. Im Gegensatz

zu Chaboche [14] beinhaltet 	iso
p zus�atzlich einen linearen Term. Ein solcher Ansatz soll

bewirken, da� die im Material gespeicherte Energie besser beschrieben werden kann4.

Mit Hilfe der Potentialbeziehung (3.6) �ndet man somit f�ur die isotrope Verfestigung

k = �
@ �	iso

p

@r
=  r + h : (3.19)

Einsetzen der Beziehungen (3.15) und (3.16) in Ungleichung (A) liefert unter Ber�ucksichtigung

von (3.12) sowie der Flie�bedingung F=0

_s � _r

1�d
� 0 : (3.20)

W�ahlt man in Anlehnung an Chaboche [14]

_r = (1�d)�

 
1 � �


(k�h)

!
_s (3.21)

mit ��0, 0���1, so ergibt sich aus (3.20)

(1��) + �
�


(k�h) � 0 : (3.22)

Es ist sofort ersichtlich, da� diese Ungleichung mit den oben gemachten Einschr�ankungen an

die Materialparameter �, �  und h stets erf�ullt ist. Bildet man die Zeitableitung der Gleichung

(3.19) und setzt (3.21) ein, so erh�alt man schlie�lich als Evolutionsgleichung f�ur die isotrope

Verfestigung

_k = (1�d)� (�� (k�h)) _s : (3.23)

4siehe hierzu auch die Ausf�uhrungen in [15]. Es sei an dieser Stelle erw�ahnt, da� die exakte Form von

	iso
p Gegenstand laufender Untersuchungen ist, so da� die Ausf�uhrungen hier rein exemplarischen Charakter

besitzen.
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(B) Kinematische Verfestigung

F�ur den Anteil 	kin
p der spezi�schen freien Energiefunktion wird �ublicherweise eine quadratische

Form

	kin
p (t) = �	kin

p (Y) =
c

2 �
Y �Y (3.24)

mit c > 0 gew�ahlt. Somit ergibt sich aus der Potentialbeziehung (3.5) folgender linearer Zu-

sammenhang zwischen den beiden thermodynamisch konjugierten Variablen Y und �:

� = �
@ �	kin

p

@Y
= cY : (3.25)

Einsetzen der Zeitableitung von (3.25) in (3.17) liefert f�ur Ungleichung (B)

� �
 
_~Ep � 1

c (1�d)
_�

!
� 0 : (3.26)

Eine hinreichende Bedingung zur Erf�ullung dieser Ungleichung ist, da� der Ausdruck in der

Klammer nichtnegativ proportional zu � vorgegeben wird:

_~Ep � 1

c (1�d)
_� = �p � : (3.27)

Dies macht deutlich, da� allein durch die Wahl des Proportionalit�atsfaktors �p eine Vielzahl

von M�oglichkeiten existiert, thermodynamisch konsistente Evolutionsgleichungen f�ur die kine-

matische Verfestigungsvariable � zu formulieren. W�ahlt man speziell

�p =
b

c
_s (3.28)

mit b�0, so ist die kinematische Verfestigung durch eine Evolutionsgleichung vom Armstrong-

Frederick-Typ

_� = (1�d)
�
c _~Ep � b _s�

�
(3.29)

gegeben.
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(C) Sch�adigung

Im folgenden wird das Konzept der e�ektiven Spannung zusammen mit dem Prinzip der

Dehnungs�aquivalenz vorausgesetzt. Dies besagt, da� in den Materialgleichungen die Spannung

T durch eine sogenannte e�ektive Spannung T=(1�d) ersetzt wird (siehe hierzu [61, S.12 f]).

Infolgedessen wird der elastische Anteil der spezi�schen freien Energiefunktion durch

	e(t) = �	e (~Ee; d) =
1

2 �
(1�d)C [ ~Ee] � ~Ee (3.30)

vorgegeben, wobei C dem Elastizit�atstensor vierter Stufe

C = 2�E + � (1
 1) = CT (3.31)

mit den Lam�e'schen Konstanten � und � entspricht. Aus den Potentialeigenschaften (3.4) und

(3.7) folgen die Beziehungen

T = �
@ �	e

@ ~Ee

= (1�d)C [ ~Ee] ; (3.32)


 = �
@ �	e

@d
= �1

2
C [ ~Ee] � ~Ee =: 
e : (3.33)

Einsetzen der Elastizit�atsbeziehung (3.32) in (3.33) und Aufspalten in deviatorischen und

kugelsymmetrischen Anteil liefert


e = � 1

2 (1�d)

�
TD � ~ED

e +
1

3
(SpT)

�
Sp ~Ee

��
: (3.34)

Ersetzt man anschlie�end den Deviator bzw. die Spur von ~Ee mit Hilfe der Spannungsbezie-

hung (3.32), so kann 
e auch in der Form


e = � 1

(1�d)2

(
1

4�
TD �TD +

1

6 (2�+3�)
(SpT)2

)
(3.35)

dargestellt werden5. Aus dieser Darstellung geht hervor, da� die zur Sch�adigungsvariable d

thermodynamisch konjugierte Gr�o�e 
 stets kleiner oder gleich Null ist. Dies wiederum hat

zur Folge, da� der dritte Term in der Dissipationsungleichung (3.17) unter der Voraussetzung
_d�0 niemals negativ werden kann.

5Die Gr�o�e �
e wird in der Literatur h�au�g auch als elastische Energiefreisetzungsrate bezeichnet (siehe

hierzu [62, S.381 f]).
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3.1.2 Modell von Benallal et al.

Das von Benallal et al. in [4] vorgestellte Modell unterscheidet sich vom Lemaitre-

Modell in der De�nition der Flie�funktion und der Evolutionsgleichung f�ur die kinematische

Verfestigung. Ausgehend von einer Flie�funktion der Form

F = �F (T; �; k; d) =

vuut3

2

 
T��
1�d

!D

�
 
T��
1�d

!D

� k ; (3.36)

erh�alt man analog zu (3.13) als Evolutionsgleichung f�ur ~Ep

_~Ep = �
@F

@T
=

s
3

2

�

1�d
N ; N =

(T��)D(T��)D : (3.37)

Die Dissipationsungleichung (3.9) wird hier wie folgt erg�anzt:

 
T� �

1�d

!
� _~Ep � k

1�d
_r + � �

0
@ _~Ep

1�d
�

_Y

1�d

1
A � 


1�d
_d � 0 : (3.38)

| {z }
( A )

| {z }
( B )

| {z }
( C )

Analog zu Kapitel 3.1.1 kann gezeigt werden, da� unter Annahme der Beziehung (3.21) Term

(A) stets gr�o�er oder gleich Null ist. Ist 	iso
p durch (3.18) gegeben, so beh�alt die Evolutions-

gleichung f�ur k die Struktur (3.23) bei. Gelten zudem die Beziehungen (3.30) und somit (3.32)

bzw. (3.33), so ist unter der Voraussetzung _d�0 auch Term (C) stets gr�o�er oder gleich Null.

Damit Ungleichung (3.38) in hinreichender Weise erf�ullt ist, verbleibt zu zeigen, da� auch

Term (B) nichtnegativ ist.

(B) Kinematische Verfestigung

Ausgehend von (3.24) und (3.25) erh�alt man f�ur Term (B)

� �
0
@ _~Ep

1�d
�

_�

c (1�d)

1
A � 0 : (3.39)

Diese Ungleichung ist in hinreichender Weise erf�ullt, wenn

_~Ep

1�d
�

_�

c (1�d)
= �p � (3.40)

gilt, wobei der nichtnegative Proportionalit�atsfaktor �p wie in Kapitel 3.1.1 durch Gleichung

(3.28) festgelegt ist. Infolgedessen nimmt der Verfestigungsansatz f�ur � die Form

_� = c _~Ep � (1�d) b _s � (3.41)

an.
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3.1.3 Modell B

Dieses Modell zeichnet sich unter anderem dadurch aus, da� alle Spannungen durch e�ektive

Spannungen ersetzt werden. Somit lautet die Flie�funktion:

F = �F (T; �; k; d) =

vuut3

2

 
T��
1�d

!D

�
 
T��
1�d

!D

� k

1�d
: (3.42)

Die Rate der plastischen Verzerrung _~Ep ist durch eine Normalenregel (3.37) festgelegt, und

die Dissipationsungleichung wird in der Form (3.38) dargestellt. Eine weitere charakteristische

Eigenschaft dieses Modells ist, da� die gesamte freie Energiefunktion und nicht nur deren

elastischer Anteil linear von (1�d) abh�angt6. F�ur die Evolutionsgleichungen der isotropen und
der kinematischen Verfestigung hat dies folgende Konsequenzen:

(A) Isotrope Verfestigung

De�niert man

	iso
p (t) = �	iso

p (r; d) = (1�d)

 
1

2 �
 r2 +

1

�
h r

!
; (3.43)

so f�uhrt die Potentialeigenschaft (3.6) zu der Beziehung

k = �
@ �	iso

p

@r
= (1�d) ( r + h) : (3.44)

Hierin sind , h nichtnegative Materialkonstanten mit h�k0= kjs=0. W�ahlt man speziell

_r = �

 
1 � �



 
k

1�d
� h

!!
_s (3.45)

mit � � 0 und 0� �� 1, so kann man sich vergegenw�artigen, da� Term (A) in (3.38) stets

gr�o�er oder gleich Null ist. Der Verfestigungsansatz

 
k

1�d

!�
= �

 
��

 
k

1�d
�h

!!
_s (3.46)

wird gewonnen, indem Beziehung (3.44) zeitlich di�erenziert und _r durch (3.45) ersetzt wird.

6Diese Au�assung vertritt auch Ju [46]. Seiner Meinung nach ist eine freie Energiefunktion, so wie sie

Lemaitre de�niert physikalisch ungeeignet, da dort die Sch�adigung einzig und allein mit den elastischen Zu-

standsvariablen verkn�upft wird.
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(B) Kinematische Verfestigung

Ausgehend von der Darstellung

	kin
p (t) = �	kin

p (Y; d) = (1�d)
c

2 �
Y �Y (3.47)

folgt aus (3.5)

� = �
@ �	kin

p

@Y
= (1�d) cY ; (3.48)

wobei c>0 gilt. Unter Ber�ucksichtigung dieser Beziehung ergibt sich f�ur Ungleichung (B) 
�

1�d

!
�
0
@ _~Ep � 1

c

 
�

1�d

!�1A � 0 : (3.49)

Setzt man

_~Ep � 1

c

 
�

1�d

!�
= �p

 
�

1�d

!
(3.50)

mit dem nichtnegativen Proportionalit�atsfaktor �p (3.28), so ist (3.49) stets erf�ullt und die

Evolutionsgleichung f�ur die kinematische Verfestigung ist durch 
�

1�d

!�
= c _~Ep � b _s

 
�

1�d

!
(3.51)

gegeben.

(C) Sch�adigung

Da der elastische Anteil der spezi�schen freien Energiefunktion auch hier durch einen Ansatz

der Form (3.30) beschrieben wird, bleibt die Elastizit�atsbeziehung (3.32) unver�andert. Auf-

grund der Beziehungen (3.7), (3.30), (3.43) und (3.47) kann die zur Sch�adigungsvariable d

thermodynamisch konjugierte Gr�o�e 
 als Summe dreier Terme


 = 
e + 
iso
p + 
kin

p (3.52)

mit


e = �
@ �	e

@d
= �1

2
C [ ~Ee] � ~Ee ; (3.53)


iso
p = �

@ �	iso
p

@d
= �

�
1

2
 r2 + h r

�
; (3.54)


kin
p = �

@ �	kin
p

@d
= � c

2
Y �Y (3.55)

dargestellt werden. Es ist sofort ersichtlich, da� die Gr�o�e 
 stets kleiner oder gleich Null ist

und somit Ungleichung (C) unter der Voraussetzung _d�0 erf�ullt ist.
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3.1.4 Modellierung der Sch�adigungsentwicklung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die zeitliche Entwicklung der Sch�adigung durch eine kon-

stitutive Gleichung der Form

_d = a0 _s + (a1 + a2 d)
(�
e)

n

(1�d)q
_s (3.56)

mit den nichtnegativen Materialkonstanten a0; a1; a2; n; q beschrieben. Die Gr�o�e 
e ist durch

Gleichung (3.35) bestimmt. Es handelt sich hierbei um eine verallgemeinerte Darstellung einer

erstmals von Dhar et al. [28] formulierten Evolutionsgleichung zur Beschreibung duktiler

Sch�adigung.

Aus metallographischen Untersuchungen ist bekannt, da� duktile Sch�adigung im wesentlichen

das Ergebnis dreier aufeinanderfolgender Prozesse ist, n�amlich Porenbildung, Porenwachstum

und deren Zusammenlagerung. Die Zunahme der Sch�adigung infolge von Porenbildung wird

durch den ersten Term in (3.56) zum Ausdruck gebracht7. Die beiden verbleibenden Terme,

die von der elastischen Energiefreisetzungsrate �
e abh�angen, beschreiben die Entwicklung

der Sch�adigung infolge von Porenwachstum8.

Obige Evolutionsgleichung f�ur d beinhaltet folgende Sonderf�alle:

� n=1; q=0 : Dhar et al.

� n=1; q=0; a0=0; a1=0 : Tai & Yang

� a0=0; a2=0 : Lemaitre .

Es ist ersichtlich, da� die von Lemaitre [59, 60] und Tai & Yang [92] vorgeschlagenen

Entwicklungsgleichungen f�ur die Sch�adigung lediglich Porenwachstum ber�ucksichtigen. Die

Sch�adigungsentwicklung in den Arbeiten [61] und [4] zeichnet sich durch eine besonders ein-

fache Struktur aus. Hierin wird a0 = a2 = q = 0 bzw. in ([61], S.98) zus�atzlich noch n = 1

gesetzt.

In Abbildung 3.1 wird der Einu� der Materialkonstanten a0; a1; a2; q; n auf das Verfesti-

gungsverhalten und den Sch�adigungsverlauf am Beispiel eines einachsigen Zugversuchs anhand

7Diese Erkenntnis basiert auf experimentellen Befunden von Le Roy et al. [67]. Diese haben Keimbildung

und Wachstum von Hohlr�aumen unter Zugbelastung an weichgegl�uhten Kohlensto�st�ahlen untersucht und

festgestellt, da� die Anzahl an neugebildeten Poren zun�achst nahezu linear mit der Verzerrung anw�achst und

erst ab einem kritischen Schwellwert rapide ansteigt.
8Bereits Ende der 60iger Jahre untersuchten McClintock [71], Rice & Tracey [79] einen zylindri-

schen bzw. kugelf�ormigen Hohlraum in einem starr plastischen Material und stellten einen exponentiellen

Zusammenhang zwischen Porenwachstum und dem sogenannten Triaxialit�atsverh�altnis, dem Verh�altnis von

hydrostatischer Spannung zu v.Mises Vergleichsspannung, fest.
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von Modell B demonstriert. Hierzu wurde das System der konstitutiven Gleichungen einach-

sig formuliert und mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung integriert.

Gleichung (3.56) macht deutlich, da� mit zunehmendem a0; a1; a2; q die Sch�adigung st�arker

anw�achst. Dies f�uhrt zu einer Verschiebung des Sch�adigungsverlaufs hin zu kleineren Dehnun-

gen und somit zu einer fr�uheren Entfestigung (siehe Abb. 3.1 a { d). Insbesondere der neu ein-

gef�uhrte Materialparameter q erm�oglicht einen Steilabfall im Spannungs-Dehnungs-Verhalten

zu simulieren. Der Einu� der Materialkonstante n auf den Sch�adigungsverlauf h�angt von der

elastischen Energiefreisetzungsrate ab. Da bei dem zugrunde gelegten Materialparametersatz

�
e<1 ist, w�achst die Sch�adigung mit zunehmendem n weniger stark an (siehe Abb. 3.1 e).

Bei anderer Wahl der Materialparameter w�are jedoch auch der umgekehrte Fall denkbar.
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Abb. 3.1: Einu� der Materialkonstanten a1; a2; a0; q; n auf Spannungs- und Sch�adi-

gungsverlauf bei einachsigem Zug (Modell B); E = 100 GPa, � = 1,

h = k0 = 150 MPa, � = 100,  = 8000 MPa, b = 100, c = 5000 MPa.
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3.1.5 Zusammenfassende Darstellung und Diskussion

Die zuvor anhand thermodynamischer Betrachtungen gewonnenen konstitutiven Gleichungen

sind zusammenfassend in Tabelle 3.1 dargestellt. Alle drei Modelle beruhen auf einer additi-

ven Zerlegung des Verzerrungstensors in einen elastischen und einen plastischen Anteil sowie

einem Elastizit�atsgesetz der Form (3.32). Sie lassen sich auf eine v.Mises Flie�funktion mit

kinematischer und isotroper Verfestigung sowie einem Ansatz der kinematischen Verfestigung

vom Armstrong-Frederick-Typ zur�uckzuf�uhren. Die Unterschiede zwischen den drei Modellen

bestehen in der De�nition der Flie�funktion, den Evolutionsgleichungen f�ur k und � sowie

der Wahl der spezi�schen freien Energiefunktion. Ohne Sch�adigung ergibt sich in allen drei

F�allen ein und dasselbe Plastizit�atsmodell, dessen Eigenschaften beispielsweise in [96, S.22 �]

beschrieben werden.

Die charakteristischen Unterschiede der drei Modelle werden, wie in Abbildung 3.2 dargestellt,

am Beispiel eines einachsigen Zugversuchs diskutiert. Die Gr�o�e �11 entspricht der Axialkom-

ponente des kinematischen Verfestigungstensors. Der Verlauf der Cauchy-Spannung � macht

deutlich, da� das Modell von Benallal et al. ein ungew�ohnliches Spannungs-Dehnungs-

Verhalten aufweist. Im Gegensatz zu den beiden anderen Modellen strebt die Spannung mit

zunehmender Sch�adigung nicht gegen Null, sondern gegen einen von Null verschiedenen Grenz-

wert. Somit ist bei diesem Modell der Zustand maximaler Sch�adigung (d! 1) durch belie-

big gro�e elastische Dehnungen gekennzeichnet (siehe hierzu Gleichung (3.32)). Bei Modell B

gehen mit zunehmender Sch�adigung neben der Cauchy-Spannung � auch die plastischen in-

neren Variablen � und k gegen Null. Dies ist bei den beiden anderen Modellen nicht der

Fall. Diese charakteristische Eigenschaft ist darauf zur�uckzuf�uhren, da� bei Modell B in den

Evolutionsgleichungen alle Spannungen, insbesondere auch die plastischen inneren Variablen

� und k, durch e�ektive Spannungen ersetzt wurden. F�ur den in Abbildung 3.2 angegebe-

nen Materialparametersatz zeigen sowohl das Modell von Lemaitre als auch Modell B mit

fortschreitender Dehnung eine nahezu lineare Entwicklung der Sch�adigung. Beim Modell von

Benallal et al. hingegen strebt die Sch�adigung mit zunehmender Dehnung asymptotisch

gegen eins.

Als weiteres Beispiel wurde ein gekerbter zylindrischer Stab unter monotoner Zugbelastung

betrachtet. Die numerische Simulation erfolgte mit Hilfe der Methode der �niten Elemente.

Hierzu wurden die in Tabelle 3.1 zusammengefa�ten Materialmodelle in das Finite Elemente

Programm ABAQUS implementiert9. Die Berechnungen wurden, wie in Abbildung 3.3 dar-

gestellt, f�ur einen zylindrischen Stab mit einem Kerbradius R=0:4 mm und einem Schlank-

heitsgrad l0 = (2 r0) = 4 durchgef�uhrt. Bei der Modellierung der Probe wurde die Axialsym-

metrie und die Symmetrie bzgl. der (r; '; 0)-Ebene ausgenutzt. Die Diskretisierung erfolgte

mit 111 8-knotigen, axialsymmetrischen Elementen mit reduzierter Integrationsordnung (2x2

9Die numerische Umsetzung wird anhand von Modell B ausf�uhrlich in Kapitel 5 erl�autert.
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Integration). Das FE-Netz einschlie�lich Randbedingungen, die Lastgeschichte (Vorgabe der

Verschiebung u an der Stirn�ache) sowie die zugrunde gelegten Materialparameter gehen eben-

falls aus Abbildung 3.3 hervor.

Abbildung 3.4 zeigt f�ur unterschiedliche Totaldehnungen e= 2 u = l0 den Verlauf der Sch�adi-

gung, der plastischen Bogenl�ange und der elastischen Energiefreisetzungsrate im engsten Quer-

schnitt. Die Ergebnisse sind jeweils an den Integrationspunkten dargestellt und �uber der un-

deformierten Struktur aufgetragen. Es ist ersichtlich, da� die maximale Sch�adigung und die

maximale plastische Bogenl�ange bei einer Dehnung von e0 = 0:2% im Kerbgrund auftritt.

Erst mit fortschreitender Totaldehnung kommt es zu einer Sch�adigungsumlagerung. Bei der

Dehnung e1 = 0:46% liegt die maximale Sch�adigung im Innern der Probe vor, die maximale

plastische Bogenl�ange hingegen verbleibt im Kerbgrund. Die elastische Energiefreisetzungsrate

weist einen �ahnlichen Verlauf auf wie die Sch�adigung10. Abbildung 3.4 macht ferner deutlich,

da� alle drei Modelle f�ur den in Abbildung 3.3 angef�uhrten Materialparametersatz qualitativ

dasselbe Verhalten zeigen. In allen drei F�allen geht die Makrori�bildung von der Probemitte

aus, da dort die Sch�adigung ein Maximum besitzt. In Abbildung 3.5 ist der Verlauf der Sch�adi-

gung und der v.Mises Norm des Spannungsdeviators

�v =

s
3

2
TD � TD (3.57)

�uber der Totaldehnung am Integrationspunkt A (gekennzeichnet in Abbildung 3.3) dargestellt.

Daraus geht hervor, da� bei allen drei Modellen die Sch�adigung exponentiell mit der Dehnung

ansteigt. Zunehmende Sch�adigung bewirkt einen Verlust der Tragf�ahigkeit und somit eine

Abnahme der Vergleichsspannung �v. Abschlie�end sei angemerkt, da� die hier pr�asentier-

ten Ergebnisse im Einklang mit Berechnungen von Billardon & Moret-Bailey [7] bzw.

Benallal et al. [5] stehen11.

10Beide Gr�o�en sind �uber Gleichung (3.56) miteinander verkn�upft. Eine Zunahme der elastischen Energie-

freisetzungsrate f�uhrt somit unmittelbar zu einer h�oheren Sch�adigungsrate.
11Diese Arbeiten basieren allerdings auf einem Viskoplastizit�atsmodell und ber�ucksichtigen keine kinemati-

sche Verfestigung.
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Tab. 3.1: F�ur kleine Deformationen formulierte Materialmodelle von Lemaitre [61],

Benallal et al. [4] sowie Modell B

T = (1�d)C [ ~E� ~Ep]

Lemaitre Benallal et al. Modell B

F =

r
3

2


�
T

1�d � �

�D � k F =

r
3

2


�
T��

1�d
�D � k F =

r
3

2


�
T��

1�d
�D � k

1�d

_~Ep =

r
3

2
_sN _~Ep =

r
3

2
_sN _~Ep =

r
3

2
_sN

N =

�
T

1�d � �

�D


�
T

1�d��

�D


N =
(T��)D(T��)D

 N =
(T��)D(T��)D



_k = (1�d)�(�� (k�h)) _s _k = (1�d)�(�� (k�h)) _s

�
k

1�d
��

= �

�
��

�
k

1�d�h

��
_s

_� = (1�d)
 r

3

2
cN�b �

!
_s _� =

 r
3

2
cN�(1�d) b �

!
_s

�
�

1�d
��

=

 r
3

2
cN�b

�

1�d

!
_s

_d =

 
a0 + (a1 + a2 d)

(�
e)
n

(1�d)q

!
_s


e = � 1

(1�d)2

(
1

4�
TD �TD +

1

6 (2�+3�)
(SpT)2

)

_F = 0 ) _s f�ur F=0 & _F
���
~Ep=konst:

� 0

_s = 0 sonst
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Abb. 3.2: Spannungsverl�aufe �, �11 und k sowie Entwicklung der Sch�adigung

bei einachsigem Zug f�ur die drei f�ur kleine Deformationen formulierten

Materialmodelle; E = 100 000 MPa, h = k0 = 150 MPa, � = 1, � = 100,

 = 8000 MPa, b = 100, c = 5000 MPa, a0 = 0, a1 = 28:5MPa�1,

a2 = 0MPa�1, n = 1, q = 0.
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Abb. 3.5: Entwicklung der Sch�adigung und der v.Mises Norm des Spannungsdeviators

am Integrationspunkt A.

3.2 Thermodynamische Betrachtungen bei gro�en De-

formationen

Im Rahmen der Theorie gro�er Deformationen werden die konstitutiven Gleichungen zun�achst

bzgl. der Zwischenkon�guration R̂t formuliert. Die folgenden Ausf�uhrungen beschr�anken sich

auf die in Kapitel 1 erw�ahnte Familie 1 (Familie 2 wird ausf�uhrlich in [29, 30] behandelt). In

Analogie zu (3.2) wird eine spezi�sche freie Energiefunktion

	(t) = �	
�
�̂e; Ŷ; r; d

�
(3.58)

de�niert, die von den Verzerrungen �̂ und �̂p nur �uber die Di�erenz �̂e= �̂��̂p abh�angt. Die

Gr�o�e Ŷ repr�asentiert einen Verzerrungstensor, der dieselbe mathematische Struktur besitzt

wie �̂e
12. In Anbetracht isothermer Prozesse mit homogener Temperaturverteilung lautet die

Clausius-Duhem-Ungleichung, ausgedr�uckt in Gr�o�en der Zwischenkon�guration,

T̂�
M

�̂ � �R _	 � 0 : (3.59)

Einsetzen der materiellen Zeitableitung der spezi�schen freien Energiefunktion in (3.59) liefert

unter Einbeziehung der additiven Zerlegung des Verzerrungstensors sowie der De�nition der

12Die Bedeutung der �ubrigen Gr�o�en wurde bereits in Kapitel 2.2 erl�autert. Das Symbol^bringt zum Aus-

druck, da� es sich hierbei um Gr�o�en der Zwischenkon�guration R̂t handelt.
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unteren Oldroyd-Ableitung gem�a� (2.32)

 
T̂��R @ �	

@�̂e

!
�
M

�̂e + T̂�
M

�̂p + �R
@ �	

@�̂e

�
�
L̂T
p �̂e+�̂e L̂p

�
� �R

 
@ �	

@Ŷ
� _̂Y+

@ �	

@r
_r+

@ �	

@d
_d

!
� 0 ;

(3.60)

oder mit der Eigenschaft
@ �	

@�̂e

�̂e = �̂e
@ �	

@�̂e

, die unter der Voraussetzung elastischer Isotropie

gilt, zusammen mit Beziehung (2.18) bzw. (2.35)

 
T̂��R @ �	

@�̂e

!
�
M

�̂e+

 
T̂+ 2 �R

@ �	

@�̂e

�̂e

!
�D̂p � �R

 
@ �	

@Ŷ
� _̂Y+

@ �	

@r
_r+

@ �	

@d
_d

!
� 0 : (3.61)

Der Coleman-Gurtin'schen Vorgehensweise [24] folgend erh�alt man wie bei der geometrisch

linearen Formulierung f�ur die Spannung eine Potentialeigenschaft

T̂ = �R
@ �	

@�̂e

: (3.62)

Unter der Annahme, da� diese Potentialbeziehung auch bei elastisch-plastischer Belastung

ihre G�ultigkeit beibeh�alt, folgt aus (3.61) unter Ber�ucksichtigung der De�nitionen

Ẑ := �R
@ �	

@Ŷ
; (3.63)

k := �R
@ �	

@r
; (3.64)


 := �R
@ �	

@d
(3.65)

sowie der De�nition des Mandel'schen Spannungstensors

P̂ :=
�
1 + 2 �̂e

�
T̂ (3.66)

die Restungleichung

P̂ � D̂p � Ẑ � _̂Y � k _r � 
 _d � 0 : (3.67)

Der Tensor Ẑ in (3.63) besitzt hierbei dieselbe mathematische Struktur wie der Spannungs-

tensor T̂ (siehe Gleichung (2.37)). Division der Dissipationsungleichung (3.67) durch den

Faktor (1�d) f�uhrt zu der Darstellung

P̂

1�d
� D̂p � Ẑ

1�d
� _̂Y � k

1�d
_r � 


1�d
_d � 0 ; (3.68)

auf die im folgenden zur�uckgegri�en wird.
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Die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte M�oglichkeit, die in Tabelle 3.1 zusammengefa�ten

Materialmodelle auf �nite Deformationen zu verallgemeinern, basiert auf dem in Kapitel 2.3

erl�auterten Konzept der dualen Variablen. Dies hat unter anderem zur Folge, da� die mate-

riellen Zeitableitungen durch objektive Zeitableitungen ersetzt werden m�ussen.

Ferner wird die konstitutive Theorie, wie bereits angedeutet, mit dem Mandel'schen

Spannungstensor formuliert. In Analogie zum Mandel'schen Spannungstensor wird ein Trans-

lationstensor der kinematischen Verfestigung

�̂ :=
�
1 + 2 �̂

�
Ẑ (3.69)

eingef�uhrt, der dieselbe mathematische Struktur besitzt wie der Mandel'schen Spannungs-

tensor. Folglich hat �̂ die mathematische Struktur eines Green'schen Verzerrungstensors bzgl.

der Zwischenkon�guration, so da� gilt �̂
T
=�̂.

Mit Hilfe dieses Translationstensors wird in Anlehnung an Tsakmakis [97] eine v.Mises

Flie�funktion F=�F
�
P̂; �̂; k; d

�
mit kinematischer und isotroper Verfestigung im Raum der

Mandel'schen Spannungstensoren de�niert, die zus�atzlich noch Sch�adigungse�ekte ber�uck-

sichtigt.

Eine weitere charakteristische Eigenschaft dieser Theorie ist, da� die Evolutionsgleichung f�ur

die kinematische Verfestigung nicht mit dem Translationstensor �̂ formuliert wird, sondern

mit Hilfe der plastischen inneren Variablen Ẑ. Hierbei ist �̂ so zu w�ahlen, da� bei den ver-

allgemeinerten Modellen von Lemaitre und Benallal et al. f�ur Ẑ bzw. bei Modell B f�ur

Ẑ = (1�d) eine Evolutionsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ resultiert.

Als Evolutionsgleichung f�ur den plastischen Anteil des Verzerrungstensors (Flie�regel) wird

eine assoziierte Normalenregel relativ zur Zwischenkon�guration

D̂p =
M

�̂p= �
@F

@P̂
(3.70)

mit

�

8<
: > 0 f�ur F=0 & _F

���
Fp=konst:

� 0

= 0 sonst :
(3.71)

de�niert.
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3.2.1 Verallgemeinerung des Modells von Lemaitre

In Analogie zu Kapitel 3.1.1 wird eine v.Mises Flie�funktion der Form

F = �F
�
P̂; �̂; k; d

�
=

vuut3

2

 
P̂

1�d
� �̂

!D

�
 

P̂

1�d
� �̂

!D

� k (3.72)

im Raum der Mandel'schen Spannungstensoren de�niert. F�ur die Flie�regel (3.70) erh�alt man

somit

D̂p =

s
3

2

�

1�d
N̂ ; N̂ =

 
P̂

1�d
� �̂

!D


 

P̂

1�d
��̂

!D

: (3.73)

Im Falle plastischer Beanspruchung wird der Proportionalit�atsfaktor � bzw. die Rate der

plastischen Bogenl�ange

_s :=

s
2

3
D̂p � D̂p =

�

1�d
(3.74)

aus der Konsistenzbedingung _F=0 gewonnen.

Erg�anzen der Dissipationsungleichung (3.68) um einen neutralen Term f�uhrt zu

 
P̂

1�d
� �̂

!
� D̂p � k

1�d
_r + �̂ � D̂p � Ẑ

1�d
� _̂Y � 


1�d
_d � 0 ; (3.75)

bzw. unter Einbeziehung der De�nition (3.69) zu

 
P̂

1�d
� �̂

!
� D̂p � k

1�d
_r + Ẑ �

0
@D̂p �

_̂
Y

1�d
+ 2 �̂ D̂p

1
A � 


1�d
_d � 0 : (3.76)

| {z }
( A )

| {z }
( B )

| {z }
( C )

Unter Beibehaltung der Beziehungen (3.18) und (3.21) ist Term (A) stets gr�o�er oder gleich

Null und die Evolutionsgleichung f�ur die isotrope Verfestigung ist durch (3.23) gegeben. Des-

halb gen�ugt es im folgenden hinreichende Bedingungen zu formulieren, so da� die beiden Terme

(B) und (C) niemals negativ werden k�onnen.
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(B) Kinematische Verfestigung

In analoger Vorgehensweise zu Kapitel 3.1.1 wird

	kin
p (t) = �	kin

p (Ŷ) =
c

2 �R
Ŷ � Ŷ (3.77)

mit c>0 vorgegeben, so da� aus (3.63) die Beziehung

Ẑ = �R
@ �	kin

p

@Ŷ
= c Ŷ (3.78)

resultiert. Einsetzen der Gleichungen (2.39) und (2.18) in Term (B) liefert unter Einbeziehung

von (3.78)

Ẑ �
(
D̂p � 1

c (1�d)

O

Ẑ +2

 
�̂ � Ŷ

1�d

!
D̂p

)
� 0 : (3.79)

W�ahlt man den Ausdruck in der geschweiften Klammer nichtnegativ proportional zu Ẑ

D̂p � 1

c (1�d)

O

Ẑ +2

 
�̂ � Ŷ

1�d

!
D̂p = �p Ẑ (3.80)

mit dem Proportionalit�atsfaktor

�p =
b

c
_s (b�0) ; (3.81)

so ist obige Ungleichung mit Sicherheit gew�ahrleistet und man erh�alt als Evolutionsgleichung

f�ur die kinematische Verfestigung

O

Ẑ= (1�d)
�
c D̂p � b _s Ẑ

�
+ 2 c (1�d)

 
�̂ � Ŷ

1�d

!
D̂p : (3.82)

Unter der Voraussetzung, da�

�̂ =
Ŷ

1�d
(3.83)

geht (3.82) �uber in eine Evolutionsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ

O

Ẑ= (1�d)
�
c D̂p � b _sẐ

�
: (3.84)

Setzt man Beziehung (3.83) in (3.69) ein, so nimmt der Translationstensor der kinematischen

Verfestigung die Form

�̂ =
�
1 � 2

1�d
Ŷ
�
Ẑ (3.85)

an13.

13Im Falle d=0 besitzt �̂ exakt die gleiche mathematische Struktur wie P̂, man mu� lediglich �̂e durch Ŷ

und T̂ durch Ẑ ersetzen.
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(C) Sch�adigung

Der elastische Anteil der spezi�schen freien Energiefunktion wird durch

	e(t) = �	e (�̂e; d) =
1

2 �R
(1�d)C [�̂e] � �̂e (3.86)

approximiert. Somit folgt aus den Potentialbeziehungen (3.62) und (3.65):

T̂ = �R
@ �	e

@�̂e

= (1�d)C [�̂e] ; (3.87)


 = �R
@ �	e

@d
= �1

2
C [�̂e]��̂e

= � 1

(1�d)2

(
1

4�
T̂D �T̂D +

1

6 (2�+3�)

�
Sp T̂

�2)
=: 
e : (3.88)

Sei ferner die zeitliche Entwicklung der Sch�adigung durch (3.56) gegeben, so ist auch Un-

gleichung (C) in hinreichender Weise befriedigt.

3.2.2 Verallgemeinerung des Modells von Benallal et al.

Die Verallgemeinerung des in Kapitel 3.1.2 vorgestellten Materialmodells von Benallal

et al. auf �nite Deformationen sieht eine v.Mises Flie�funktion

F = �F
�
P̂; �̂; k; d

�
=

vuuut3

2

 
P̂��̂
1�d

!D

�
 
P̂��̂
1�d

!D

� k (3.89)

vor, mit deren Hilfe die Flie�regel (3.70) wie folgt dargestellt werden kann:

D̂p = �
@F

@P̂
=

s
3

2

�

1�d
N̂ ; N̂ =

�
P̂��̂

�D
�P̂��̂�D

 : (3.90)

Die Rate der plastischen Bogenl�ange ist durch (3.74) gegeben.

Addiert man zur Dissipationsungleichung (3.68) einen neutralen Term, so da� 
P̂��̂
1�d

!
� D̂p � k

1�d
_r +

�̂

1�d
� D̂p � Ẑ

1�d
� _̂Y � 


1�d
_d � 0 (3.91)

und ber�ucksichtigt (3.69), so ergibt sich

 
P̂��̂
1�d

!
� D̂p � k

1�d
_r + Ẑ �

0
@ D̂p

1�d
�

_̂
Y

1�d
+ 2 �̂

D̂p

1�d

1
A � 


1�d
_d � 0 : (3.92)

| {z }
( A )

| {z }
( B )

| {z }
( C )

Es kann gezeigt werden, da� unter Annahme der Beziehungen (3.21), (3.88), (3.56) die Terme

(A) und (C) stets gr�o�er oder gleich Null sind.
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(B) Kinematische Verfestigung

Die unter Einbeziehung der Gleichungen (2.39), (2.18) und (3.78) verbleibende Restungleichung

Ẑ �

8>><
>>:
D̂p

1�d
�

O

Ẑ

c (1�d)
+

2

1�d

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p

9>>=
>>; � 0 (3.93)

ist in hinreichender Weise erf�ullt, wenn

D̂p

1�d
�

O

Ẑ

c (1�d)
+

2

1�d

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p = �p Ẑ : (3.94)

Sei der nichtnegative Proportionalit�atsfaktor �p durch (3.81) gegeben, so erh�alt man als

Evolutionsgleichung f�ur die kinematische Verfestigung

O

Ẑ= c D̂p � (1�d) b _s Ẑ + 2 c
�
�̂ � Ŷ

�
D̂p ; (3.95)

die unter der Voraussetzung

�̂ = Ŷ (3.96)

in eine Entwicklungsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ

O

Ẑ= c D̂p � (1�d) b _s Ẑ (3.97)

�uberf�uhrt werden kann. Aufgrund der Beziehung (3.96) l�a�t sich der Translationstensor der

kinematischen Verfestigung wie folgt darstellen14:

�̂ :=
�
1 + 2 Ŷ

�
Ẑ : (3.98)

3.2.3 Verallgemeinerung des Modells B

Der Vorgehensweise in Kapitel 3.1.3 folgend, werden in der Flie�funktion alle Spannungen

durch e�ektive Spannungen ersetzt. Dies f�uhrt zu einer Flie�funktion

F = �F
�
P̂; �̂; k; d

�
=

vuuut3

2

 
P̂��̂
1�d

!D

�
 
P̂��̂
1�d

!D

� k

1�d
(3.99)

und einer Normalenregel entsprechend (3.90), wobei wiederum (3.74) gilt. Die Dissipationsun-

gleichung ist durch (3.92) gegeben. Verm�oge den Beziehungen (3.43) und (3.45) kann man sich

vergegenw�artigen, da� Term (A) in (3.92) stets gr�o�er oder gleich Null ist, und die isotrope

Verfestigung der Gleichung (3.46) unterliegt.

14Es sei darauf hingewiesen, da� bei der Verallgemeinerung dieses Modells auf �nite Deformationen �̂ exakt

die gleiche mathematische Struktur besitzt wie P̂.
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(B) Kinematische Verfestigung

Die Auswertung der Potentialbeziehung (3.63) f�uhrt unter der Annahme

	kin
p (t) = �	kin

p (Ŷ; d) = (1�d)
c

2 �R
Ŷ � Ŷ (3.100)

mit c>0 zu

Ẑ = �R
@ �	kin

p

@Ŷ
= (1�d) c Ŷ : (3.101)

Unter Einbeziehung der Gleichungen (2.39), (2.18) und (3.101) geht Ungleichung (B) �uber in 
Ẑ

1�d

!
�
8<
:D̂p � 1

c

 
Ẑ

1�d

!O
+ 2

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p

9=
; � 0 : (3.102)

Der �ublichen Argumentation folgend, wird

D̂p � 1

c

 
Ẑ

1�d

!O
+ 2

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p = �p

 
Ẑ

1�d

!
(3.103)

vorgegeben und �p entsprechend (3.81) gew�ahlt, so da� 
Ẑ

1�d

!O
= c D̂p � b _s

 
Ẑ

1�d

!
+ 2 c

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p : (3.104)

Setzt man

�̂ = Ŷ ; (3.105)

so folgt aus (3.104) der gew�unschte Armstrong-Frederick Ansatz 
Ẑ

1�d

!O
= c D̂p � b _s

 
Ẑ

1�d

!
: (3.106)

Der Translationstensor der kinematischen Verfestigung besitzt aufgrund der Beziehung (3.105)

exakt dieselbe mathematische Struktur wie der Mandel'sche Spannungstensor. Er ist somit

durch Gleichung (3.98) bestimmt.

(C) Sch�adigung

Ausgehend von (3.86), (3.43), (3.100) folgt aus (3.62), (3.65) ein Elastizit�atsgesetz der Form

(3.87) sowie eine additive Zerlegung der Gr�o�e 
 entsprechend (3.52). Die drei Summanden

sind durch die Gleichungen (3.88), (3.54) und die Beziehung


kin
p = �R

@ �	kin
p

@d
= � c

2
Ŷ � Ŷ (3.107)

festgelegt. Die Entwicklungsgleichung (3.56) stellt sicher, da� _d � 0 ist und somit auch der

dritte Term in (3.92) niemals negativ werden kann.
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3.2.4 Zusammenfassende Darstellung und Diskussion

Die in Kapitel 2.2 f�ur kleine Deformationen formulierten Materialmodelle wurden in An-

lehnung an die in [97] erl�auterte Theorie auf �nite Deformationen �ubertragen. Die konstitutiven

Gleichungen sind in Tabelle 3.2 zusammengefa�t. Alle drei Modelle beruhen auf einer linearen

Elastizit�atsbeziehung. Sie unterliegen einer im Raum der Mandel'schen Spannungstensoren

de�nierten v.Mises Flie�funktion mit isotroper und kinematischer Verfestigung. Die Beson-

derheit dieser Theorie liegt einerseits in der Wahl der Spannungs- und Verzerrungstensoren

sowie den entsprechenden Zeitableitungen, andererseits in der Modellierung der kinematischen

Verfestigung, deren Evolutionsgleichung nicht mit dem Translationstensor �̂ formuliert wird,

sondern mit dem inneren Spannungstensor Ẑ. Die tensorielle Gr�o�e �̂ ist durch eine nichtlineare

Funktion von Ẑ gegeben, und Ẑ selbst ist nichtlinearer Natur. Tsakmakis hat in [98] gezeigt,

da� ein solches hochgradig nichtlineares Modell im Falle einachsigen Zugs, einfacher Sche-

rung und einfacher Torsion sinnvolle Spannungs-Dehnungsantworten liefert, allerdings wurde

hierbei keine Sch�adigung ber�ucksichtigt.

Abbildung 3.6 zeigt das Materialverhalten der drei auf �nite Deformationen verallgemeinerten

Materialmodelle bei einachsiger Zugbeanspruchung. Die einachsig formulierten Materialglei-

chungen wurden mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung integriert. Die Gr�o�e �w

entspricht der Axialkomponente des gewichteten Cauchy'schen Spannungstensors15 und Z11

der Axialkomponente der inneren Spannung in der Momentankon�guration Z=Fe Ẑ F
T

e
. Es

wird deutlich, da� eine Verallgemeinerung der Modelle von Lemaitre bzw.Benallal et al.

auf �nite Deformationen im Rahmen der hier betrachteten Thermodynamik dazu f�uhrt, da� die

Cauchy-Spannung mit zunehmender Sch�adigung gegen einen von Null verschiedenen Grenz-

wert strebt. Infolgedessen ist der Zustand maximaler Sch�adigung (d! 1) bei diesen beiden

Modellen durch beliebig gro�e elastische Verzerrungen charakterisiert (siehe hierzu Gleichung

(3.87)). Bei kleinen Deformationen war dies nur beim Modell von Benallal et al. der

Fall. Grunds�atzlich unterschiedliches Verhalten zeigen die drei Modelle auch hinsichtlich der

plastischen inneren Variablen Z11 und k. W�ahrend bei den verallgemeinerten Modellen von

Lemaitre bzw. Benallal et al. Z11 stetig ansteigt und k gegen eine obere Grenze strebt,

ist Modell B dadurch gekennzeichnet, da� diese beiden Gr�o�en mit zunehmender Sch�adigung

gegen Null gehen. Auch in Bezug auf den Sch�adigungsverlauf weisen die verallgemeinerten

Modelle von Lemaitre bzw. Benallal et al. ein ungew�ohnliches Verhalten auf. Bei bei-

den Modellen verl�auft die Sch�adigung mit zunehmender Dehnung asymptotisch gegen eins

und nur Modell B zeigt eine nahezu lineare Entwicklung der Sch�adigung mit fortschreitender

Dehnung.

15Es sei darauf hingewiesen, da� im Falle einachsiger Beanspruchung der Mandel'sche Spannungstensor und

der gewichtete Cauchy'sche Spannungstensor zusammenfallen.
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Tab. 3.2: Auf gro�e Deformationen verallgemeinerte Materialmodelle von Lemaitre,

Benallal et al. sowie Modell B

T̂ = (1�d)C [�̂��̂p]

Lemaitre Benallal et al. Modell B

F =

r
3

2
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1�d � �̂

!D
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r
3

2
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r
3
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P̂��̂
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r
3

2
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r
3

2
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2
_s N̂

N̂ =

 
P̂

1�d � �̂

!D


 
P̂

1�d��̂

!D


N̂ =

�
P̂��̂

�D
�P̂��̂

�D
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�
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�D
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�
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�
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�
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O
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2
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2
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!
_s

 
Ẑ
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2
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_s
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Ẑ Ẑ �̂ = Ẑ +
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c (1�d) Ẑ Ẑ
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a0 + (a1 + a2 d)
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n

(1�d)q

!
_s


e = � 1

(1�d)2

(
1

4�
T̂D � T̂D +

1

6 (2�+3�)
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Abb. 3.6: Spannungsverl�aufe �w, Z11 und k sowie Entwicklung der Sch�adigung bei

einachsigem Zug f�ur die drei auf gro�e Deformationen verallgemeinerten Ma-

terialmodelle; E = 200 000 MPa, h = k0 = 450 MPa, � = 1, � = 10,

 = 2700 MPa, b = 10, c = 2500 MPa, a0 = 0, a1 = 1:25MPa�1,

a2 = 0MPa�1, n = 1, q = 0.
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3.3 Vereinfachte konstitutive Beziehungen

3.3.1 Vereinfachte kinematische Verfestigung

Die numerische Integration der kinematischen Verfestigungsregel l�a�t sich erheblich vereinfa-

chen, wenn die nichtlinearen Terme in �̂ unber�ucksichtigt bleiben, d.h.

�̂ � Ẑ (3.108)

gesetzt wird. In Anbetracht dessen verbleibt zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen

eine auf (3.108) basierenden konstitutive Theorie die Dissipationsungleichung in hinreichender

Weise befriedigt.

Verallgemeinertes Modell von Lemaitre

Damit Ungleichung (3.75) f�ur alle denkbaren thermodynamischen Prozesse stets erf�ullt ist,

mu� gezeigt werden, da�

Ẑ � D̂p � Ẑ

1�d
� _̂Y � 0 : (3.109)

Mit Hilfe der Beziehungen (3.78) und (2.39) zusammen mit (2.18) und (3.84) l�a�t sich (3.109)

wie folgt darstellen:

b

c
_s Ẑ � Ẑ � 2

c (1�d)
Ẑ Ẑ � D̂p � 0 : (3.110)

Einige algebraische Umformungen unter Einbeziehung der De�nition (3.74) f�uhren zu

0
B@b �

p
6

1�d

Ẑ ẐẐ2 �
D̂pD̂p


1
CA � 0 : (3.111)

Da
Ẑ Ẑ �

Ẑ2 kann diese Ungleichung im allgemeinen nur erf�ullt werden, wenn die

Materialkonstante b der Bedingung

b �
p
6

1�d
(3.112)

gen�ugt. Es wird deutlich, da� f�ur d! 1 die rechte Seite von (3.112) gegen unendlich strebt.

Unter diesen Umst�anden scheint die Vereinfachung (3.108) f�ur dieses Modell nicht zul�assig, da

eine Verletzung der Dissipationsungleichung (3.75) nicht ausgeschlossen werden kann.
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Verallgemeinertes Modell von Benallal et al.

In analoger Vorgehensweise l�a�t sich unter Ber�ucksichtigung der Gleichungen (3.78), (2.39),

(2.18) und (3.97) bzw. der De�nition (3.74) als hinreichende Bedingung zur Erf�ullung der

Ungleichung (3.91) die Restriktion

b �
p
6

1�d

ableiten. Eine Vereinfachung im Sinne von (3.108) scheint somit auch f�ur dieses Modell un-

zul�assig.

Verallgemeinertes Modell B

Mit Hilfe der Beziehungen (3.101), (2.39), (2.18), (3.106) und (3.74) kann gezeigt werden, da�

der zweite Term in (3.91) unter der Voraussetzung

b �
p
6 (3.113)

einen nichtnegativen Beitrag liefert16. Im Gegensatz zu den beiden anderen Modellen stellt

diese Bedingung eine akzeptable Restriktion an den Materialparameter b dar. Dies legt den

Schlu� nahe, da� eine Vereinfachung der konstitutiven Beziehungen entsprechend (3.108) nur

bei diesem Materialmodell angewandt werden sollte. In Anbetracht dieser �Uberlegungen kon-

zentrieren sich die weiteren Ausf�uhrungen einzig und allein auf Modell B.

3.3.2 Kleine elastische Verzerrungen

Die Annahme kleiner elastischer Deformationen f�uhrt zu weiteren Vereinfachungen in den

konstitutiven Beziehungen. Es gilt wegen
�̂e

� 1 f�ur den elastischen Anteil des Deforma-

tionsgradienten

Fe � Re :
17 (3.114)

Einsetzen der Gleichungen (2:27)1, (2:26)1 und (2.13) in De�nition (3.66) liefert aufgrund der

Eigenschaft (3.114)

P̂ = FT
e Fe T̂ � T̂ : (3.115)

16Die gleiche einschr�ankende Bedingung an die Materialkonstante b erh�alt man auch ohne Sch�adigung (siehe

hierzu Kamlah [48, S.145 f].
17
Re entspicht dem elastischen Rotationsanteil in der polaren Zerlegung Fe=ReUe . Ue repr�asentiert den

elastischen rechten Strecktensor.
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Bildet man die materielle Zeitableitung der Elastizit�atsbeziehung (3.87), so erh�alt man unter

Verwendung von (2.32) und (2.39)

 
T̂

1�d

!O
� C [

M

�̂e] = �C [L̂T
p �̂e + �̂e L̂p]� L̂p C [�̂e]� C [�̂e] L̂

T
p : (3.116)

Weiterhin sind kleine elastische Verzerrungen in dem Sinne aufzufassen, da� alle Terme auf

der rechten Seite von (3.116) vernachl�assigt werden k�onnen. Dies bedeutet, da� die Hyper-

elastizit�atsbeziehung (3.87) durch ein Hypoelastizit�atsgesetz der Form

 
T̂

1�d

!O
= C [

M

�̂e] = C [
M

�̂�
M

�̂p] (3.117)

angen�ahert werden kann.

3.3.3 Zusammenfassende Darstellung und Diskussion

Abschlie�end werden die in der Zwischenkon�guration R̂t formulierten konstitutiven Glei-

chungen mit Hilfe des Konzepts der dualen Variablen in die Momentankon�guration Rt trans-

formiert. Verwendet man hierzu Gleichung (3.114) sowie die in Anhang A.1, A.2 und A.5

angegebenen Beziehungen, so f�uhrt dies zu dem in Tabelle 3.3 zusammengefa�ten System

von Materialgleichungen. Aufgrund der Eigenschaft (3.114) bleibt die Struktur der Material-

gleichungen bei einer Vorw�artstransformation von R̂t nach Rt erhalten, lediglich die Variablen

�andern sich. Ein Vergleich mit der geometrisch linearen Formulierung (Tabelle 3.1) macht

deutlich, da� die Evolutionsgleichungen ihre Struktur im wesentlichen beibehalten18. Das

Elastizit�atsgesetz wird allerdings durch ein Hypoelastizit�atsgesetz approximiert und die mate-

riellen Zeitableitungen der tensoriellen Gr�o�en werden durch objektive Zeitableitungen ersetzt.

Abbildung 3.7 macht deutlich, da� bei einachsiger Zugbeanspruchung die Unterschiede zwi-

schen der in Kapitel 2.3.3 erl�auterten
"
exakten thermodynamischen Formulierung\ und der

vereinfachten Version rein quantitativer Natur sind. Insbesondere sei darauf hingewiesen, da�

die Vereinfachung �̂= Ẑ keinen gro�en Einu� auf die Spannungs-Dehnungskennlinie aus�ubt.

18Dies hat den Vorteil, da� in beiden F�allen der gleiche Spannungsalgorithmus benutzt werden kann.
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Tab. 3.3: Modell B unter der Voraussetzung kleiner elastischer, gro�er plastischer

Deformationen und der Vereinfachung �̂= Ẑ
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Abb. 3.7: Spannungsverl�aufe �w; Z11 und k sowie Entwicklung der Sch�adigung bei ein-

achsigem Zug f�ur Modell B; E = 200 000 MPa, h = k0 = 450 MPa, � = 1,

� = 10,  = 2700 MPa, b = 10, c = 2500 MPa, a0 = 0, a1 = 1:25MPa�1,

a2 = 0MPa�1, n = 1, q = 0.
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4 Erweiterung auf Thermo(visko)plastizit�at mit

Sch�adigung

Aufgrund der Erkenntnisse im vorherigen Kapitel wird im folgenden nur ModellB auf Thermo-

viskoplastizit�at erweitert.

Bei thermischer Aktivierung kommt es oberhalb bestimmter Temperaturen zu einem Energie-

abbau durch Ausheilen und Umordnen von Gitterdefekten, beispielsweise durch Kondensation

von Leerstellen, Annihilation von Versetzungen unterschiedlichen Vorzeichens oder Bildung

von Kleinwinkelkorngrenzen. Dieses bevorzugt bei hohen Temperaturen auftretende Ph�anomen

bezeichnet man auch als statische Erholung (static Recovery). Die entsprechenden statischen

Erholungsterme werden in den Evolutionsgleichungen der isotropen und der kinematische Ver-

festigung ber�ucksichtigt. Sie f�uhren bei zeitabh�angigem Materialverhalten zu einer Abnahme

der Verfestigung.

Wie bereits zuvor wird die thermodynamische Konsistenz der Materialgleichungen anhand

der Clausius-Duhem-Ungleichung �uberpr�uft. Auf den Sonderfall der Thermoplastizit�at wird in

den Ausf�uhrungen ebenfalls eingegangen. Diese kann durch einen geschwindigkeitsabh�angigen

Grenz�ubergang (f�ur unendlich langsame Belastungsgeschwindigkeiten) aus der Thermovisko-

plastizit�at abgeleitet werden. Da plastisches Materialverhalten geschwindigkeitsunabh�angig

ist, spielen die statischen Erholungsterme keine Rolle. Abschlie�end wird untersucht unter

welchen Voraussetzungen die in Kapitel 3.3 getro�enen Vereinfachungen der Clausius-Duhem-

Ungleichung gen�uge leisten.

4.1 Thermodynamische Betrachtungen bei gro�en De-

formationen

Ausgehend von einer additiven Zerlegung der Deformation entsprechend (2:27)3 wird eine

spezi�sche freie Energiefunktion der Form

	(t) = �	
�
�̂et; Ŷ; r; d; �

�
= 	et(t) + 	p(t) (4.1)

eingef�uhrt, die additiv in einen thermoelastischen und einen inelastischen Anteil zerlegt werden

kann. Mit Hilfe der Beziehungen (2.38), (4.1), der Zerlegung der Deformation (2:27)3 sowie

der De�nition der unteren Oldroyd-Ableitung (2.32) kann die Clausius-Duhem-Ungleichung

(2.64) wie folgt dargestellt werden:
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@ �	

@Ŷ
� _̂Y+

@ �	

@r
_r+

@ �	

@d
_d

!
� (detF)

�
q�g � 0 : (4.2)

Unter der Annahme elastischer Isotropie gilt die Beziehung
@ �	

@�̂et

�̂et = �̂et
@ �	

@�̂et

, die zu-

sammen mit (2.18) und (2.35) dazu f�uhrt, da� die Ungleichung (4.2) auch in der Form

 
T̂��R @ �	

@�̂et

!
�
M

�̂et � �R
 
��+

@ �	

@�

!
_�+

 
T̂+ 2 �R

@ �	

@�̂et

�̂et

!
�D̂p�

�R

 
@ �	

@Ŷ
� _̂Y+

@ �	

@r
_r+

@ �	

@d
_d

!
� (detF)

�
q�g � 0 (4.3)

geschrieben werden kann. Die �ubliche Vorgehensweise (siehe hierzu [24, 50]) f�uhrt zu den

Potentialbeziehungen

T̂ = �R
@ �	

@�̂et

; �� = �@
�	

@�
: (4.4)

W�ahrend im Falle der Viskoplastizit�at die Beziehungen (4:4)1 und (4:4)2 eine notwendige

und hinreichende Bedingung zur Erf�ullung der Clausius-Duhem-Ungleichung darstellen1, ist es

bei Plastizit�at nicht m�oglich Potentialeigenschaften der Form (4:4)1 und (4:4)2 als notwendig

f�ur die G�ultigkeit der Clausius-Duhem-Ungleichung herzuleiten. Geht man dennoch davon

aus, da� die Beziehungen (4:4)1 und (4:4)2 auch im Falle der Plastizit�at gelten m�ogen2, so

folgt unter Ber�ucksichtigung der De�nitionen (3.63), (3.64), (3.65) und dem Mandel'schen

Spannungstensor

P̂ :=
�
1 + 2 �̂et

�
T̂ (4.5)

die Restungleichung

P̂ � D̂p � Ẑ � _̂Y � k _r � 
 _d � (detF)

�
q�g � 0 : (4.6)

Im folgenden wird (4.6) in zwei Anteile aufgespalten und gefordert, da� beide Anteile nicht-

negativ sind. Man erh�alt somit f�ur die innere Dissipation

P̂ � D̂p � Ẑ � _̂Y � k _r � 
 _d � 0 (4.7)

1siehe Coleman & Gurtin [24].
2Kratochvil & Dillon [50] beispielsweise rechtfertigen diese Annahme durch einen Grenz�ubergang von

der geschwindigkeitsabh�angigen Viskoplastizit�at zur geschwindigkeitsunabh�angigen Plastizit�at.
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bzw. f�ur die thermische Dissipation

�(detF)

�
q�g � 0 : (4.8)

Ferner wird vorausgesetzt, da� der W�armeu�vektor durch das Fouriersche W�armeleitungs-

gesetz

q = �K [g] (4.9)

bestimmt ist, wobei der W�armeleittensor K einem symmetrischen, positiv de�niten Tensor

zweiter Stufe entspricht. Infolgedessen ist Ungleichung (4.8) stets erf�ullt, und es verbleibt

(4.7) bzw. nach Umformung

 
P̂��̂
1�d

!
� D̂p � k

1�d
_r + Ẑ �

0
@ D̂p

1�d
�

_̂
Y

1�d
+ 2 �̂

D̂p

1�d

1
A � 


1�d
_d � 0 (4.10)

| {z }
( A )

| {z }
( B )

| {z }
( C )

als Restriktion an die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen k, Ẑ und d (siehe hierzu

Kapitel 3.2.2). Der Translationstensor der kinematischen Verfestigung �̂ ist gem�a� (3.69) durch

�̂ :=
�
1 + 2 �̂

�
Ẑ ; (4.11)

die Flie�funktion F durch (3.99)

F = �F
�
P̂; �̂; k; d

�
=

vuuut3

2

 
P̂��̂
1�d

!D

�
 
P̂��̂
1�d

!D

� k

1�d
(4.12)

und die Flie�regel entsprechend (3.90) und (3.74) durch

D̂p =

s
3

2
_s N̂ ; N̂ =

�
P̂��̂

�D
�P̂��̂�D


(4.13)

gegeben. Im Falle der Viskoplastizit�at ist _s durch eine Materialgleichung der Form

_s =
hFim
�

(4.14)

festgelegt, wobei F einer �Uberspannung entspricht und m, � positive Materialfunktionen von

� sind3.

3Es sei nochmals in Erinnerung gerufen, da� im Falle der Plastizit�at _s aus der Konsistenzbedingung _F=0

bestimmt wird.
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Die Zerlegung des inelastischen Anteils der spezi�schen freien Energiefunktion in zwei Sum-

manden entsprechend (3.11) erm�oglicht eine separate Untersuchung der thermodynamischen

Konsistenz der Evolutionsgleichungen beider Verfestigungsmechanismen.

(A) Isotrope Verfestigung

In Analogie zu Kapitel 2.2.3 wird f�ur 	iso
p ein Ansatz

	iso
p (t) = �	iso

p (r; d; �) =
(1�d)

�R

�
1

2
 r2 + h r

�
(4.15)

gew�ahlt, wobei  =  (�); h = h (�) (h � k0 = kjs=0) nichtnegative Materialfunktionen der

Temperatur sind. Ausgehend von der Potentialeigenschaft (3.64) erh�alt man

 
k

1�d

!�
� _h =  _r + 0 _� r : (4.16)

Hier und im folgenden kennzeichnen die Gr�o�en ( )0 die Ableitungen nach der Temperatur.

Einsetzen der Gleichungen (4.12), (4.13) in (4.10) liefert f�ur Term (A)

F _s +
k

1�d
( _s � _r) � 0 (4.17)

bzw.

_s � _r (4.18)

als hinreichende Bedingung zur Erf�ullung dieser Ungleichung. Sei

_r = �

 
1 � �



 
k

1�d
� h

!!
_s � �



 
k

1�d
� h

!!

(4.19)

mit den nichtnegativen Materialfunktionen � = � (�); � = � (�); ! = ! (�); �= � (�) (�� 1),

so ist (4.18) stets gew�ahrleistet. Substituiert man _r in (4.16) durch (4.19), so ergibt sich

unter Ber�ucksichtigung der Beziehungen (3.64) und (4.15) folgende Evolutionsgleichung f�ur

die isotrope Verfestigung4:

 
k

1�d

!�
� _h = �

 
��

 
k

1�d
�h

!!
_s +

0


_�

 
k

1�d
�h

!
� �

 
k

1�d
�h

!!

: (4.20)

4Im Fall der Thermoplastizit�at gilt: �=0.
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(B) Kinematische Verfestigung

Der Anteil 	kin
p der spezi�schen freien Energiefunktion wird durch die quadratische Form

	kin
p (t) = �	kin

p (Ŷ; d; �) =
(1�d)

2 �R
c Ŷ � Ŷ (4.21)

mit c=c (�)>0 vorgegeben. Somit folgt aus der Potentialeigenschaft (3.63)

 
Ẑ

1�d

!�
= c

_̂
Y +

c0

c
_�

 
Ẑ

1�d

!
: (4.22)

Die Beziehungen (3.63), (4.21) und (4.22) zusammen mit (2.18) und (2.39) in (4.10) eingesetzt,

liefern f�ur Term (B)

 
Ẑ

1�d

!
�
8<
:D̂p � 1

c

 
Ẑ

1�d

!O
+

c0

c2
_�

 
Ẑ

1�d

!
+ 2

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p

9=
; � 0 : (4.23)

Durch Vorgabe von

D̂p � 1

c

 
Ẑ

1�d

!O
+

c0

c2
_�

 
Ẑ

1�d

!
+ 2

�
�̂ � Ŷ

�
D̂p = �p

 
Ẑ

1�d

!
(4.24)

mit

�p =
b

c
_s +

p

c

 Ẑ

1�d


w�1

(4.25)

und den nichtnegativen Materialfunktionen b = b (�); p = p (�); w = w (�) ist Ungleichung

(4.23) stets erf�ullt. Einsetzen des Faktors (4.25) in (4.24) f�uhrt zu der Evolutionsgleichung

 
Ẑ

1�d

!O
= c D̂p � b _s

 
Ẑ

1�d

!
+
c0

c
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Ẑ

1�d

!
� p

 Ẑ

1�d


w�1 

Ẑ

1�d

!
+ 2

�
�̂�Ŷ

�
D̂p ;

(4.26)

die unter der Voraussetzung

�̂ = Ŷ (4.27)

in  
Ẑ

1�d

!O
= c D̂p � b _s

 
Ẑ

1�d

!
+
c0

c
_�

 
Ẑ

1�d

!
� p

 Ẑ

1�d


w�1  

Ẑ

1�d

!
(4.28)

�ubergeht5. Der Translationstensor der kinematischen Verfestigung nimmt aufgrund der Bezie-

hung (4.27) die Form (3.98) an.

5Im Fall der Thermoplastizit�at gilt: p = 0. Sei ferner _� = 0, so erh�alt man wie schon in Kapitel 3.2.3 f�ur

Ẑ=(1�d) eine Entwicklungsgleichung vom Armstrong-Frederick-Typ.
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(C) Sch�adigung

Der thermoelastische Anteil der spezi�schen freien Energiefunktion l�a�t sich in zwei Anteile

	et(t) = �	et (�̂et; d; �) =
(1�d)

�R
�H (�̂et; �) +

1

�R
�K (�) (4.29)

aufspalten. Der erste Summand wird linear in (1�d) vorgegeben, wobei H eine isotrope Funk-

tion von �̂et und eine Funktion von � ist. Die Potentialbeziehungen (4:4)1 und (3.65) liefern

aufgrund der Zerlegungen (4.1), (3.11) und den Annahmen (4.29), (4.15), (4.21) somit

T̂ = �R
@ �	et

@�̂et

= (1�d)
@ �H

@�̂et

; (4.30)


 = �R
@ �	

@d
= 
et + 
iso

p + 
kin
p (4.31)

mit


et = �R
@ �	et

@d
= ��H (�̂et; �) ; (4.32)


iso
p = �R

@ �	iso
p

@d
= �

�
1

2
 r2 + h r

�
; (4.33)


kin
p = �

@ �	kin
p

@d
= � c

2
Ŷ � Ŷ : (4.34)

Die Entwicklung der Sch�adigung wird analog zu Kapitel 3.1.4 durch eine Materialgleichung

der Form

_d = a0 _s + (a1 + a2 d)
(�
et)

n

(1�d)q
_s (4.35)

beschrieben, worin a0; a1; a2; n; q nichtnegative Materialfunktionen der Temperatur repr�asen-

tieren. Diese Zusammenh�ange machen deutlich, da� Term (C) in (4.10) unter der Voraus-

setzung H�0 in hinreichender Weise befriedigt ist.
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4.2 W�armeleitungsgleichung

Ausgehend von der materiellen Zeitableitung der Beziehung (2.61) ergibt sich unter Ein-

beziehung der spezi�schen freien Energiefunktion (4.1), der Potentialeigenschaft (4:4)2, dem

ersten Hauptsatz der Thermodynamik (2.59) und der Gleichung (2.38)

�� @
2 �	

@�2
_� +

@

@�̂et

 
�	 � @ �	

@�
�

!
� _̂�et = rw � 1

�
div q +

1

�R
T̂�

M

�̂ �

@

@Ŷ

 
�	 � @ �	

@�
�

!
� _̂Y � @

@r

 
�	 � @ �	

@�
�

!
_r � @

@d

 
�	 � @ �	

@�
�

!
_d : (4.36)

Daraus folgt mit Hilfe der additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit, der De�nition

der unteren Oldroyd Ableitung (2.32), der Elastizit�atsbeziehung (4:4)1 sowie den Gleichungen

(2.18),(2.35) und (4.5) die W�armeleitungsgleichung in der Form6

c" _� � wet = rw � 1

�
div q + wp � _es ; (4.37)

wobei

c" := �� @
2 �	

@�2
= �

@��
@�

(4.38)

der spezi�schen W�armekapazit�at bei konstanter Verzerrung entspricht. Der Term

wet = �
@2 �	

@� @�̂et

� _̂�et (4.39)

repr�asentiert die thermoelastische Kopplung, w�ahrend

wp =
1

�R
P̂�

M

�̂p (4.40)

die spezi�sche plastische Spannungsleistung beschreibt. Die Gr�o�e _es entspricht der in Form

von innerer Energie im Material gespeicherten Leistung, die sich aus Beitr�agen der inneren

Variablen Ŷ; r und d gem�a�

_es = _esr + _esY + _esd (4.41)

mit

_esr =
@e

@r
_r =

@

@r

 
�	�@

�	

@�
�

!
_r ; (4.42)

6siehe beispielsweise Kratochvil & Dillon [50].
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_esY =
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@Ŷ
� _̂Y =

@

@Ŷ

 
�	�@

�	

@�
�

!
� _̂Y ; (4.43)

_esd =
@e

@d
_d =

@

@d

 
�	�@

�	

@�
�

!
_d (4.44)

zusammensetzt.

Es kann gezeigt werden, da� die drei Summanden _esr; _esY und _esd nach einigen algebraischen

Umformungen unter Zuhilfenahme der Zerlegungen (4.1), (3.11), der Annahmen (4.15), (4.21),

(4.29) sowie den Potentialbeziehungen (3.63), (3.64), (3.65) wie folgt dargestellt werden k�onnen:

_esr =
(1�d)

�R

(
k

1�d
� 0
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1�d
�h

!
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_r ; (4.45)
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� _̂Y ; (4.46)
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mit

CY =
1

c

 
1 � c0

c
�

!
; (4.48)

Cr =
1



 
1 � 0


�

!
: (4.49)

Die Evolutionsgleichungen von r und d sind durch (4.19) bzw. (4.35) gegeben. Ersetzt man
_̂
Y

in Gleichung (4.46) durch Beziehung (4.22), so f�uhrt dies zusammen mit (2.39), (2.18), (4.28),

(4.13) zu

_esY =
(1�d)

�R
CY

 
Ẑ

1�d

!
�
8<
:
0
@
s
3

2
c N̂ � b

 
Ẑ

1�d

!
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Ẑ

1�d

!
N̂

1
A _s�

� p

 Ẑ

1�d


w�1 

Ẑ

1�d

!9=
; : (4.50)

Abschlie�end sei nochmals darauf hingewiesen, da� der Sonderfall der Thermoplastizit�at aus

obigen Gleichungen f�ur p=�=0 hervorgeht.
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4.3 Vereinfachte konstitutive Beziehungen

4.3.1 Vereinfachte kinematische Verfestigung

Wie bereits in Kapitel 3.3 wird die Bestimmungsgleichung f�ur die kinematische Verfestigung

durch

�̂ � Ẑ (4.51)

approximiert. Die Erf�ullung der Dissipationsungleichung (4.7) in hinreichender Weise erfordert,

da� 
Ẑ

1�d

!
� D̂p �

 
Ẑ

1�d

!
� _̂Y � 0 : (4.52)

Daraus ergibt sich nach einigen algebraischen Umformungen unter Einbeziehung der Gleichun-

gen (4.22), (2.39), (2.18) und (4.28)

0
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 Ẑ
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w�1
1
A Ẑ

1�d

!
�
 

Ẑ

1�d

!
� 2

 
Ẑ

1�d

! 
Ẑ

1�d

!
� D̂p � 0 : (4.53)

Unter Ber�ucksichtiung der De�nition (3.74) stellt0
B@b � p

6
Ẑ ẐẐ2 �

D̂pD̂p


1
CA � 0 (4.54)

eine hinreichende Bedingung f�ur (4.54) dar. Wegen
Ẑ Ẑ � Ẑ2 mu�

b �
p
6 (4.55)

gew�ahlt werden, damit Ungleichung (4.54) stets erf�ullt ist.

4.3.2 Kleine thermoelastische Verzerrungen

Unter der Voraussetzung kleiner thermoelastischer Verzerrungen l�a�t sich das elastische

Materialverhalten durch ein lineares isotropes Sto�gesetz in ausreichender Weise beschreiben.

Die Kompatibilit�at mit dem physikalisch linearen Hook'schen Elastizit�atsgesetz gew�ahrleistet

ein Ansatz der Form (4.29) mit

�H (�̂et; �) = � �̂et � �̂et +
�

2

�
Sp �̂et

�2 � 3 �
�
Sp �̂et

�
���r +

9

2
� (���r)

2 ; (4.56)

�K (�) = �9

2
� (���r)

2 � �R

 
c�" � ln

�

�r
+ (C1�c�") � + C2

!
: (4.57)
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Hier sind �; �; �; �;Ct temperaturabh�angige Materialfunktionen, wobei

� = � +
2

3
� (4.58)

dem Kompressionsmodul, � dem W�armeausdehnungskoe�zienten und

��r = � � �r (4.59)

der Di�erenz zwischen absoluter Temperatur � und einer Bezugstemperatur �r entspricht7.

Weiterhin seien c�"; C1; C2 konstante Gr�o�en, so da� die spezi�sche W�armekapazit�at (4.38)

vereinfachend

c" = konst: = c�" (4.60)

gesetzt werden kann8. Aufgrund der Annahme (4.56) liefert die Potentialbeziehung (4.30)

T̂ = (1�d)
n
2� �̂et + � (Sp �̂et) � 3 ����r 1

o
; (4.61)

bzw. mit dem Elastizit�atstensor vierter Stufe (3.31)

T̂ = (1 � d)C [�̂et����r 1] : (4.62)

Die Invertierung der Beziehung (4.62) legt nahe den thermoelastischen Verzerrungstensor in

einen elastischen und einen thermischen Anteil aufzuspalten

�̂et = �̂e + �̂t ; (4.63)

�̂e = M

"
T̂

1�d

#
; (4.64)

�̂t = ���r 1 ; (4.65)

wobei

M = C�1 =
1

2�
E � �

2� (3�+2�)
(1
 1) = MT (4.66)

dem reziproken Elastizit�atstensor entspricht. Die Potentialeigenschaft (4.32) f�uhrt unter Ein-

beziehung von (4.56), (3.31) und der Zerlegung (4.63) zu


et = ��H (�̂et; �) = �1

2
C [�̂et����r 1]�

�
�̂et����r 1

�
= �1

2
C [�̂e]��̂e :=
e ; (4.67)

das wiederum mit Hilfe der Elastizit�atsbeziehung (4.62) in (3:88)3 �uberf�uhrt werden kann9.

7Die Funktionen (4.56) und (4.57) wurden so gew�ahlt, da� (4.29) im Falle d=0 identisch ist mit dem in

[45] vorgeschlagenen Ansatz.
8Beweis siehe Anhang (B).
9Somit ist auch die in Kapitel 4.1 (C) geforderte Eigenschaft H�0 sichergestellt.
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Approximation der Hyperelastizit�at durch Hypoelastizit�at

Der thermoelastische Anteil des Deformationsgradienten kann unter der Voraussetzung

�̂et

 � 1 (4.68)

durch

Fet � Ret (4.69)

angen�ahert werden10. Letztere Beziehung zusammen mit den Gleichungen (2:27)1, (2:26)1,

(2.13) und der De�nition (4.5) haben zur Folge, da�

P̂ = FT
etFet T̂ � T̂ : (4.70)

Wie schon in Kapitel 3.3.2 angedeutet, kann bei kleinen thermoelastischen Verzerrungen das

Hyperelastizit�atsgesetz (4.62) durch ein Hypoelastizit�atsgesetz approximiert werden. Aus-

gehend von der materiellen Zeitableitung der Beziehungen (4.62) und (4.65) folgt mit den

Oldroyd Ableitungen (2.32) und (2.39) unter Beachtung der Zerlegung (4.63)

 
T̂

1�d

!O
� C [

M

�̂e] = _�
@C

@�
[�̂e] � C [L̂T

p �̂e + �̂e L̂p] � L̂p C [�̂e] � C [�̂e] L̂
T
p ; (4.71)

M

�̂t � (�0��r + �) _� 1 = L̂T
p �̂t + �̂t L̂p : (4.72)

Geht man zudem davon aus, da� bei kleinen thermoelastischen Verzerrungen nicht nur

�̂e

 � 1 ;
�̂t

 � 1 ; (4.73)

sondern auch die rechten Seiten der Gleichungen (4.71) und (4.72) vernachl�assigt werden

k�onnen, so ergibt sich folgende Hypoelastizit�atsbeziehung:

 
T̂

1�d

!O
= C [

M

�̂e] = C [
M

�̂ �
M

�̂p �
M

�̂t] (4.74)

mit

M

�̂t= (�0��r + �) _� 1 : (4.75)

10
Ret stellt einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor dar, der aus der der polaren Zerlegung Fet =

RetUet hervorgeht.
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Berechnung der thermoelastischen Kopplung

Ausgehend von Gleichung (4.29) erh�alt man unter Ber�ucksichtigung der Beziehungen (4:67)2,

(4.63) und (4.65)

@2 �	

@� @�̂et

=
(1�d)

�R

(
@C

@�
[�̂e] � (�0��r + �) C [1]

)
: (4.76)

Aufgrund der f�ur Gleichung (4.71) getro�enen Vereinbarungen kann der erste Term in (4.76)

vernachl�assigt werden, und es ergibt sich zusammen mit (3.31) und (4.58)

@2 �	

@� @�̂et

= � (1�d)

�R
3 � (�0��r + �) 1 : (4.77)

Letzteres in (4.39) eingesetzt liefert mit (2.32) und den Zerlegungen (2:27)3, (4.63)

wet = � (1�d)

�R
3 � � (�0��r + �) 1 �

 
M

�̂�
M

�̂p�L̂T
p �̂e��̂e L̂p�L̂T

p �̂t��̂t L̂p

!
; (4.78)

bzw. infolge obiger Vereinbarungen f�ur die Gleichungen (4.71) und (4.72)

wet = � (1�d)

�R
3 � � (�0��r + �) 1 �

M

�̂ : (4.79)

Berechnung der spezi�schen Leistung _esd

Mit Hilfe der Annahme (4.56) kann die spezi�sche Leistung _esd ermittelt werden. Di�eren-

tiation des Ansatzes (4.67) nach der Temperatur f�uhrt unter Einbeziehung von (4.63) und

(4.65) zu

@ �H

@�
=

1

2

@C

@�
[�̂e] � �̂e � (�0��r + �)C [�̂e] � 1 : (4.80)

In Anlehnung an die vorherigen Betrachtungen wird davon ausgegangen, da� der erste Term

in (4.80) einen vernachl�assigbaren Beitrag liefert und es ergibt sich nach Einsetzen von (4.64)

@ �H

@�
= � (�0��r + �) Sp

 
T̂

1�d

!
: (4.81)

Aufgrund der Beziehungen (4.67) und (4.81) ist (4.47) somit durch

_esd = � 1

�R

8<
:�
et + (�0��r + �) Sp

 
T̂

1�d

!
� +

1

2
Cr

 
k

1�d
�h

!2

+

+
1


(h�h0 �)

 
k

1�d
�h

!
+

1

2
CY

 
Ẑ

1�d

!
�
 

Ẑ

1�d

!)
_d (4.82)

bestimmt.
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4.4 Zusammenfassende Darstellung

Die vereinfachten konstitutiven Beziehungen sind in Tabelle 4.1 zusammengefa�t. Dabei wur-

den die in der Zwischenkon�guration R̂t formulierten Materialgleichungen mit Hilfe des Kon-

zepts der dualen Variablen (siehe Anhang A.1, A.2 und A.5) in die Momentankon�guration

Rt transformiert. Die Eigenschaft (4.69) bewirkt, da� die Materialgleichungen ihre Struktur

beibehalten und nur die Zustandsvariablen sich �andern. Das gleiche gilt f�ur die in Tabelle 4.2

zusammengefa�ten Terme, die aus der W�armeleitungsgleichung hervorgehen. Die Zul�assigkeit

der vereinfachten konstitutiven Beziehungen wurde in [53] �uberpr�uft. Vorausgreifend auf Ka-

pitel 5 sei erw�ahnt, da� die Vereinfachungen bewu�t zugunsten eines e�ektiven Integrations-

algorithmus in Kauf genommen wurden. F�ur die
"
exakte thermodynamische Formulierung\

mit dem Mandel'schen Spannungstensor P̂ und dem Translationstensor der kinematischen

Verfestigung �̂ konnte bislang kein e�ektiver Integrationsalgorithmus gefunden werden.
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Tab. 4.1: Materialmodelle der Thermoviskoplastizit�at (VP) und der Thermoplastizit�at

(PL) mit Sch�adigung unter der Voraussetzung kleiner thermoelastischer, gro�er

plastischer Deformationen und der Vereinfachung �̂= Ẑ

�
S

1�d
�
O

= C [
M

Ae] = C [D�
M

Ap�
M

At] (4.83)

M

At = (�0��r+�) _� 1 (4.84)

F =

r
3

2


�
S�Z
1�d

�D � k

1�d (4.85)

M

Ap =

r
3

2
_sN ; N =

(S�Z)D(S�Z)D (4.86)

�
k

1�d
��
� _h =

8>>>><
>>>>:

�

�
 � �

�
k

1�d�h

��
_s +

0


_�

�
k

1�d�h

�
��

�
k

1�d�h

�!
(VP)

�

�
 � �

�
k

1�d�h

��
_s +

0


_�

�
k

1�d�h

�
(PL)

(4.87)

�
Z

1�d
�
O

=

8>>>>><
>>>>>:

 r
3

2
cN � b

�
Z

1�d
�!

_s +
c0

c
_�

�
Z

1�d
�
� p

 Z

1�d
w�1

�
Z

1�d
�

(VP)

 r
3

2
cN � b

�
Z

1�d
�!

_s +
c0

c
_�

�
Z

1�d
�

(PL)

(4.88)

_d =

�
a0 + (a1 + a2 d)

(�
et)
n

(1�d)q
�
_s (4.89)


et = � 1

(1�d)2
�

1

4�
SD � SD +

1

6 (2�+3�)
(SpS)2

�
(4.90)

Viskoplastizit�at (VP) Plastizit�at (PL)

_s =
hFim
�

_F = 0 ) _s f�ur F=0 & _F
���
Fp=konst:

� 0

_s = 0 sonst

(4.91)
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Tab. 4.2: W�armeleitungsgleichung, thermoelastische Kopplung, spezi�sche plastische

Spannungsleistung und spezi�sche Leistung infolge der �Anderung der inneren

Variablen Y; r; d

c" _� � wet = rw � 1

�
divq + wp � _es (4.92)

wet = � (1�d)
�R

3� �
�
�0��r + �

�
(SpD) (4.93)

wp =
1

�R
S �

M

Ap =
1

�R

r
3

2
_s S �N (4.94)

_es = _esr + _esY + _esd (4.95)

_esr =
(1�d)
�R

�
k

1�d � 0



�
k

1�d�h

�
� � h0 �

�
_r ; (4.96)
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8>>>><
>>>>:
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�
1 � �



�
k

1�d � h

��
_s � �



�
k

1�d � h

�!
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�

�
1 � �



�
k

1�d � h

��
_s (PL)

(4.97)
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(1�d)
�R

�
1� c0
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�

� �
Z

1�d
�
� _Y (4.98)

_Y =

8>>>>><
>>>>>:

1

c

 r
3

2
cN � b

�
Z

1�d
�

+
p
6

�
Z

1�d
�
N

!
_s � p

c

 Z

1�d
w�1

�
Z

1�d
�

(VP)

1

c

 r
3

2
cN � b

�
Z

1�d
�

+
p
6

�
Z

1�d
�
N

!
_s (PL)

(4.99)
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�R
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1�d
�
� +

1

2 

�
1� 0


�

��
k

1�d�h

�2
+

+
1



�
h�h0 �

� � k

1�d�h

�
+

1

2 c

�
1� c0

c
�

� �
Z

1�d
�
�
�
Z

1�d
��

_d (4.100)
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5 Spannungsalgorithmus bei gekoppelten ther-

momechanischen Problemen

In diesem Kapitel wird die Vorgehensweise bei der Integration des in Tabelle 4.1 zusammen-

gefa�ten Materialmodells der Thermo(visko)plastizit�at mit Sch�adigung beschrieben. Der In-

tegrationsalgorithmus ist speziell auf das Finite Elemente Programm ABAQUS zugeschnit-

ten und basiert auf dem Hughes-Winget-Verfahren [44]. In Anlehnung an [45] wird ein

dreifacher Operator-Split eingef�uhrt, bestehend aus einem thermoelastischen Anteil, einem in-

elastischen Anteil und einem Anteil, der die statischen Erholungsterme beinhaltet. Die Sch�adi-

gung wird hierbei im inelastischen Anteil ber�ucksichtigt. Die Integration der konstitutiven

Gleichungen erfolgt in Operator I mit der Mittelpunktsregel, in der Operatoren II und III mit

einem impliziten Euler-Verfahren. Insbesondere lassen sich so im Falle der Viskoplastizit�at die

Anzahl der mit dem Newton-Verfahren zu l�osenden Gleichungen in den Operatoren II und

III erheblich reduzieren. Ferner wird im Laufe dieses Kapitels auf die Berechnung der von

ABAQUS geforderten Beitr�age zur Tangentenstei�gkeitsmatrix eingegangen.

5.1 Finite Elemente Formulierung

5.1.1 Variationsprinzipien { schwache Form der Feldgleichungen

Die Methode der �niten Elemente basiert auf Variationsverfahren, denen Arbeits- und Energie-

prinzipien zugrunde liegen. Bei thermomechanischen Problemen sind dies das Prinzip der

virtuellen Verschiebungen und das Prinzip der vituellen Temperatur. Die Herleitung dieser

Prinzipien geht von der Impulsbilanz bzw. von der W�armeleitungsgleichung in lokaler Form

divT + � f = � �x ; (5.1)

c" _� = rw + wet + wp � _es � 1

�
div q (5.2)

aus, wobei f einer spezi�schen Volumenkraft entspricht. Die Ober�ache @Rt des materiellen

K�orpers in der Momentankon�guration, mit der nach au�en gerichteten Einheitsnormalen n,

wird in Teil�achen @Ru
t ; @R

�
t ; @R

�
t ; @R

q
t mit
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@Ru
t [ @R�

t = @Rt ^ @Ru
t \ @R�

t = ; ; (5.3)

@R�
t [ @Rq

t = @Rt ^ @R�
t \ @Rq

t = ; (5.4)

zerlegt, bzgl. derer die Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen

u = uR (x; t) auf @Ru
t ; (5.5)

Tn = tR (x; t) auf @R�
t ; (5.6)

sowie die Temperatur- und W�armeu�randbedingungen

� = �R (x; t) auf @R�
t ; (5.7)

q�n = qR (x; t) auf @Rq
t (5.8)

gelten. Der �uber die freie Ober�ache @R
q
t �ubertragene W�armestrom qR kann entweder von

au�en aufgepr�agt werden oder durch Konvektion bzw. Strahlung hervorgerufen werden. Die

Feldgleichungen (5.1), (5.2) zusammen mit den Randbedingungen (5.5) { (5.8) und entspre-

chenden Anfangsbedingungen f�ur x; _x und � legen das zu l�osende Anfangsrandwertproblem

fest.

Die �Uberf�uhrung dieses Anfangsrandwertproblems in eine Variationsformulierung, auch

schwache Formulierung genannt, geschieht durch integrale Mittelwertbildung. Hierzu wird

zun�achst die Impulsbilanz (5.1) skalar mit einer vektorwertigen Testfunktion � multipliziert

und �uber das Volumen des betrachten K�orpers integriert. Dasselbe erfolgt mit der W�arme-

bilanzgleichung (5.2), die mit einer skalarwertigen Testfunktion � gewichtet wird. Dies f�uhrt

zu Z
Rt

��divT dv +
Z
Rt

���(f � �x) dv = 0 ; (5.9)

Z
Rt

� divq dv +
Z
Rt

� �
�
c" _� � rw � wet � wp + _es

�
dv = 0 : (5.10)

Die Testfunktionen haben den Charakter von Gewichtsfunktionen, wobei � als virtuelle Ver-

schiebung und � als vituelle Temperatur aufzufassen sind. Der virtuelle Zustand mu� den

wesentlichen Randbedingungen auf den Randabschnitten @Ru
t und @R

�
t gen�ugen, d.h.

�R = 0 auf @Ru
t ; (5.11)

�R = 0 auf @R�
t : (5.12)
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Anwenden der Produktregel auf den ersten Term in (5.9) und (5.10) liefert unter Ber�ucksich-

tigung des Gau�schen Integralsatzes

Z
Rt

T�grad� dv �
Z
Rt

���(f � �x) dv �
Z
@Rt

T�R �n da = 0 ; (5.13)

Z
Rt

q�grad� dv �
Z
Rt

� �
�
c" _� � rw � wet � wp + _es

�
dv �

Z
@Rt

�R q�n da = 0 ; (5.14)

oder mit den Forderungen (5.11) und (5.12) nach Einarbeiten der Spannungsrandbedingung

(5.6) und der W�armeu�randbedingung (5.8)

G(u; �;�) =
Z
Rt

T�grad� dv �
Z
Rt

���(f � �x) dv �
Z

@R�t

tR ��R da = 0 ; (5.15)

L(u; �; �) =
Z
Rt

q � grad� dv �
Z
Rt

� �
�
c" _��rw�wet�wp+_es

�
dv �

Z
@Rqt

�R qR da = 0 :(5.16)

Der Spannungstensor T sowie die thermomechanischen Gr�o�en wet; wp und _es gehen aus der

Materialroutine hervor, w�ahrend q dem Fourierschen W�armeleitungsgesetz (4.9) unterliegt.

Die durch (5.15) und (5.16) gegebene schwache Formulierung erf�ullt die Feldgleichungen (5.1),

(5.2) und die nat�urlichen Randbedingungen (5.6), (5.8) nicht mehr exakt, sondern nur noch

im integralen Mittel1.

Es sei angemerkt, da� die Methode der �niten Elemente auf einer r�aumlich diskretisierten Form

dieser beiden Gleichungen basiert. Hierzu werden die unbekannten Zustandsgr�o�en (Verschie-

bung und Temperatur) durch Ansatzfunktionen approximiert, die die wesentlichen Randbe-

dingungen (5.5) und (5.7) erf�ullen m�ussen. Sei n die Anzahl aller Verschiebungs- und m die

Anzahl aller Temperaturfreiheitsgrade des FE-Modells, so kann (5.15) und (5.16) als ein Sy-

stem von (n+m) nichtlinearen Gleichungen dargestellt werden (siehe hierzu [40] (Kapitel 3.1.1,

Kapitel 6.1.1)).

1Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Methode der gewichteten Residuen [102, S.49�], d.h.

es werden N�aherungsl�osungen gesucht, so da� die ,Residuen' im Integralmittel verschwinden.
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5.1.2 Allgemeine Problemstellung

Das grundlegende Problem bei einer nichtlinearen Finite Elemente Berechnung besteht darin

zu einer gegebenen Belastung die entsprechende Gleichgewichtslage eines K�orpers zu ermitteln,

so da� die schwache Form der Impulsbilanz (5.15) und die schwache Form der W�armeleitungs-

gleichung (5.16), genauer gesagt deren r�aumlich diskretisierte Form, befriedigt wird2. Dies

erfordert in der Regel eine inkrementelle Vorgehensweise.

Betrachtet werde die Bewegung eines materiellen K�orpers B bzgl. eines raumfesten, kar-

tesischen Koordinatensystems mit Ursprung O (siehe Abbildung 5.1). Ausgehend von der

Ausgangskon�guration zum Zeitpunkt ti werden sukzessive Gleichgewichtslagen von B an dis-

kreten Zeitst�utzstellen t1; t2; ::t; t+�t; ::: bestimmt. Im folgenden wird davon ausgegangen,

da� alle Gleichgewichtslagen bis einschlie�lich zum Zeitpunkt t bekannt seien. Das Problem

besteht nun darin f�ur ein gegebenes Zeitinkrement �t die zum Zeitpunkt t+�t geh�orende

Gleichgewichtslage zu ermitteln. In anderen Worten ausgedr�uckt, handelt es sich hierbei um

ein sogenanntes dehnungsgesteuertes Zweipunktproblem, das es zu l�osen gilt.

Die von B zu den Zeitpunkten ti; t und t+�t eingenommenen Raumbereiche seien Ri;Rt und

Rt+�t. Insbesondere werden Variablen, die sich auf den Zeitpunkt t beziehen durch einen tief-

gestellten Index 0 gekennzeichnet, w�ahrend Gr�o�en zum Zeitpunkt t+�t den Index 1 besitzen.

Entsprechend dieser Konvention seien Xi;x0;x1 die Ortsvektoren eines materiellen Punktes

X zu den Zeitpunkten ti; t; t+�t. Der Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t ist durch den

Verschiebungsvektor u0 = u(Xi; t) = x0�Xi und das Temperaturfeld �0 = �(Xi; t) eindeutig

bestimmt. Der inkrementelle Verschiebungsvektor �u=x1�x0 und das inkrementelle Tempe-

raturfeld ��= �1��0 legen den gesuchten Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt t+�t fest.

Die gestrichelten Kon�gurationen in Abbildung 5.1 kennzeichnen Nichtgleichgewichtszust�ande

w�ahrend der Iteration. Weiterhin bezeichnen F0;F1;�F die Deformationsgradienten, die zwi-

schen den Tangentialvektorr�aumen von Punkten in Ri und Rt, Ri und Rt+�t sowie Rt und

Rt+�t operieren, wobei gilt F1=�FF0. Da als Referenzkon�guration die Kon�guration zum

Zeitpunkt t gew�ahlt wurde, liegt eine sogenannte updated Lagrange Formulierung [3, S.335 f]

vor, d.h. die Referenzkon�guration wird nach jedem Zeitschritt aktualisiert3.

2Es sei ausdr�ucklich darauf hingewiesen, da� der Begri� Gleichgewichtslage hier nicht im Sinne der Statik

aufzufassen ist, sondern einen Zustand beschreibt, bei dem alle Zustandsvariablen bekannt und Impuls- und

Energiebilanz erf�ullt sind.
3Im Gegensatz zur total Lagrange Formulierung, deren Referenzkon�guration die Ausgangskon�guration

zum Zeitpunkt ti ist.
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Abb. 5.1: Bewegung eines K�orpers bzgl. eines raumfesten, kartesischen Koordinaten-

systems.
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5.1.3 Gleichgewichtsiteration

Ein K�orper be�ndet sich in einem Gleichgewichtszustand, wenn die Feldgleichungen (5.15) und

(5.16) erf�ullt sind. In der Regel handelt es sich hierbei um ein nichtlineares Gleichungssystem

der Form

G�(�u;��;�) = 0 (5.17)

L�(�u;��;�) = 0 ; (5.18)

das iterativ gel�ost werden mu�4. Ein in der Praxis weit verbreitetes Iterationsverfahren zur

L�osung derartiger Nullstellenprobleme ist das Newton-Verfahren, das auch von ABAQUS ver-

wendet wird. Im Gegensatz zu anderen numerischen Verfahren, wie Modi�ed Newton oder

Quasi-Newton-Verfahren, zeichnet sich der Newton-Algorithmus durch eine quadratische Kon-

vergenzrate aus.

Die grundlegende Vorgehensweise beim Newton-Verfahren ist die folgende:

Nach dem i-ten Iterationsschritt liege eine N�aherungsl�osung �ui;��i der Gleichungen (5.17)

und (5.18) vor. L�osen des linearen Gleichungssystems

�
0
B@ G�(�ui;��i;�)
L�(�ui;��i;�)

1
CA =

0
BBBB@

@G�
@�u

@G�
@��

@L�
@�u

@L�
@��

1
CCCCA
�ui;��i

2
64 �ui+1 � �ui

��i+1 � ��i

3
75 (5.19)

liefert eine verbesserte N�aherungsl�osung �ui+1;��i+1.

Die Iteration wird solange fortgesetzt bis die Abbruchkriterien


G�(�ui+1;��i+1;�)
L�(�ui+1;��i+1;�)

 � " ;


�ui+1 � �ui

��i+1 � ��i

 � � ; � > 0 (5.20)

erf�ullt sind.

Die in (5.19) auftretende Funktionalmatrix, auch Jacobi-Matrix oder Tangentenstei�gkeits-

matrix genannt, l�a�t sich aus dem totalen Di�erential der Gleichungen (5.15) und (5.16)

dG� = dG�a + dG�b ; (5.21)

dG�a = d (
Z

Rt+�t

T�grad� dv ) = d (
Z
Rt

S�grad� dV ) ; (5.22)

4Es gilt: G(u1; �1;�) = G(u0+�u; �0+��;�)=G�(�u;��;�) = 0 ,

L(u1; �1;�) = L(u0+�u; �0+��;�)=L�(�u;��;�) = 0.

68



dG�b = � d (
Z

Rt+�t

���(f � �x) dv +
Z

@R�t+�t

t��R da ) ; (5.23)

dL� = dL�a + dL�b ; (5.24)

dL�a = d (
Z

Rt+�t

� � (wet+wp� _es) dv ) =
Z
Rt

�R � (dwet+dwp�d_es) dV ; (5.25)

dL�b = d (
Z

Rt+�t

q � grad� dv �
Z

Rt+�t

� �
�
c" _��rw

�
dv �

Z
@Rqt+�t

�R qR da ) (5.26)

ableiten. Der Term dG�a kann mit Hilfe der Beziehungen

d(grad� ) = d(GRAD� F�1 ) = GRAD� dF�1 ; (5.27)

dF�1 = �F�1 dFF�1 (5.28)

in

dG�a =
Z
Rt

dS�grad� dV �
Z
Rt

S�GRAD�F�1 dFF�1 dV ; (5.29)

�uberf�uhrt werden.

Sowohl der erste Term in (5.29) als auch Gleichung (5:25)2 h�angt von den in der Material-

routine zugrunde gelegten konstitutiven Beziehungen ab und mu� deshalb individuell vom

Benutzer bereitgestellt werden. Wie die von ABAQUS geforderten Beitr�age zur Tangenten-

stei�gkeitsmatrix im einzeln auszusehen haben, wird in Kapitel 5.2.6 n�aher erl�autert. Alle

anderen Terme, insbesondere die Gr�o�en dG�b und dL�b , werden von ABAQUS intern berech-

net und sollen hier nicht weiter betrachtet werden5.

5Der Leser sei in diesem Zusammenhang auf die Kapitel 3.1.1 und 6.1.1 in [40] verwiesen.
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5.2 Integrationsalgorithmus

In diesem Kapitel wird ein auf das Finite Elemente Programm ABAQUS abgestimmter Inte-

grationsalgorithmus f�ur das in Tabelle 4.1 vorliegende System von konstitutiven Gleichungen

vorgestellt. ABAQUS bietet die M�oglichkeit �uber die Benutzerschnittstelle UMAT, eigene

Materialmodelle zu implementieren. Hierbei wird nahegelegt, zur Integration der Material-

gleichungen den Hughes-Winget-Algorithmus [44] zu verwenden.

In Anlehnung an Weber [101] wird zun�achst eine bar-Transformation eingef�uhrt. In diesem

Zusammenhang beschreibe der Ortsvektor x = ~x(x0; �) die Lage eines materiellen Punktes

zum Zeitpunkt � 2 [t; t+�t] , wobei f�ur festgehaltenes � eine Inverse x0 = ~x0(x; �) existiert.

Die Notation in 5.1.2 beibehaltend gilt x0 = ~x(x0; t) bzw. x1 = ~x(x0; t+�t). Der Defor-

mationsgradient, der Geschwindigkeitsvektor und der Geschwindigkeitsgradient lassen sich im

betrachteten Zeitintervall somit wie folgt darstellen:

F = ~F(x0; �) =
@~x(x0; �)

@x0
; (5.30)

v = ~v(x0; �) =
d

d�
~x(x0; �) ; (5.31)

L = ~L(x0; �) =
@~v(x0; �)

@x
=

 
d

d�
~F(x0; �)

!�
~F(x0; �)

��1
; (5.32)

mit ~F(x0; t)=1 und ~F(x0; t+�t)=�F. F�ur festgehaltenes x0 sei

A(�) = QT (�)A(�)Q(�) (5.33)

die bar-Transformierte eines symmetrischen Euler'schen Tensorfeldes A, wobei der Rotations-

tensor Q durch die L�osung des Anfangswertproblems

d

d�
Q(�) = W(�)Q(�) ; Q(t) = 1 (5.34)

bestimmt ist. Der Wirbeltensor W geht aus (2.12) hervor. Di�erentiation der Beziehung

(5.33) liefert folgenden Zusammenhang zwischen der materiellen Zeitableitung von A und

der Jaumann-Ableitung von A:

d

d�
A = QT

 
d

d�
A � WA + AW

!
Q = QT

�

A Q : (5.35)

70



Das in Tabelle 4.1 zusammengefa�te System der konstitutiven Gleichungen wird mit Hilfe

eines Operator-Split-Verfahrens integriert. In Analogie zu Jansohn [45] wird ein dreifacher

Operator-Split eingef�uhrt, worin Operator I die rein thermoelastischen Anteile, Operator II die

inelastischen Anteile einschlie�lich Sch�adigung und Operator III die statischen Erholungsterme

beinhaltet. Bei Plastizit�at entf�allt Operator III.

Der hier vorliegende Fall geht von einem Anfangswertproblem der Form

d

d�

 
S

1�d

!
=

d

d�

I 
S

1�d

!
+

d

d�

II 
S

1�d

!
+

d

d�

III 
S

1�d

!
; (5.36)

d

d�

 
Z

1�d

!
=

d

d�

I 
Z

1�d

!
+

d

d�

II 
Z

1�d

!
+

d

d�

III 
Z

1�d

!
; (5.37)

d

d�

 
k

1�d

!
=

d

d�

I 
k

1�d

!
+

d

d�

II 
k

1�d

!
+

d

d�

III 
k

1�d

!
; (5.38)

d d

d�
=

d
I
d

d�
+

d
II
d

d�
+

d
III
d

d�
; (5.39)

d s

d�
=

d
I
s

d�
+

d
II
s

d�
+

d
III
s

d�
; (5.40)

mit den Anfangswerten

I

S0 = S0 ;
I

Z0 = Z0 ;
I

k0 = k0 ;
I

d0 = d0 ;
I

s0 = s0 (5.41)

aus, das als Summe dreier nichtlinearer Operatoren geschrieben wird6. Hierzu werden zun�achst

die Gleichungen (4.83) und (4.88) mittels der Beziehung (2.40) in gew�ohnliche Di�erential-

gleichungen �uberf�uhrt.

Der thermoelastische Anteil (Operator I) ist durch das Di�erentialgleichungssystem

d

d�

I 
S

1�d

!
= L

I 
S

1�d

!
+

I 
S

1�d

!
LT + C [D�(�0��r+�) d�

d�
1] ; (5.42)

d

d�

I 
Z

1�d

!
= L

I 
Z

1�d

!
+

I 
Z

1�d

!
LT +

c0

c

d�

d�

I 
Z

1�d

!
; (5.43)

6Prinzipiell ist eine beliebige additive Zerlegung des Gleichungssystems m�oglich, insofern sie physikalisch

sinnvoll ist. Simo & Ju [84] bzw. Ju [46] f�uhren f�ur den elastoplastischen Fall mit Sch�adigung ebenfalls einen

dreifachen Operator-Split ein, allerdings unterscheiden sie zwischen einem elastischen, einem plastischen und

einem Sch�adigungsanteil.
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d

d�

I 
k

1�d

!
=

8<
:h0 + 0



0
@I 

k

1�d

!
�h

1
A
9=
; d�

d�
; (5.44)

d
I
d

d�
= 0 ; (5.45)

d
I
s

d�
= 0 (5.46)

festgelegt, dessen L�osungen als Anfangswerte f�ur den inelastischen Anteil dienen.

Der inelastische Anteil (Operator II) ist durch das folgende Di�erentialgleichungssystem de-

�niert:

d

d�

II 
S

1�d

!
= �

s
3

2

d
II
s

d�
C [

II

N] ; (5.47)

d

d�

II 
Z

1�d

!
=

0
@
s
3

2
c

II

N � b

II 
Z

1�d

!1A d
II
s

d�
; (5.48)

d

d�

II 
k

1�d

!
= �

0
@ � �

0
@II 

k

1�d

!
�h

1
A
1
A d

II
s

d�
; (5.49)

d
II
d

d�
=

 
a0 + (a1 + a2

II

d)
(�
et)

n

(1�IId)q

!
d

II
s

d�
; (5.50)

dF

d�
= 0 ) d

II
s

d�
f�ur F=0 &

dF

d�

�����
Fp=konst:

� 0

d
II
s

d�
= 0 sonst

9>>>>>=
>>>>>;

(PL) ; (5.51)

d
II
s

d�
=
hFim
�

(VP) : (5.52)

Bei Plastizit�at sind die L�osungen dieses Di�erentialgleichungssystems identisch mit den ge-

suchten L�osungen des Anfangswertproblems, w�ahrend sie bei Viskoplastizit�at als Anfangswerte

f�ur den statischen Erholungsterm benutzt werden.

Operator III beinhaltet die statischen Erholungsterme und spielt deshalb nur im Falle der

Viskoplastizit�at eine Rolle. Die gesuchten L�osungen des Anfangswertproblems gehen somit

aus dem Di�erentialgleichungssystem

72



d

d�

III 
S

1�d

!
= 0 ; (5.53)

d

d�

III 
Z

1�d

!
= � p


III 

Z

1�d

!
w�1 III 

Z

1�d

!
; (5.54)

d

d�

III 
k

1�d

!
= � �

0
@III 

k

1�d

!
�h

1
A!

; (5.55)

d
III

d

d�
= 0 ; (5.56)

d
III
s

d�
= 0 (5.57)

hervor.

5.2.1 Integration des thermoelastischen Anteils

Die Integration des thermoelastischen Anteils erfolgt mit dem Hughes-Winget-Algorith-

mus [44]. Dieser geht davon aus, da� die tensoriellen Evolutionsgleichungen mit Jaumann-

Ableitungen formuliert werden. Infolgedessen werden die Gleichungen (5.42) und (5.43) mit

Hilfe der Beziehungen (2.10), (2.12) zun�achst so umgeschrieben, da� auf der linken Seite die

entsprechenden Jaumann-Ableitungen stehen. Da
I
d=d0=konst: folgt

d
I
S

d�
� W

I

S +
I

SW = D
I

S +
I

SD + (1�d0)C [D�(�0��r+�) d�
d�

1] ; (5.58)

d
I
Z

d�
� W

I

Z +
I

ZW = D
I

Z +
I

ZD +
c0

c

d�

d�

I

Z ; (5.59)

oder nach R�uckrotation in die Kon�guration Rt mittels (5.33) und (5.35)

d
I
S

d�
= D

I

S +
I

SD + (1�d0)C [D�(�0��r+�) d�
d�

1] ; (5.60)

d
I
Z

d�
= D

I

Z +
I

ZD +
c0

c

d�

d�

I

Z : (5.61)

Die bar-transformierten Gleichungen besitzen die Form von gew�ohnlichen Di�erential-

gleichungen, die zusammen mit der verbleibenden Evolutionsgleichung (5.44)

d
I
k

d�
=

 
0



I

k + (1�d0) (h
0�

0


h)

!
d�

d�
(5.62)
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mit einem stabilen impliziten Euler-Verfahren integriert werden k�onnen. Anwenden der Mittel-

punktsregel mit den Anfangsbedingungen

I

S0 = QT
0 S0Q0 = S0 ;

I

Z0 = QT
0 Z0Q0 = Z0 ;

I

k0 = k0 ; (5.63)

die aus (5.33) und (5:34)2 hervorgehen, f�uhrt unter der Voraussetzung einer konstanten Tem-

peraturgeschwindigkeit

d�

d�
=

�1��0
�t

=
��

�t
(5.64)

zu

I

S1 = S0 + �t

 
D1=2

I

S1=2 +
I

S1=2D1=2 + (1�d0)C1=2

"
D1=2 � C�1=2

��

�t
1

#!
; (5.65)

I

Z1 = Z0 + �t
�
D1=2

I

Z1=2 +
I

Z1=2D1=2

�
+ 2CZ1=2 ��

I

Z1=2 ; (5.66)

I

k1 = k0 +
n
2CK1=2

I

k1=2 + (1�d0)
�
h01=2�2CK1=2

h1=2
�o

�� ; (5.67)

mit

C�1=2 = �01=2 ��r1=2+�1=2 ; (5.68)

CZ1=2 =
c01=2
2 c1=2

; (5.69)

CK1=2
=

01=2
2 1=2

: (5.70)

Der tiefgestellte Index 1=2 kennzeichnet Gr�o�en zum Zeitpunkt t+�t=2 , wobei gilt:

I

S1=2 =
1

2
(S0+

I

S1) ;
I

Z1=2 =
1

2
(Z0+

I

Z1) ;
I

k1=2 =
1

2
(
I

k0+
I

k1) : (5.71)

Eine weitere charakteristische Eigenschaft des Hughes-Winget-Algorithmus ist die An-

nahme eines konstanten Verzerrungsgeschwindigkeitstensors D (�) im betrachteten Zeitinter-

vall � 2 [t; t+�t], mit dessen Hilfe ein Verzerrungsinkrement

�" := �tD (5.72)

de�niert wird.

Durch anschlie�ende Vorw�artsrotation der bar-transformierten Zustandsvariablen in die Kon-

�guration Rt+�t erh�alt man die gesuchten L�osungen des Anfangswertproblems I. -Gem�a� den
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Abbildungsvorschriften
I
S1 = Q1

I
S1Q

T
1 und

I
Z1 = Q1

I
Z1Q

T
1 ergeben sich unter Ber�uck-

sichtigung der Beziehungen (5:71)1 und (5:71)2

I

S1 � 1

2

�
�"

I

S1 +
I

S1�"
�
=

S�0 +
1

2
(�"S�0 + S�0�") + (1�d0)C1=2 [�" � C�1=2 �� 1] ; (5.73)

�
1 � CZ1=2 ��

�
I

Z1 � 1

2

�
�"

I

Z1 +
I

Z1�"
�
=

�
1 + CZ1=2 ��

�
Z�0 +

1

2
(�"Z�0 + Z�0�") ; (5.74)

wobei

S�0 = Q1 S0Q
T
1 ; (5.75)

Z�0 = Q1 Z0Q
T
1 ; (5.76)

�" = Q1�"Q
T
1 : (5.77)

Mit den beiden Tensoren vierter Stufe Z und P, deren Komponenten bzgl. eines kartesischen

Koordinatensystems durch

Zijml=Eijml � 1

2
(�"im �lj + �il�"mj) ; (5.78)

Pijml=
�
1 � CZ1=2 ��

�
Eijml � 1

2
(�"im �lj + �il�"mj) (5.79)

bestimmt sind sowie der Beziehung (5:71)3 folgt aus (5.73), (5.74) und (5.67)

I

S1 =
I �S (�";��;Q1) =

Z�1
�
S�0 +

1

2
(�"S�0 + S�0�") + (1�d0)C1=2 [�" � C�1=2 �� 1]

�
; (5.80)

I

Z1 =
I �Z (�";��;Q1) = P�1

��
1 + CZ1=2 ��

�
Z�0 +

1

2
(�"Z�0 + Z�0�")

�
; (5.81)

I

k1 =
I�k (��) =

1

1�CK1=2
��

n�
1+CK1=2

��
�
k0+(1�d0)

�
h01=2�2CK1=2

h1=2
�
��
o
: (5.82)
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Weiterhin liefert Integration von (5.45) und (5.46) mit (5:41)4;5 sofort

I

d1 = d0 ;
I

s1 = s0 : (5.83)

Die inkrementelle Objektivit�at im Sinne von Hughes & Winget kann durch einen im be-

trachteten Zeitintervall konstanten Geschwindigkeitsgradienten

L = konst: =
2

�t
(�F � 1) (�F + 1)�1 (5.84)

gew�ahrleistet werden. Aufgrund dessen ist auch

D =
1

2
(L + LT ) = konst: ; W =

1

2
(L � LT ) = konst: ; (5.85)

und das Verzerrungsinkrement �" ist durch

�" = �tD (5.86)

bestimmt. Zudem kann mit Hilfe der Beziehung (5:85)2 das Anfangswertproblem (5.34) gel�ost

werden. Integration mit der Mittelpunktsregel und die Forderung nach Orthogonalit�at des

Rotationstensors Q1 liefert

Q1 =
�
1 � �t

2
W
��1 �

1 � �t

2
W
�

: (5.87)

Die Herleitung der Gleichungen (5.84) und (5.87) wird ausf�uhrlich in den Arbeiten vonHughes

& Winget [44], Weber [101] und Jansohn [45] beschrieben.

5.2.2 Integration des inelastischen Anteils

Als Anfangswerte f�ur das Teilproblem II werden die L�osungen des thermoelastischen Anteils

II

S0=
I

S1 ;
II

Z0=
I

Z1 ;
II

k0=
I

k1 ;
II

s0=
I

s1 ;
II

d0=
I

d1 (5.88)

verwendet. Zun�achst wird �uberpr�uft, ob inelastische Belastung vorliegt. Dies ist dann der Fall,

wenn der Spannungspunkt au�erhalb des elastischen Bereichs liegt, d.h.

�F (
I

S1;
I

Z1;
I

k1;
I

d1) =

s
3

2


I 
S�Z
1�d

!D

1
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I 

k

1�d

!
1

> 0 (5.89)

gilt. Andernfalls ist der Deformationsproze� rein elastisch und die gesuchten L�osungen des

Anfangswertproblems II sind durch

II

S1=
I

S1 ;
II

Z1=
I

Z1 ;
II

k1=
I

k1 ;
II

s1=
I

s1 ;
II

d1=
I

d1 (5.90)
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bestimmt.

Interessanter ist der nichttriviale Fall, der von inelastischem Flie�en ausgeht. Vollimplizite

Integration der Di�erentialgleichungen (5.47){(5.50) liefert unter Ber�ucksichtigung der Gr�o�en

II

N1 =

�
II
S1�II

Z1

�D
�IIS1�IIZ1

�D ; (5.91)

�1 :=

s
3

2
�t

d
II
s

d�

�����
� = t+�t

(5.92)

sowie dem Elastizit�atstensor (3.31) das folgende Gleichungssystem:
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1�d

!
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S
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� 2�1 �1
II

N1 ; (5.93)
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; ; (5.95)

II

s1 =
I
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s
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3
�1 ; (5.96)

II

d1 =
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s
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3

(
a01 + (a11+a21

II

d1)
(�
et1)

n1

(1�IId1)q1

)
�1 ; (5.97)

wobei die elastische Energiefreisetzungsrate (4.90) am Inkrementende aufgrund der Beziehun-

gen (5.91) und (5.93) durch


et1 = �
8><
>:

1

4�1


0
@I 

S

1�d

!D

1

� 2�1 �1
II

N1

1
A

2

+
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1�d

!
1

1
A2
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>; (5.98)

festgelegt ist. Es ist ersichtlich, da�
II
N1, �1 und

II
d1 die ma�gebenden Gr�o�en darstellen, d.h.

sind deren Werte bekannt, so k�onnen unmittelbar auch die Zustandsvariablen
II
S1,

II
Z1,

II
k1,

und
II
s1 ermittelt werden. Die Berechnung von

II
N1 und �1 geht auf einen Ansatz von Simo &

Taylor [88] zur�uck, die allerdings nur lineare kinematische Verfestigung betrachteten. Dieser

Ansatz wurde von Hartmann et. al. [36] auf nichtlineare kinematische Verfestigung vom

Amstrong-Frederick-Typ erweitert und von Jansohn [45] �ubernommen.
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Aus den Beziehungen (5.51) und (5.52) folgt im Falle inelastischer Belastung

F1 = 0 (PL) ; (5.99)

�1 =

s
3

2
�t

hF1im1

�1
(VP) (5.100)

mit
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2


II 

S�Z
1�d
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II 

k

1�d

!
1

: (5.101)

Die statische Flie��ache (5.99) und die dynamische Flie��ache, die aus Gleichung (5.100)

hervorgeht, lassen sich in einheitlicher Form
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 � k1 = 0 (5.102)

mit
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(5.103)

darstellen. Ausgehend von (5.102) ergibt sich zun�achst mit (5.91)
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S�Z
1�d

!D

1

=

s
2

3
k1

II

N1 ; (5.104)

oder mittels der Beziehungen (5.93) und (5.94)

II 
S�Z
1�d

!D

1

=
�

1+
q

2
3
b1 �1

� �1

0
@2�1 + c1

1+
q

2
3
b1 �1

1
AII

N1 ; (5.105)

mit

� = ~� (�";��;Q1; �1) = (1+

s
2

3
b1 �1)

I 
S

1�d

!D

1

�
I 

Z

1�d

!D

1

: (5.106)

Gleichsetzen von (5.104) und (5.105) zusammen mit der De�nition

g1 = ~g (��; �1) :=

0
@2�1 + c1 + 2�1

s
2

3
b1 �1 +

2

3
b1 k1

1
A �1 (5.107)
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f�uhrt zu

II

N1 =
II ~N (�";��;Q1; �1) =

�

g1 +
q

2
3
k1

: (5.108)

Da
IIN1

=1 und der Nenner in (5.108) stets gr�o�er Null ist, folgt

II

�1 =
II ~� (�";��;Q1; �1) = k�k � g1 �

s
2

3
k1 = 0 (5.109)

als Bestimmungsgleichung f�ur �1
7.

Die verbleibende Gleichung (5.97) liefert unter Ber�ucksichtigung der Beziehungen (5.98), (5.80)

und (5.108) eine weitere nichtlineare Gleichung

II

�1 =
II ~� (�";��;Q1; �1;

II

d1)

=
II

d1 � I

d1 �
s
2

3

(
a01 + (a11+a21

II

d1)
(�
et1)

n1

(1�IId1)q1

)
�1 = 0 (5.110)

zur Bestimmung von
II
d1.

Diese Vorgehensweise erm�oglicht das zu l�osende Gleichungssystem von urspr�unglich f�unfzehn

Gleichungen (5.93){(5.97) auf die L�osung zweier nichtlinearer Gleichungen (5.109), (5.110)

zu reduzieren8. Die beiden unbekannten Gr�o�en �1 und
II
d1 werden mit Hilfe des Newton-

Verfahrens ermittelt. Einsetzen von �1 und
II
d1 in (5.108), (5.93){(5.96) liefert die gesuchten

L�osungen
II
S1,

II
Z1,

II
k1 und

II
s1.

5.2.3 Integration der statischen Erholungsterme

Das Anfangswertproblem III ist nur bei viskoplastischemMaterialverhalten relevant. Vollimpli-

zite Integration des Di�erentialgleichungssystems (5.53){(5.57) mit den Anfangsbedingungen

III

S0=
II

S1 ;
III

Z0=
II

Z1 ;
III

k0=
II

k1 ;
III

s0=
II

s1 ;
III

d0=
II

d1 (5.111)

und der De�nition

K1 :=


III 

Z

1�d

!
1

 (5.112)

7Bleiben Sch�adigungse�ekte unber�ucksichtigt, d.h. d=0, so ist (5.109) identisch mit der in [29] angegebenen

Darstellung.
8Im Falle q=0 kann Gleichung (5.110) direkt nach

II

d1 aufgel�ost werden. Somit verbleibt lediglich Gleichung

(5.109), die es zu l�osen gilt.
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liefert f�ur die Verfestigungsvariablen

III 
Z

1�d

!
1

=
1

1+�t p1Kw1�1
1

II 
Z

1�d

!
1

; (5.113)

III 
k

1�d

!
1

=

II 
k

1�d

!
1

� �t �1

0
@III 

k

1�d

!
1

�h1
1
A!1

; (5.114)

w�ahrend die �ubrigen Zustandsvariablen unver�andert bleiben

III

S1=
II

S1 ;
III

s1=
II

s1 ;
III

d1=
II

d1 : (5.115)

Bildet man die Norm der Beziehung (5.113), so ergibt sich

III

�1 =
III ~� (�";��;Q1;K1) = K1 + �t p1Kw1

1 �

II 

Z

1�d

!
1

 = 0 (5.116)

als Bestimmungsgleichung f�ur K1. F�ur bekanntes K1 l�a�t sich
III
Z1 aus Gleichung (5.113)

berechnen.

Entsprechend l�a�t sich (5.114) in ein Nullstellenproblem der Form

III

�1 =
III ~� (�";��;Q1;

III

k1)

=

III 
k

1�d

!
1

�
II 

k

1�d

!
1

+ �t �1

0
@III 

k

1�d

!
1

�h1
1
A!1

= 0 (5.117)

�uberf�uhren, aus dem iterativ
III

k1 bestimmt werden kann.

Die gesuchten Zustandsgr�o�en zum Zeitpunkt t+�t sind somit durch die L�osungen des An-

fangswertproblems III

S1 =
III

S1 =
II

S1 ; (5.118)

Z1 =
III

Z1 ; (5.119)

k1 =
III

k1 ; (5.120)

s1 =
III

s1 =
II

s1 ; (5.121)

d1 =
III

d1 =
II

d1 (5.122)

gegeben.
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5.2.4 Berechnung thermomechanischer Gr�o�en

Bei gekoppelten thermomechanischen Problemen mu� von der Benutzerschnittstelle UMAT

zus�atzlich die thermoelastische Kopplung wet, die spezi�sche plastische Spannungsleistung wp

und die in Form von innerer Energie im Material gespeicherte spezi�sche Leistung _es am

Inkrementende zur Verf�ugung gestellt werden.

Der thermoelastische Kopplungsterm (4.93) l�a�t sich unter Ber�ucksichtigung der Beziehung

(5.86) durch

wet1 = � 1

�R
(1�d1)Ct1 (Sp�") (5.123)

mit

Ct1 = 3 �1 (�
0

1��r1 + �1)
�1
�t

(5.124)

darstellen. Einsetzen von (5.92) in (4.94) liefert zusammen mit (4:86)2 f�ur die spezi�sche

plastische Spannungsleistung

wp1 =
1

�R

�1
�t

S1 �N1 (5.125)

mit

N1 =
(S1�Z1)

D(S1�Z1)
D
 : (5.126)

Die spezi�sche Leistung infolge der �Anderung der inneren Variablen

_es1 = _esr1 + _esY1 + _esd1 (5.127)

kann mit Hilfe von (5.92), (4.96){(4.100) und den De�nitionen

Cr1 =
1

1

 
1�

0
1

1
�1

!
; (5.128)

CY1 =
1

c1

 
1� c

0
1

c1
�1

!
(5.129)

wie folgt geschrieben werden:

_esr1 =
(1�d1)

�R

(
k1

1�d1
� 01

1

 
k1

1�d1
� h1

!
�1 � h01 �1

)
_r1 ; (5.130)
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_esY1 =
(1�d1)

�R

 
1 � c01

c1
�1

!  
Z1

1�d1

!
� _Y1 ; (5.131)

_esd1 = � 1

�R

8<
:�
et1 + (�01��r1+�1) Sp

 
S1

1�d1

!
�1 +

1

2
Cr1

 
k1

1�d1
�h1

!2

+
1

1
(h1�h01 �1)

 
k1

1�d1
�h1

!
+

1

2
CY1

 
Z1

1�d1

!
�
 

Z1

1�d1

!)
_d1 ; (5.132)

mit

_r1 =

8>>>>>><
>>>>>>:

s
2

3
�1

 
1 � �1

1

 
k1

1�d1
� h1

!!
�1
�t

� �1
1

 
k1

1�d1
� h1

!!1

(VP)

s
2

3
�1

 
1 � �1

1

 
k1

1�d1
� h1

!!
�1
�t

(PL)

(5.133)

_Y1 =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

1

c1

0
@c1N1�

s
2

3
b1

 
Z1

1�d1

!
+2

 
Z1

1�d1

!
N1

1
A �1
�t
�p1
c1

 Z1

1�d1


w1�1 Z1

1�d1

!
(VP)

1

c1

0
@c1N1�

s
2

3
b1

 
Z1

1�d1

!
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Z1

1�d1

!
N1

1
A �1
�t

(PL)

(5.134)

_d1 =

s
2

3

 
a01 + (a11 + a21 d1)

(�
et1)
n1

(1�d1)q1

!
�1
�t

; (5.135)


et1 = � 1

(1�d1)2

(
1

4�1
SD1 � SD1 +

1

6 (2�1+3�1)
(SpS1)

2

)
: (5.136)

Insbesondere bei der Berechnung der Tangentenstei�gkeit ist es von Vorteil, die am Inkrement-

ende berechneten Gr�o�en wet, wp und _es zu einem Term

wg1 := wet1 + wp1 � _es1 (5.137)

zusammenzufassen.
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5.2.5 Zusammenfassende Darstellung

Die vorherigen Kapitel lassen folgende Abh�angigkeiten erkennen:

Die Integration des thermoelastischen Anteils (Operator I) mit dem Hughes-Winget-Algo-

rithmus f�uhrt gem�a� (5.80), (5.81) und (5.82) zu

I

S1 =
I �S (�";��;Q1) ; (5.138)

I

Z1 =
I �Z (�";��;Q1) ; (5.139)

I

k1 =
I�k (��) : (5.140)

Entsprechend folgt f�ur Operator II aus (5.109) und (5.110) zun�achst

�1 = �� (�";��;Q1) ; (5.141)

II

d1 =
II�d (�";��;Q1) ; (5.142)

bzw. aufgrund der Beziehungen (5.103) und (5.106){(5.110)

k1 = ~k (��; �� (�";��;Q1)) = �k (�";��;Q1) ; (5.143)

� = ~� (�";��;Q1; �� (�";��;Q1)) = �� (�";��;Q1) ; (5.144)

g1 = ~g (��; �� (�";��;Q1)) = �g (�";��;Q1) ; (5.145)

II

N1 =
II ~N (�";��;Q1; �� (�";��;Q1)) =

II �N (�";��;Q1) ; (5.146)


et1 = ~
et (�";��;Q1; �� (�";��;Q1)) = �
et (�";��;Q1) ; (5.147)

II

�1 =
II ~� (�";��;Q1; �� (�";��;Q1)) =

II �� (�";��;Q1) ; (5.148)

II

�1 =
II ~� (�";��;Q1; �� (�";��;Q1);

II�d (�";��;Q1)) =
II �� (�";��;Q1) : (5.149)

Die �ubrigen Zustandsvariablen gehen aus (5.93){(5.96) hervor:

II

S1 =
II ~S (�";��;Q1; �� (�";��;Q1);

II�d (�";��;Q1)) =
II �S (�";��;Q1) ; (5.150)

II

Z1 =
II ~Z (�";��;Q1; �� (�";��;Q1);

II�d (�";��;Q1)) =
II �Z (�";��;Q1) ; (5.151)

II

k1 =
II~k (��; �� (�";��;Q1);

II�d (�";��;Q1)) =
II�k (�";��;Q1) ; (5.152)
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II

s1 =
II

~s (�� (�";��;Q1)) =
II

�s (�";��;Q1) : (5.153)

F�ur Operator III gilt aufgrund der Beziehungen (5.116), (5.117) und (5.113)

IIIK1 =
III �K (�";��;Q1) ; (5.154)

III

k1 =
III�k (�";��;Q1) ; (5.155)

III

Z1 =
III ~Z (�";��;Q1; �K (�";��;Q1)) =

III �Z (�";��;Q1) ; (5.156)

III

�1 =
III ~� (�";��;Q1; �K (�";��;Q1)) =

III �� (�";��;Q1) (5.157)

III

�1 =
III ~� (�";��;Q1;

III�k (�";��;Q1)) =
III �� (�";��;Q1) : (5.158)

Die gesuchten Zustandsgr�o�en zum Zeitpunkt t+�t lassen sich somit entsprechend (5.118){

(5.122) in der Form

S1 = �S (�";��;Q1) ; (5.159)

Z1 = �Z (�";��;Q1) ; (5.160)

k1 = �k (�";��;Q1) ; (5.161)

s1 = �s (�";��;Q1) ; (5.162)

d1 = �d (�";��;Q1) : (5.163)

darstellen.

F�ur die in Kapitel 5.2.4 berechneten thermomechanischen Gr�o�en ergeben sich unter Ber�uck-

sichtigung der Beziehungen

N1 = �N (S1;Z1) = �N (�";��;Q1) ; (5.164)


et1 = �
et (��;S1; d1) = �
et (�";��;Q1) (5.165)

folgende Zusammenh�ange:

wet1 = �wet (�";��; d1) = �wet (�";��;Q1) ; (5.166)

wp1 = �wp (S1;Z1; �1) = �wp (�";��;Q1) ; (5.167)

_esr1 = �_esr (��; k1; �1; d1) = �_esr (�";��;Q1) ; (5.168)

_esY1 = �_esY (��;S1;Z1; �1; d1) = �_esY (�";��;Q1) ; (5.169)

_esd1 = �_esd (��;S1;Z1; k1; �1; d1) = �_esd (�";��;Q1) ; (5.170)

_es1 = �_es (��;S1;Z1; k1; �1; d1) = �_es (�";��;Q1) ; (5.171)

wg1 = �wg (�";��;S1;Z1; k1; �1; d1) = �wg (�";��;Q1) : (5.172)
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5.2.6 Beitr�age zur Tangentenstei�gkeit

Wie bereits in Kapitel 5.1.3 angedeutet, m�ussen in UMAT diejenigen Beitr�age zur Tangen-

tenstei�gkeit ermittelt werden, die von den zugrunde gelegten Materialgleichungen abh�angen.

Hierzu wird zun�achst � = t+�t gesetzt, so da� (5.159) in der Form

S1 = S (�) = �S (�"(�);��(�);Q(�)) (5.173)

geschrieben werden kann. Die entsprechende bar-Transformierte l�a�t sich als Funktion

�S (�) = QT (�)S(�)Q(�) = ��S (�"(�);��(�)) (5.174)

au�assen. Ausgehend von (5.77) und (5:174)1 erh�alt man f�ur die totalen Di�erentiale der

bar-transformierten Gr�o�en

d�"(�) = QT (�)
�

d�"(�)Q(�) ; (5.175)

d�S(�) = QT (�)
�

dS(�)Q(�) ; (5.176)

wobei

�

d�"(�) = d�"(�) � dQ(�)QT (�)�"(�) + �"(�) dQ(�)QT (�) ; (5.177)

�

dS(�) = dS(�) � dQ(�)QT (�)S(�) + S(�) dQ(�)QT (�) (5.178)

sogenannte Jaumann-Inkremente repr�asentieren. Weiterhin folgt aus (5.173)

dS(�) =
@�S

@�"
[d�"(�)] +

@�S

@��
d��(�) +

@�S

@Q
[dQ(�)] ; (5.179)

bzw. unter Ber�ucksichtigung von (5.177) und (5.178)

�

dS(�) =
@�S

@�"

�
�

d�"(�)
�
+

@�S

@��
d��(�) + N [dQ(�)] (5.180)

mit

N [dQ(�)] =
@�S

@�"

h
dQ(�)QT (�)�"(�) � �"(�) dQ(�)QT (�)

i
+

@�S

@Q
[dQ(�)] �

� dQ(�)QT (�)S(�) + S(�) dQ(�)QT (�) : (5.181)
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Ersetzt man die Jaumann-Inkremente mit Hilfe der Gleichungen (5.175) und (5.176), so f�uhrt

dies zu

d�S(�) = QT (�)
@�S

@�"

h
Q(�) d�"(�)QT (�)

i
Q(�) + QT (�)

@�S

@��
Q(�) d��(�)+

+QT (�)N [dQ(�)] Q(�) : (5.182)

Das totale Di�erential d�S(�) kann aufgrund der Beziehung (5.174) auch in der Form

d�S(�) =
@��S

@�"
[d�"(�)] +

@��S

@��
d��(�) (5.183)

dargestellt werden. Koe�zientenvergleich von (5.182) und (5.183) liefert

@��S

@�"
[d�"(�)] = QT (�)

@�S

@�"

h
Q(�) d�"(�)QT (�)

i
Q(�) ; (5.184)

@��S

@��
= QT (�)

@�S

@��
Q(�) ; (5.185)

N [dQ(�)] = 0 ; (5.186)

und somit f�ur (5.180) unter Einbeziehung von (5.178)

dS(�) = dQ(�)QT (�)S(�)�S(�) dQ(�)QT (�)+
@�S

@�"

�
�

d�"(�)
�
+
@�S

@��
d��(�) : (5.187)

Mittels dieser Beziehung wird der Term dS(�) in Gleichung (5.29) bestimmt. Hierbei obliegt

es dem Benutzer die Tensoren

@�S

@�"
;

@�S

@��
(5.188)

am Inkrementende bereitzustellen, w�ahrend die �ubrigen Gr�o�en von ABAQUS intern berech-

net werden (siehe hierzu Jansohn [45], Nagdegall et. al. [76]).

Weiterhin mu� der in Gleichung (5.25) auftretende Term

dwg(�) = dwet(�) + dwp(�) � d_es(�) (5.189)

ermittelt werden. Wie man unschwer erkennen kann, l�a�t sich wg(�) als Funktion

wg(�) = �wg (�"(�);��(�);Q(�)) =
_

wg (�"(�);��(�)) (5.190)

86



darstellen. Man erh�alt ausgehend von (5:190)1 unter Einbeziehung von (5.177) f�ur das totale

Di�erential

dwg(�) =
@ �wg

@�"
� �d�"(�) + @ �wg

@��
d��(�) + F � dQ(�) (5.191)

mit

F � dQ(�) =
@ �wg

@�"
�
�
dQ(�)QT (�)�" � �" dQ(�)QT (�)

�
+
@ �wg

@Q
� dQ(�) (5.192)

oder aus (5:190)2

dwg(�) =
@
_

wg

@�"
� d�"(�) + @

_

wg

@��
d��(�) : (5.193)

Ein Koe�zientenvergleich dieser beiden Gleichungen f�uhrt unter Ber�ucksichtigung von (5.175)

zu

@
_

wg

@�"
� d�"(�) =

@ �wg

@�"
�
�
Q(�) d�"(�)QT (�)

�
; (5.194)

@
_

wg

@��
=

@ �wg

@��
; (5.195)

F � dQ(�) = 0 ; (5.196)

so da� aus (5.191)

dwg(�) =
@ �wg

@�"
� �d�"(�) + @ �wg

@��
d��(�) (5.197)

folgt.

Zus�atzlich zu den Tensoren (5:188)1 und (5:188)2 m�ussen somit in UMAT die Gr�o�en

@ �wg

@�"
;

@ �wg

@��
(5.198)

am Inkrementende ermittelt werden. Auf die Berechnung dieser vier Ausdr�ucke wird gesondert

im Anhang C eingegangen.
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6 Numerische Beispiele

Im ersten Teil dieses Kapitels werden verschiebungsgesteuerte Prozesse betrachtet. Zun�achst

wird anhand einer einachsigen homogenen zyklischen Belastung der in Kapitel 5 erl�auterte

Spannungsalgorithmus veri�ziert. Hierzu wurden die Ergebnisse der FE-Simulation mit den

L�osungen eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung verglichen. Weiterhin wird

am Beispiel einer einachsigen monotonen Zugbelastung der Einu� des Materialparameters �

auf den Energiehaushalt diskutiert. Als FE-Anwendung wird im Anschlu� daran der Ein-

schn�urvorgang einer axialsymmetrischen Zugprobe betrachtet. Anders als in der Literatur

allgemein �ublich (siehe hierzu z.B. [52], [80], [91]) wird die Einschn�urung weder durch eine geo-

metrische noch durch eine thermische Imperfektion ausgel�ost. Vielmehr stellt sich infolge der

dissipativen Vorg�ange und der thermischen Randbedingungen eine inhomogene Temperatur-

verteilung ein, die aufgrund der temperaturabh�angigen Materialparametern eine Einschn�urung

zur Folge hat.

Der zweite Teil dieses Kapitels behandelt kraftgesteuerte Prozesse. Anhand einer einachsigen

Kriechbeanspruchung wird zun�achst der Einu� der Recovery-Parameter �; p und !;w auf

das Materialverhalten untersucht. Die abschlie�ende FE-Simulation zeigt den Einu� der sta-

tischen Erholungsterme auf das Verformungsverhalten eines mit Innendruck und Temperatur

beaufschlagten d�unnwandigen Zylinders.

6.1 Einachsige zyklische Belastung mit Haltezeiten

Die Berechnungen basieren auf der Annahme eines homogenen Deformationszustands. Die

konstitutiven Gleichungen wurden einachsig formuliert und mit Hilfe eines Runge-Kutta-

Verfahrens 4. Ordnung numerisch integriert. F�ur die FE-Simulationen wurde ein 8-knotiges,

axialsymmetrisches Element mit reduzierter Integrationsordnung des Typs CAX8RT1 verwen-

det. Die technische Dehnung "t wurde so vorgegeben, da� die in Abbildung 6.1 dargestellte

zyklische Belastung mit Haltezeiten entstand. Es wurden zwei Zyklen mit einer Dehnschwing-

breite von 10% und je zwei Haltezeiten im Zug- und Druckbereich von 50 s simuliert. Au�erhalb

der Haltephasen betrug die technische Dehnrate _"t = �10�3=s. Wie aus Tabelle 6.1 hervor-

geht, wurden zwei Parameters�atze bei 293 K und 593 K vorgegeben, wobei insbesondere die

Materialparameter k0; �; �; ; h; !; b; c;w und m temperaturabh�angig gew�ahlt wurden. Zwi-

schen den beiden Temperaturst�utzstellen werden die Materialparameter linear interpoliert.

Die Anfangstemperatur �i betrug 300 K.

1siehe ABAQUS User's Manual [41].
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Tab. 6.1: Materialparameter bei 293 K und 593 K

Materialparameter bei � = 293 K:

�0 = 7:85 � 103 kg/m3 � = 0:7 c = 3000 MPa

c" = 540 J/(kgK) � � = 25 p = 10�4 MPa1�w/s

E = 200 GPa �  = 3000 MPa w = 1

� = 0:3 k0 = 200 MPa a0 = 0.05

� = 1:1 � 10�5/K h = 200 MPa a1 = 0:15 MPa�n

�R = 293 K � = 10�4 MPa1�!/s a2 = 0:6 MPa�n

m = 2:3 ! = 1 n = 0.01

� = 2 � 107 MPams b = 25 q = 2

Materialparameter bei � = 593 K:

�0 = 7:85 � 103 kg/m3 � = 0:1 c = 600 MPa

c" = 540 J/(kgK) � � = 10 p = 10�4 MPa1�w/s

E = 200 GPa �  = 600 MPa w = 1.3

� = 0:3 k0 = 100 MPa a0 = 0.05

� = 1:1 � 10�5/K h = 100 MPa a1 = 0:15 MPa�n

�R = 293 K � = 10�4 MPa1�!/s a2 = 0:6 MPa�n

m = 2 ! = 1:3 n = 0.01

� = 2 � 107 MPams b = 10 q = 2

Der Vergleich zwischen der ,,exakten" L�osung, die mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren

mit Schrittweitenkontrolle ermittelt wurde und der FE-Simulation zeigt Abbildung 6.1. Bei

Vorgabe eines maximal zul�assigen Zeitinkrements von �t=2s weist die FE-Analyse eine sehr

gute �Ubereinstimmung mit der exakten L�osung auf2. Mit zunehmender Schrittweite erg�abe

sich allerdings eine Abweichung von der exakten L�osung (siehe hierzu Jansohn [45]). Die

Viskosit�atsparameter � und m wurden so gew�ahlt, da� die wahre Spannung S11 bei konstant

gehaltener Dehnung innerhalb von relativ kurzer Zeit auf eine ann�ahernd konstante Spannung

relaxiert. Die Verl�aufe der Verfestigungsvariablen k und Z11 w�ahrend des Relaxationsvorgangs

machen deutlich, da� die zugrunde gelegten Recovery-Parameter �; p und !;w das Material-

verhalten nur geringf�ugig beeinu�en. Erst bei deutlich gr�o�eren Relaxationszeiten k�ame es

zu einer merklichen Abnahme der isotropen und kinematischen Verfestigung. Wie aus dem

Temperaturverlauf ersichtlich ist, bewirkt die thermomechanische Kopplung einen Tempera-

turanstieg um 32 K. Bei rein elastischer Beanspruchung nimmt die Temperatur infolge der

thermoelastischen Kopplung geringf�ugig ab (siehe vergr�o�erte Darstellung).

2Zu beachten ist hierbei, da� in Abbildung 6.1 nur jeder f�unfte Zeitschritt eingezeichnet ist.
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Abb. 6.1: Vergleich zwischen Runge-Kutta und ABAQUS (maximal zul�assige Schritt-

weite �t=2 s). Spannungsantworten (oben) sowie plastische Bogenl�ange s,

Temperaturdi�erenz ��=���i, Sch�adigung d und Lastgeschichte (unten).
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6.2 Energetische Betrachtungen

In diesem Kapitel soll anhand einer einachsigen homogenen Zugbeanspruchung gezeigt werden,

inwiefern der in die isotrope Verfestigung eingehende Materialparameter � den Energiehaushalt

eines Systems zu beeinu�en vermag. Es sei nochmals darauf hingewiesen, da� der Ansatz der

isotropen Verfestigung Gegenstand laufender Untersuchungen ist, so da� die Ausf�uhrungen

hier rein exemplarischen Charakter besitzen.

Als ein Ma� f�ur die im Material gespeicherte Energie dient �ublicherweise das Verh�altnis aus

dem plastischen Anteil der spezi�schen freien Energiefunktion 	p und der spezi�schen plasti-

schen Arbeit3

ep(t) :=

tZ
t0

wp(�) d� : (6.1)

Die Berechnungen wurden mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung durchgef�uhrt,

wobei die beiden Materialparameters�atze aus Tabelle 6.1 zugrunde gelegt wurden. Der Ma-

terialparameter �wurde allerdings temperaturunabh�angig angenommen. Um zu gew�ahrleisten,

da� der Verlauf der isotropen Verfestigung unabh�angig von � ist, wurden die Verfestigungs-

parameter � und  an den Temperaturst�utzstellen so gew�ahlt, da� die Produkte � � und � 

stets konstant sind. Infolgedessen wird durch � lediglich der Anteil 	iso
p der spezi�schen freien

Energiefunktion beeinu�t4.

Aus Abbildung 6.2 geht hervor, da� mit kleiner werdendem � der Anteil der im Material ge-

speicherten Energie abnimmt. Daher wird mehr Energie in Dissipationsw�arme umgewandelt,

was wiederum zur Folge hat, da� die Temperatur st�arker ansteigt. In diesem Zusammenhang

durchgef�uhrte Experimente von Chrysochoos [19, 20] an austenitischen St�ahlen haben ge-

zeigt, da� der Verlauf von 	p=ep zu Beginn der Belastung zun�achst ein Maximum aufweist

und anschlie�end monoton abf�allt. Weiterhin kann das Verh�altnis 	p=ep bei Dehnungen klei-

ner als 10% durchaus Gr�o�enordnungen von bis zu 50% annehmen. Um diese experimentellen

Befunde in befriedigender Weise wiedergeben zu k�onnen, sollte somit bei diesem Satz von

Materialparametern � < 1 vorgegeben werden.

3siehe Chaboche [14], [15] und die darin zitierte Literatur.
4siehe Gleichungen (4.15), (4.19).
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6.3 Einschn�urung eines axialsymmetrischen Stabes

Ein in der Literatur h�au�g diskutiertes Problem ist die Simulation eines Zugversuchs mit

Einschn�urung. Die Einschn�urung wird hierbei in der Regel durch geometrische oder thermische

Imperfektionen ausgel�ost5. Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, da� bei einer gekoppelten

thermomechanischen Analyse der Einschn�urvorgang auch ohne Vorgabe von Imperfektionen

beschrieben werden kann6.

Betrachtet wurde eine zylindrische Probe der L�ange 2 l0=50mm und dem Radius r0=5mm.

Die Diskretisierung erfolgte, wie in Abbildung 6.3 dargestellt, mit 126 8-knotigen, axial-

symmetrischen Elementen des Typs CAX8RT. Der Zugversuch wurde weggesteuert simuliert

durch Vorgabe der Verschiebung an der Stirn�ache der Probe. Die Lastgeschichte ist ebenfalls

in Abbildung 6.3 dargestellt. Nach anf�anglich vier Zyklen mit einer Dehnschwingbreite von

1% bei Mitteldehnungen von 1%, 2.5%, 4% und 5.5% sowie Haltezeiten von je 25 s im Zug-

und Druckbereich, erfolgte eine monotone Zugbelastung bis zu einer technischen Dehnung von

50%. Au�erhalb der Haltephasen betrug die technische Dehnrate _"t = �10�3=s. Die Anfangs-
temperatur �i der Zugprobe wurde gleich der Umgebungstemperatur �u=300 K gesetzt. Um

dem Einu� der Einspannung gerecht zu werden, wurde der W�arme�ubergangskoe�zient an

der Stirn�ache wesentlich gr�o�er gew�ahlt als an der Mantel�ache. An Stirn- und Mantel�ache

der Probe wurden W�arme�ubergangskoe�zienten von 104 W/(m2K) und 10 W/(m2K) vorge-

geben. Die FE-Analysen erfolgten mit den Materialdaten aus Tabelle 6.1, wobei allerdings die

statischen Erholungsterme unber�ucksichtigt blieben, d.h. �= p=0 gesetzt wurde. Es wurden

jeweils eine FE-Rechnung mit und ohne Sch�adigung durchgef�uhrt und mit den entsprechenden

homogenen, adiabatischen L�osungen, die mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung

ermittelt wurden, verglichen.

5siehe z.B. L�ammer et al. [52], Ritter [80], in deren Arbeiten unter anderem der Einu� axial-

symmetrischer Imperfektionen auf das Verformungsverhalten von zylindrischen Zugst�aben untersucht wurde.
6siehe hierzu auch die Arbeiten von Lehmann & Blix [55], Miehe [72] und Simo & Miehe [87].
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Abb. 6.4: Nennspannungs-Totaldehnungs-Verl�aufe, ohne Sch�adigung (Kurven (1) und

(3)), mit Sch�adigung (Kurven (2) und (4)).

Abbildung 6.4 soll anhand der Nennspannungs-Totaldehnungs-Verl�aufe den Einu� der Sch�adi-

gung auf das nachkritische Verformungsverhalten verdeutlichen. Die Kurven (3) und (4) zeigen

die inhomogenen L�osungen ohne bzw. mit Sch�adigung. In beiden F�allen beginnt die Probe

nach Erreichen der Maximallast vom oberen Ende her zu entlasten. Die Probe beginnt sich

lokal einzuschn�uren, wobei das Material im Bereich der Einschn�urstelle weiterhin plastische

Deformationen erf�ahrt. Die Einschn�urung bewirkt einen Steilabfall im Kraft-Verl�angerungs-

Diagramm. Aufgrund der Sch�adigung nimmt die Maximallast ab und die Entlastung setzt

bereits zu einem fr�uheren Zeitpunkt ein. Desweiteren f�uhrt die Sch�adigung zu einem steileren

Abfall der Kurve im nachkritischen Bereich. Die ebenfalls in Abbildung 6.4 eingezeichneten ho-

mogenen L�osungen ohne bzw. mit Sch�adigung (Kurven (1) und (2)) gehen aus dem adiabaten

Fall hervor, bei dem jeglicher W�armeu� �uber Stirn- und Mantel�ache der Probe unterbunden

wird.

Abbildung 6.5 soll den Unterschied zwischen der homogenen L�osung mit Sch�adigung (2) und

der inhomogenen L�osung mit Sch�adigung (4) zum Ausdruck bringen. Sowohl die Spannungs-

antworten als auch die Verl�aufe der plastischen Bogenl�ange und der Sch�adigung am Integra-

tionspunkt A (siehe Abbildung 6.3) machen deutlich, da� merkliche Abweichungen erst im
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nachkritischen Bereich auftreten. W�ah-

rend im homogenen Fall plastische

Bogenl�ange und Sch�adigung nach Er-

reichen der Maximallast nahezu linear

anwachsen, kommt es im inhomogenen

Fall zu einer Verformungslokalisierung

und somit zu einer nichtlinearen Sch�adi-

gungsakkumulation. Der exponentielle

Anstieg der Sch�adigung f�uhrt, wie

aus den Spannungsantworten ersicht-

lich ist, zu einem unmittelbaren Ver-

lust der Tragf�ahigkeit. Bedingt durch die

Querschnittsminderung infolge der Ein-

schn�urung nimmt die Axialkomponente

des Cauchy'schen Spannungstensors S11

zun�achst sehr stark zu und zwar solange

bis der Sch�adigungseinu� dominiert.

Aufgrund der unterschiedlichen thermi-

schen Randbedingungen ist die Tempe-

raturentwicklung am Integrationspunkt

A grunds�atzlich verschieden. Da im ho-

mogenen Fall kein W�armeu� �uber die

freien Ober�achen erfolgt, stellt sich eine

merklich h�ohere Temperatur ein. Im in-

homogenen Fall hingegen ist nach der

zyklischen Beanspruchung kein wesent-

licher Temperaturanstieg zu verzeich-

nen. Dies liegt daran, da� w�ahrend

der Haltezeiten W�arme �uber die freien

Ober�achen abie�t und somit ein Tem-

peraturausgleich statt�ndet. Erst die

anschlie�ende monotone Zugbelastung

f�uhrt zu einer deutlichen Temperaturzu-

nahme.
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Abb. 6.5: Zeitliche Entwicklung der Span-

nungen (oben), der plastischen Bogenl�ange

s und der Sch�adigung d (Mitte) sowie der

Temperaturdi�erenz �� = ���i (unten) am

Integrationspunkt A (siehe Abb. 6.3).
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Abbildung 6.6 soll die Unterschiede zwischen den inhomogenen L�osungen mit und ohne Sch�adi-

gung (Kurven (4) und (3) in Abbildung 6.4) verdeutlichen. Hierzu wird die Entwicklung der

Temperatur, der plastischen Bogenl�ange und der Sch�adigung in axialer und radialer Richtung

bei unterschiedlichen Totaldehnungen betrachtet. Die Ergebnisse sind an den Integrations-

punkten dargestellt und �uber der undeformierten Struktur aufgetragen.

Wie aus Abbildung 6.6 a) hervorgeht, hat die aufgrund der inelastischen Deformationen dis-

sipierte W�arme eine kontinuierliche Aufheizung des Zugstabes zur Folge. Gleichzeitig wird

jedoch �uber die freien R�ander W�arme abgef�uhrt, so da� im Innern der Probe die h�ochste Tem-

peratur vorliegt. Der sehr viel gr�o�ere W�arme�ubergangskoe�zient an der Stirn�ache bewirkt

einen steilen Temperaturgradienten in axialer Richtung, w�ahrend in radialer Richtung nur

ein minimaler Temperaturgradient zu verzeichnen ist. Bei Dehnungen kleiner als 20.2% hat

die Sch�adigung noch keinen erkennbaren Einu� auf die Temperaturverteilung. Erst bei einer

Dehnung von 33.8% beispielsweise stellt sich infolge der Sch�adigung eine um ca. 2 K h�ohere

Temperatur im Innern der Probe ein.

Die im Bereich der Einschn�urung auftretende Verformungs- und Sch�adigungslokalisierung ist

in den Abbildungen 6.6 b) und c) dargestellt. Es ist ersichtlich, da� bis zu Dehnungen von

20.2% noch ein nahezu homogener Verzerrungs- und Sch�adigungszustand vorliegt. Bei etwa

31% beginnt die Probe vom oberen Ende her zu entlasten (siehe Kurve (4) in Abbildung 6.4).

Mit zunehmender Dehnung reduziert sich der Bereich der plastisch beanspruchten Zone und

die Probe schn�urt, wie in Abbildung 6.7 (oben) dargestellt, an der Stelle z=0 ein. Die gr�o�ten

Verzerrungen liegen im Innern der Probe vor. Dies ist auch der am st�arksten gesch�adigte Be-

reich. Bei einer technischen Dehnung von 36% wird im Innern der Probe eine Sch�adigung von

fast 60% erreicht, w�ahrend die plastische Bogenl�ange dort ann�ahernd 100% betr�agt. Die starke

Sch�adigung in der Probenmitte f�uhrt, wie anhand der Spannungsverteilung in Abbildung 6.7

(oben) zu erkennen ist, zu einem Verlust der Tragf�ahigkeit. Anders sind die Verh�altnisse ohne

Sch�adigung. Hier beginnt die Entlastung erst bei einer technischen Dehnung von 40% (siehe

Kurve (3) in Abbildung 6.4). Deshalb ist in diesem Fall selbst bei einer Dehnung von 36% noch

ein nahezu homogener Spannungs- und Verzerrungszustand gew�ahrleistet (siehe Abbildung 6.7

unten).
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Abb. 6.6: Temperaturdi�erenz ��=���i, plastische Bogenl�ange s und Sch�adigung d

in axialer Richtung an der Stelle r=0 sowie in radialer Richtung an der Stelle

z=0 f�ur unterschiedliche Totaldehnungen. Mit Sch�adigung (durchgezogene

Linien), ohne Sch�adigung (punktierte Linien).
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Norm des Cauchy'schen Spannungstensors �v, plastische Bogenl�ange s und

Sch�adigung d.
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6.4 Einachsige homogene Kriechbeanspruchung

Das folgende Beispiel soll den Einu� der statischen Erholung verdeutlichen. Hierzu wurde

ein mit konstanter Kraft durchgef�uhrter Kriechversuch bei einer Nennspannung von 320 MPa

simuliert. Die Kriechspannung wurde mit einer konstanten Belastungsgeschwindigkeit von

0.1 MPa/s aufgepr�agt. Die einachsig formulierten Gleichungen wurden mit Hilfe eines Runge-

Kutta-Verfahrens 4. Ordnung numerisch integriert, wobei der Materialparametersatz bei 293 K

aus Tabelle 6.1 zugrunde gelegt wurde. Die ermittelteten zeitlichen Verl�aufe der Totaldehnung

und der Sch�adigung in Abh�angigkeit von den Recovery-Parametern p; � und w; ! zeigt Ab-

bildung 6.8.
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Abb. 6.8: Zeitliche Verl�aufe der Totaldehnung "t und der Sch�adigung d in Abh�angigkeit

von den Recovery-Parametern p; � (oben) und w; ! (unten).
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Die Kriechkurven geben qualitativ den f�ur Metalle charakteristischen Verlauf wieder, der durch

den Prim�arbereich mit sehr hohen Kriechraten zu Beginn der Belastung, den Sekund�arbereich

mit praktisch konstanter Kriechrate und den Terti�arbereich mit zun�achst allm�ahlichem dann

beschleunigtem Wiederanstieg der Kriechrate bis zum Bruch gekennzeichnet ist7. Es ist fer-

ner ersichtlich, da� zunehmende statische Erholung, d.h. gr�o�er werdendes p; � bzw. w; ! zu

einer h�oheren Kriechrate im sekund�aren Bereich und somit zu einer geringen Kriechbruchzeit

f�uhrt. Ohne statische Erholung (p = � = 0) n�ahert sich die technische Dehnung f�ur t!1
asymptotisch einem Grenzwert. Dies liegt daran, da� bei einer Kriechspannung von 320 MPa

die Spannungs-Dehnungs-Kennlinie an der sogenannten Gleichgewichtskennlinie, die aus un-

endlich langsamen Prozessen hervorgeht, zum Stillstand kommt. L�age die Kriechspannung

oberhalb dieser Kennlinie, so erg�abe sich unbegrenztes Kriechen.

W�ahrend des Kriechvorgangs kommt es zu einer Akkumulation der Sch�adigung in Form von

Poren, die sich bevorzugt an Korngrenzen, die senkrecht zur Zugrichtung orientiert sind, aus-

bilden. Da die Evolutionsgleichung der Sch�adigung (4.89) proportional zur plastischen Bo-

genl�ange gew�ahlt wurde, entspricht die zeitliche Entwicklung der Sch�adigung, ebenfalls in

Abbildung (6.8) dargestellt, qualitativ dem Verlauf der Kriechkurven. Zu einer deutlichen

Zunahme der Sch�adigungsrate kommt es erst im terti�aren Kriechbereich.

6.5 Thermisch beanspruchter Beh�alter unter Innen-

druck

Das folgende Beispiel befa�t sich mit dem Versagensverhalten eines thermisch beanspruchten

Beh�alters unter konstantem Innendruck. Es ist durch die beim Commissariat a l'Energie

Atomique (CEA) durchgef�uhrten RUPTHER-Experimente [27] motiviert. Geometrie und

Lastgeschichte �ahneln diesen Experimenten, allerdings wurde die Berechnung auf der Basis rein

�ktiver Materialdaten durchgef�uhrt. Im Vordergrund steht hierbei der Einu� der statischen

Erholungsterme auf das Verformungsverhalten des Beh�alters.

Bei der Modellierung des Beh�alters wurde die Axialsymmetrie und die Symmetrie bez�uglich

der Mittelebene ausgenutzt. Die geometrischen Abmessungen sowie die Randbedingungen f�ur

den Innendruck p und den W�armestrom q zeigt Abbildung 6.9. Die Ausgangstemperatur �i

des Beh�alters betrug 300 K. Der mittlere Teil des Beh�alters wurde von au�en mit einem kon-

stanten W�armestrom q1 beaufschlagt, der innerhalb von t1 Sekunden mit einer konstanten

Rate von 10 W/(m2s) aufgebracht wurde. Der Deckel des Beh�alters wurde auf der konstanten

Ausgangstemperatur von 300 K gehalten. Der von au�en zugef�uhrte W�armestrom bewirkt so

7Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da� es sich beim terti�aren Kriechen um einen inhomogenen

Proze� handelt, der korrekterweise mit Hilfe der FEM berechnet werden sollte.
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eine maximale Aufheizung von fast 60 K in der Mitte des Beh�alters. Nach t2 Sekunden, also

unmittelbar vor dem Aufbringen der mechanischen Last, liegt in axialer Richtung eine nahezu

lineare Temperaturverteilung vor (siehe Abbildung 6.12 c), w�ahrend in radialer Richtung der

Temperaturgradient vernachl�assigbar ist. Anschlie�end wurde der Innendruck mit einer kon-

stanten Rate von 0.1 MPa/s auf den Wert p1 erh�oht und konstant gehalten. Der FE-Analyse

lagen die beiden Datens�atze aus Tabelle 6.1 zugrunde.

t1 t2 t3

q1

p1

l0

lh

Ra

Ri

z

r
A

q

p; q

Abb. 6.9: Beh�altergeometrie und Randbedingungen (links):

l0= 110 mm, lh= 10 mm, Ri= 31.5 mm, Ra= 33 mm;

schematische Darstellung der Lastgeschichte (rechts):

t1= 1000 s, t2= 10000 s, t3= 10180 s, q1= 10 kW/m2, p1= 18 MPa.
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Abb. 6.10: Innendruck pi in Abh�angigkeit von der Radialverschiebung ur des Knotens

mit den Koordinaten r=Ra und z= 0, ohne statische Erholung (links), mit

statischer Erholung (rechts).

Abbildung 6.10 zeigt den Innendruck in Abh�angigkeit von der Radialverschiebung an der

Au�enseite bei z = 0. Im linken Diagramm sind die Ergebnisse der FE-Simulationen darge-

stellt, bei denen die statischen Erholungsterme unber�ucksichtigt blieben (p=�=0).

Die gestrichelten Kurven beschreiben die berechneten Druck-Verschiebungs-Verl�aufe bei einer

konstanten Belastungsgeschwindigkeit von 0.1 MPa/s. Da in beiden F�allen der maximal er-

tragbare Innendruck bei etwa 27.3 MPa liegt, ist der Einu� der statischen Erholungsterme

vernachl�assigbar klein. Die zu einer Belastungsgeschwindigkeit von 10�6 MPa/s geh�orenden,

punktiert eingezeichneten, Druck-Verschiebungs-Verl�aufe machen deutlich, da� bei derart klei-

nen Belastungsgeschwindigkeiten die statischen Erholungsterme einen sehr gro�en Einu� auf

den maximal ertragbaren Innendruck haben. Ohne statische Erholung (linkes Diagramm in

Abbildung 6.10) stellt sich ein maximaler Innendruck von 19.4 MPa ein. Der ermittelte Druck-

Verschiebungs-Verlauf entspricht in guter N�aherung der Gleichgewichtskennlinie, die aus un-

endlich langsam ablaufenden Bewegungen hervorgeht. Dies hat f�ur die in Abbildung 6.9 ange-

gebene Lastgeschichte zur Folge, da� der Kriechvorgang an der Gleichgewichtskennlinie zum

Stillstand kommt, d.h. plastische Bogenl�ange und Sch�adigung f�ur t!1 asymptotisch gegen

einen Grenzwert streben (siehe hierzu auch Abbildung 6.11). Bei Ber�ucksichtigung der sta-

tischen Erholungsterme hingegen (rechtes Diagramm in Abbildung 6.10) f�allt der maximal

ertragbare Innendruck auf 13.6 MPa ab. Dies f�uhrt dazu, da� bei einem Innendruck von

18 MPa unbegrenztes Kriechen statt�ndet. Die damit verbundene Verformungs- und Sch�adi-

gungslokalisierung am Integrationspunkt A ist in Abbildung 6.11 dargestellt.
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Abb. 6.11: Zeitlicher Verlauf der plastischen Bogenl�ange s und der Sch�adigung d am

Integrationspunkt A (in Abb. 6.9 eingezeichnet) f�ur die in Abbildung 6.9

dargestellte Lastgeschichte.

Abbildung 6.12 zeigt den Verlauf der plastischen Bogenl�ange, der Sch�adigung und der Tem-

peratur in axialer Richtung in Abh�angigkeit von der Zeit. Auf eine entsprechende Darstellung

in radialer Richtung wird verzichtet, da diese Gr�o�en ann�ahernd konstant �uber den Radius

sind. Die Ergebnisse sind an den Integrationspunkten dargestellt und �uber der undeformierten

Struktur aufgetragen. Die Diagramme auf der linken Seite zeigen die Ergebnisse der FE-

Simulation ohne statische Erholung, die Diagramme auf der rechten Seite die Ergebnisse mit

statischer Erholung f�ur die in Abbildung 6.9 dargestellte Lastgeschichte.

Wie erwartet, tritt in beiden F�allen die maximale plastische Bogenl�ange und somit auch die

maximale Sch�adigung in der Mitte des Beh�alters auf. Ein deutlicher Zuwachs dieser beiden

Gr�o�en w�ahrend des Kriechvorgangs ist allerdings nur bei Ber�ucksichtigung der statischen Er-

holungsterme zu verzeichnen. Die damit verbundene Verformungslokalisierung hat, wie in Ab-

bildung 6.13 (rechts) dargestellt, ein Ausbeulen des Beh�alters zur Folge. Bleiben hingegen die

statischen Erholungsterme unber�ucksichtigt, so strebt der Verlauf der plastischen Bogenl�ange

und somit auch der Sch�adigung f�ur t ! 1 gegen eine Grenzkurve. Diese ist, wie aus den

Abbildungen 6.12 a) und b) hervorgeht, nach 15790 s bereits in guter N�aherung erreicht. Die

zugeh�orige deformierte Struktur zeigt Abbildung 6.13 (links).

Die Temperaturentwicklung geht aus Abbildung 6.12 c) hervor. Wie bereits zu Beginn erw�ahnt,

bewirkt der von au�en zugef�uhrte W�armestrom zun�achst eine maximale Aufheizung von fast

60 K im mittleren Teil des Beh�alters. Aufgrund der thermomechanischen Kopplung kommt es

im weiteren Verlauf zu einem erneuten Temperaturanstieg. Ohne statische Erholung nimmt

die Temperatur im mittleren Teil des Beh�alters jedoch lediglich um 3 K zu, w�ahrend mit

statischer Erholung eine Temperaturzunahme von 72 K zu verzeichnen ist.
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Abb. 6.12: Plastische Bogenl�ange s, Sch�adigungsvariable d und Temperaturdi�erenz

��=���i in Abh�angigkeit von z an der Beh�alterinnenseite f�ur unterschied-

liche Zeitpunkte, ohne statische Erholung (links), mit statischer Erholung

(rechts).
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Abb. 6.13: Deformierte Struktur nach t= 15790 s, ohne statische Erholung (links), mit

statischer Erholung (rechts).
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7 Zusammenfassung

Auf der Basis des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-

Ungleichung wurde ein thermodynamisch konsistentes Materialmodell der �niten Thermo-

viskoplastizit�at mit Sch�adigung formuliert. Die Beschreibung des Verhaltens der isotropen

und der kinematischen Verfestigung erfolgt mit Hilfe von inneren Variablen, deren Evolutions-

gleichungen neben einem Produktions- und Begrenzungsterm auch einen statischen Erholungs-

term beinhalten. F�ur eine vereinfachte Version dieses Modells wurde eine Materialroutine

entwickelt und mittels der Schnittstelle UMAT in das Finite Elemente Programm ABAQUS

implementiert.

Ausgehend von einer rein mechanischen Formulierung wurde eine M�oglichkeit aufgezeigt,

Materialmodelle mit isotroper Sch�adigung in thermodynamisch konsistenter Weise von kleinen

auf gro�e Deformationen zu verallgemeinern. Die Kopplung zwischen Verformungsmodell und

Sch�adigung erfolgte �uber das Konzept der e�ektiven Spannung zusammen mit dem Prinzip der

Dehnungs�aquivalenz. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zun�achst drei f�ur kleine Deformationen

formulierte, thermodynamisch konsistente Plastizit�atmodelle mit Sch�adigung betrachtet, die

nichtlineare isotrope und kinematische Verfestigung aufweisen. Zwei der Modelle entstammen

der Literatur (Lemaitre ([61], S.50f) bzw. Benallal et al. [4]), das dritte ist ein neuent-

wickeltes Modell namens Modell B. Die Entwicklungsgleichung f�ur die Sch�adigung stellt eine

verallgemeinerte Form einer erstmals von Dhar et al. [28] formulierten Evolutionsgleichung

f�ur duktile Sch�adigung dar, die sowohl Porenbildung als auch Porenwachstum zu beschreiben

vermag. Als Sonderf�alle beinhaltet sie weiterhin Ans�atze von Lemaitre [59, 60] und Tai &

Yang [92]. Die drei Modelle unterscheiden sich im wesentlichen in der De�nition der Flie�-

funktion und den Evolutionsgleichungen f�ur die isotrope und kinematische Verfestigung. Ihre

charakteristischen Eigenschaften wurden am Beispiel einer einachsigen Zugbeanspruchung de-

monstriert. Eine Eigenart des Modells von Benallal et al. ist, da� die Cauchy-Spannung

mit zunehmender Sch�adigung nicht gegen Null strebt, wie es bei den beiden anderen Modellen

der Fall ist, sondern gegen einen von Null verschiedenen Grenzwert. Bei Modell B hingegen

wurden s�amtliche Spannungen durch e�ektive Spannungen ersetzt. Dies hat zur Folge, da�

auch die plastischen inneren Variablen, die die isotrope und die kinematische Verfestigung

beschreiben, mit zunehmender Sch�adigung verschwinden.

Die Verallgemeinerung dieser drei Materialmodelle auf gro�e Deformationen basiert auf einer

multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und einen inelas-

tischen Anteil sowie auf dem Konzept der dualen Variablen und Ableitungen [38, 95]. Bedingt

durch die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten wird eine �ktive, spannungs-

freie Zwischenkon�guration de�niert. Die zun�achst bez�uglich dieser Zwischenkon�guration for-
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mulierten Materialgleichungen unterliegen einer speziellen thermodynamischen Formulierung,

die auf Tsakmakis [97] zur�uckgeht. Die Besonderheit hierbei liegt einerseits in der Wahl

der Spannungs- und Verzerrungstensoren sowie den zugeh�origen objektiven Zeitableitungen,

andererseits in der Modellierung der kinematischen Verfestigung. Es wird ein Translations-

tensor der kinematischen Verfestigung eingef�uhrt, der die Struktur eines Mandel'schen Span-

nungstensors besitzt. Allerdings wird die Evolutionsgleichung der kinematischen Verfestigung

nicht mit diesem Translationstensor formuliert, sondern mit einem inneren Spannungstensor,

der die Struktur eines zweiten Piola-Kirchho� Spannungstensors der plastischen Zwischen-

kon�guration besitzt. Der Translationstensor seinerseits ist durch eine nichtlineare Funktion

dieses inneren Spannungstensors bestimmt. Die konstitutiven Gleichungen wurden so formu-

liert, da� der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung

stets erf�ullt ist. Am Beispiel einer einachsigen Zugbeanspruchung wurde gezeigt, da� die im

Rahmen dieser Theorie auf gro�e Deformationen verallgemeinerten Modelle von Lemaitre

und Benallal et al. kein plausibles Materialverhalten aufweisen. Bei beiden Modellen

strebt die Cauchy-Spannung mit zunehmender Sch�adigung gegen einen von Null verschiede-

nen Grenzwert. Bei kleinen Deformationen war dies nur beim Modell von Benallal et al.

der Fall. Lediglich das auf gro�e Deformationen verallgemeinerte Modell B zeigt ein �ahnliches

Spannungs-Dehnungs-Verhalten wie bei kleinen Deformationen. Im Hinblick auf eine e�ziente

numerische Umsetzung wurde anschlie�end eine vereinfachte kinematische Verfestigungsre-

gel angenommen und deren Vertr�aglichkeit mit der Clausius-Duhem-Ungleichung �uberpr�uft.

Die daraus abgeleiteten Restriktionen erschienen weiterhin nur im Fall von Model B zul�assig.

Ferner wurden kleine elastische Verzerrungen vorausgesetzt, so da� die Struktur der in der Zwi-

schenkon�guration formulierten Materialgleichungen bei einer Vorw�artsrotation in die Momen-

tankon�guration erhalten bleibt. Da ABAQUS eine Integration der konstitutiven Gleichungen

mit dem Hughes-Winget-Verfahren nahelegt, wurde die Hyperelastizit�atsbeziehung durch

eine Hypoelastizit�atsbeziehung approximiert.

Anschlie�end wurde Modell B in thermodynamisch konsistenter Weise auf Thermovisko-

plastizit�at erweitert. In den Evolutionsgleichungen der kinematischen und isotropen Ver-

festigung wurden zus�atzlich statische Erholungsterme ber�ucksichtigt. Unter der Voraussetzung

einer vereinfachten kinematischen Verfestigungsregel sowie kleiner thermoelastischer Verzer-

rungen konnten die konstitutiven Gleichungen vereinfacht werden.

Die so gewonnene vereinfachte Version des Thermoviskoplastizit�atsmodells wurde in das Finite

Elemente Programm ABAQUS implementiert. Die Integration der konstitutiven Gleichun-

gen beruht auf dem Hughes-Winget-Algorithmus, der die quadratische Konvergenz des

Newton-Verfahrens w�ahrend der Gleichgewichtsiteration gew�ahrleistet. Das System der kon-

stitutiven Gleichungen wurde mit Hilfe eines Operator-Split-Verfahrens integriert. Es wurde

ein dreifacher Operator-Split durchgef�uhrt, wobei Operator I die thermoelastischen Anteile,

Operator II die inelastischen Anteile einschlie�lich Sch�adigung und Operator III die statischen

Erholungsterme beinhaltet. Der thermoelastische Anteil wurde mit dem Hughes-Winget-
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Verfahren integriert. Hierzu wurden zun�achst das Hypoelastizit�atsgesetz und die tensoriellen

Evolutionsgleichungen mit Jaumann-Ableitungen formuliert und mit Hilfe der sogenannten

bar-Transformation in gew�ohnliche Di�erentialgleichungen �uberf�uhrt. Das daraus resultierende

Di�erentialgleichungssystem wurde mit der Mittelpunktsregel integriert. Die Integration in den

Operatoren II und III wurde mit einem impliziten Euler-Verfahren durchgef�uhrt. Die spezielle

Struktur des Materialmodells erm�oglichte eine Reduktion der zu l�osenden Gleichungen von

15 auf 2 nichtlineare Gleichungen in Operator II und von 7 auf 2 nichtlineare Gleichungen

in Operator III. Im Falle der Thermoplastizit�at entf�allt Operator III, da die statischen Erho-

lungsterme nur bei zeitabh�angigem Materialverhalten ber�ucksichtigt werden. Im Hinblick auf

die E�zienz des hier vorgestellten Spannungsalgorithmus wurden die konstitutiven Beitr�age

zur Tangentenstei�gkeitsmatrix analytisch ermittelt.

Abschlie�end wurden einige Anwendungsbeispiele f�ur verschiebungs- und kraftgesteuerte Pro-

zesse vorgestellt. Die Veri�kation des Spannungsalgorithmus erfolgte anhand einer verschie-

bungsgesteuerten zyklischen Belastung. Als weiteres Beispiel wurde der Einschn�urungvorgang

einer axialsymmetrischen Zugprobe simuliert. Infolge der dissipativen Vorg�ange und der ther-

mischen Randbedingungen stellt sich eine inhomogene Temperaturverteilung in der Probe ein,

die im Falle temperaturabh�angiger Materialparameter zu einer Einschn�urung f�uhrt. Der Ein-

u� der Materialparameter der statischen Erholung wurde anhand einer einachsigen Kriechbe-

anspruchung verdeutlicht. Weiterhin wurde am Beispiel eines thermisch beaufschlagten, d�unn-

wandigen Zylinders unter konstantem Innendruck gezeigt, da� die statischen Erholungsterme

das Verformungsverhalten ma�geblich beeinu�en k�onnen.
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A Duale Variablen und Ableitungen

A.1 Familie 1: Zerlegung der Verzerrungstensoren
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A.2 Familie 1: Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-
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A.3 Familie 2: Zerlegung der Verzerrungstensoren
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A.4 Familie 2: Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-

keiten
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A.5 Familie 1: Spannungstensoren und Ableitungen
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A.6 Familie 2: Spannungstensoren und Ableitungen
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B Zur Berechnung der spezi�schen W�arme-
kapazit�at

Die spezi�sche W�armekapazit�at bei konstanter Verzerrung (4.38) berechnet sich aufgrund der
Zerlegungen (4.1), (3.11) sowie der Annahme (4.29) wie folgt:
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Die Ans�atze (4.56), (4.57), (4.15) und (4.21), partiell nach der Temperatur di�erenziert, f�uhren
unter Einbeziehung von (4.63), (4.65) und (3.31) zu
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Unter der Voraussetzung kleiner thermoelastischer Verzerrungen kann der erste Term in (B.2)
bzw. in (B.3) vernachl�assigt werden, so da� (B.2), (B.3) durch
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approximiert werden kann. Erneute partielle Di�erentiation der Ausdr�ucke (B.6), (B.7) (B.4),
(B.5) nach der Temperatur liefert

@2 �H

@�2
= � (�0��r+�)

@C

@�
[�̂e]�1+9 � (�0��r+�)2�3 � (�00��r+2�0) (Sp �̂e) ; (B.8)

@2 �K

@�2
= � (�0��r+�)

@C

@�
[�̂t]�1�9 � (�0��r+�)2�9 � (�00��r+2�0)���r� �R

�
c�"

(B.9)

124



@2 � iso

@�2
=

(1�d)

�R

�
1

2
00 r2 + h00 r

�
; (B.10)

@2 � kin

@�2
=

(1�d)

2 �R
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und nach Einsetzen in (B.1) unter Ber�ucksichtigung von (4.63), (4.65) und (3.31)
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)
: (B.12)

Die Gr�o�en ( )00 kennzeichnen hierbei die zweifachen Ableitungen nach der Temperatur. Setzt
man ferner voraus, da� alle Materialparameter im betrachteten Temperaturintervall linear
interpoliert werden, so geht (B.12) �uber in

�R
�
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�
c�" + f (B.13)

mit
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Da bei kleinen thermoelastischen Verzerrungen der Term f vernachl�assigbar ist, nimmt die
spezi�sche W�armekapazit�at einen konstanten Wert

c" = konst: = c�" (B.15)

an.
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C Berechnung der Beitr�age zur Tangenten-
stei�gkeit

Wie bereits in Kapitel 5.2.6 angesprochen, m�ussen in UMAT die Gr�o�en

@S

@�"
;

@S

@��
;

@wg

@�"
;

@wg

@��
(C.1)

am Inkrementende zur Verf�ugung gestellt werden. Die analytische Berechnung dieser Gr�o�en
ist, wie das folgende Kapitel zeigt, mit einigem Aufwand verbunden.

Gem�a� den Beziehungen (5.118) { (5.122) gilt f�ur die partiellen Ableitungen der in der
Materialroutine berechneten Zustandsgr�o�en nach dem Verzerrungsinkrement
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bzw. f�ur deren Ableitungen nach dem Temperaturinkrement
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Mit Hilfe dieser Gr�o�en wiederum lassen sich die Ableitungen (C:1)3 und (C:1)4 bestimmen.
Die Berechnung der Terme (C.2) und (C.3) erfolgt sukzessive und zwar zun�achst f�ur Teil-
problem I, dann f�ur Teilproblem II und abschlie�end f�ur Teilproblem III.

Im folgenden gelte auch hier, wie bereits zuvor vereinbart, da� Gr�o�en zum Zeitpunkt t durch
den Index 0, zum Zeitpunkt t+�t=2 durch den Index 1/2 und zum Zeitpunkt t+�t durch
den Index 1 gekennzeichnet werden. Weiterhin werden im betrachteten Temperaturintervall
�� die Materialparameter linear interpoliert. F�ur einen beliebigen Materialparameter � mit
�1=�� (��) gilt somit

�01 =
@�1
@��

=
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; (C.4)

w�ahrend Temperaturableitungen h�oherer Ordnung verschwinden.
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C.1 Beitr�age aus Operator I

(A) Spannung

Mit der De�nition

B := S�0 +
1

2
(�"S�0 + S�0�") + (1�d0)C1=2 [�" � C�1=2 �� 1] (C.5)

lautet Gleichung (5.80)

I

S1 = Z�1 [B] : (C.6)

Somit erh�alt man f�ur deren partielle Ableitung nach dem Verzerrungsinkrement
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bzw. nach dem Temperaturinkrement
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(B) Kinematische Verfestigung

In analoger Vorgehensweise wird zun�achst

M :=
�
1 + CZ1=2��

�
Z�0 +

1

2
(�"Z�0 + Z�0�") (C.12)

de�niert, so da� Gleichung (5.81) in der Form
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Z1 = P�1 [M] (C.13)
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geschrieben werden kann. Dies wiederum f�uhrt zu
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Weiterhin gilt
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(C) Isotrope Verfestigung

Entsprechend Gleichung (5.82) ergibt sich f�ur die isotrope Verfestigung folgender Zusammen-
hang:
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C.2 Beitr�age aus Operator II

(A) Spannung

Die partiellen Ableitungen der Spannung nach dem Verzerrungsinkrement bzw. nach dem
Temperaturinkrement k�onnen aufgrund der Darstellung (5.150) in der Form
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geschrieben werden, wobei die tensoriellen Gr�o�en
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unmittelbar aus (5.93) hervorgehen.
Auf die Berechnung der Ableitungen @

II ~N=@�, @
II ~N=@�" und @

II ~N=@�� wird in Unterpunkt
(D) eingegangen, w�ahrend die Terme @ ��=@�", @

II�d=@�", @ ��=@�� und @
II�d=@�� gem�a� Unter-

punkt (E) bestimmt werden.

(B) Kinematische Verfestigung

Analoge Vorgehensweise liefert unter Ber�ucksichtigung der Beziehungen (5.151) und (5.94)
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(C) Isotrope Verfestigung

Ausgehend von (5.152) folgt f�ur die Ableitungen der isotropen Verfestigung
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wobei die Ausdr�ucke
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aus Gleichung (5.95) gewonnen werden.
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(D) Normale

Aufgrund der Beziehungen (5.108) und (5.109) gilt f�ur die Normale
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und somit f�ur deren partielle Ableitungen
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Zudem folgt aus Gleichung (5.106)
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(E) Plastischer Multiplikator und Sch�adigungsvariable

Die Berechnung der Terme @ ��=@�", @
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gebildet, aus denen unmittelbar
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folgt. Aufgrund dessen erh�alt man f�ur die gesuchten Gr�o�en2
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mit der Matrix
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gegeben ist.

Die Komponenten der Matrix J berechnen sich wie folgt:
Die Beziehungen (5.109), (5.107) und (5.103) liefern
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Die Ausdr�ucke @ ~�=@� und @
II~k=@� sind durch die Gleichungen (C.37) und (C.45) bestimmt.

Weiterhin ergibt sich aus (5.110) unter Einbeziehung von (5.98) und (5.93) f�ur die �ubrigen
Komponenten
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Der Ausdruck @
II ~N=@� ist durch (C.43) festgelegt.

Aufgrund der Beziehungen (5.93), (5.103), (5.107), (5.109) { (5.110) gelten f�ur die verbleiben-
den Terme auf der rechten Seite der Gleichungen (C.58) und (C.59) folgende Zusammenh�ange:
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Die Ausdr�ucke @ ~�=@�", @ ~�=@��, @
II~k=@��, @

II ~N=@�" und @
II ~N=@�� berechnen sich gem�a�

den Beziehungen (C.46), (C.47), (C.39), (C.41) und (C.42).
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C.3 Beitr�age aus Operator III

(A) Kinematische Verfestigung

Ausgehend von der Darstellung (5.156) ergibt sich f�ur die kinematische Verfestigung
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wobei die Gr�o�en
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unmittelbar aus Gleichung (5.113) hervorgehen.
Zur Bestimmung der Terme @ �K=@�" und @ �K=@�� wird Gleichung (5.116) herangezogen.
Unter Ber�ucksichtigung von (5.157) erh�alt man
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was wiederum
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zur Folge hat.
Die Berechnung der verbleibenden Gr�o�en
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erfolgt mit Hilfe der Beziehung (5.116).

(B) Isotrope Verfestigung

Entsprechend der Darstellung (5.155) folgt f�ur die isotrope Verfestigung:
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Ausgehend vom totalen Di�erential der Gleichung (5.117)
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erh�alt man f�ur die gesuchten Terme
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Die ben�otigten partiellen Ableitungen
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gehen aus (5.117) hervor.
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C.4 Beitr�age der thermomechanischen Gr�o�en

Ausgehend von der Darstellung (5.172) folgt

@ �wg

@�"
=

 
@S

@�"

!T "
@ �wg

@S

#
+

 
@Z

@�"

!T "
@ �wg

@Z

#
+
@ �wg

@k

@k

@�"
+

+
@ �wg

@�

@�

@�"
+
@ �wg

@d

@d

@�"
+

@ �wg

@�"
; (C.98)

@ �wg

@��
=

@ �wg

@S
� @S
@��

+
@ �wg

@Z
� @Z
@��

+
@ �wg

@k

@k

@��
+
@ �wg

@�

@�

@��
+
@ �wg

@d

@d

@��
+
@ �wg

@��
: (C.99)

Die unbekannten Gr�o�en @ �wg=@S, @ �wg=@Z, @ �wg=@k, @ �wg=@�, @ �wg=@d, @ �wg=@�" und
@ �wg=@�� lassen sich mit Hilfe der in Kapitel 5.2.4 erl�auterten Gleichungen sowie den Be-
ziehungen (5.164) { (5.172) bestimmen. Die im folgenden angef�uhrten Gleichungen gelten f�ur
den viskoplastischen Fall. Bei plastischer Beanspruchung ist entsprechend p1 = �1 = 0 zu
setzen.

(A) Berechnung des Terms @ �wg=@S

Die Zerlegungen (5.137) und (5.127) zusammen mit den Darstellungen (5.166) { (5.170) f�uhren
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wobei die Ableitungen

@ �wp

@S
=

1

�R

�1
�t

8<
:N1 +

 
@ �N

@S

!T

[S1]

9=
; ; (C.101)

@�_esY
@S

=
1

�R

�1
�t

CY1

8<
:c1

 
@ �N

@S

!T

[Z1] +
2

1�d1
QT [Z1]

9=
; ; (C.102)

@�_esd
@S

= � 1

�R

(
@ (��
et)

@S
+

(�01��r1+�1)

1�d1
�1 1

)
_d1+

+
_esd1
_d1

s
2

3

�1
�t

(a11+a21d1)

(1�d1)q1
n1 (�
et1)

n1�1
@ (��
et)

@S
(C.103)

mit

@ �N

@S
=

1

k(S1�Z1)Dk
�
E � 1

3
(1
 1) � (N1 
N1)

�
; (C.104)

138



Qijmn = Zir

 
@ �N

@S

!
rjmn

; (C.105)

@ (��
et)

@S
=

1

(1�d1)2

(
1

2�1
SD1 +

1

3 (2�1+3�1)
(SpS1) 1

)
(C.106)

aus den Gleichungen (5.125), (5.126), (5.131), (5.132), (5.134) { (5.136) hervorgehen.

(B) Berechnung des Terms @ �wg=@Z

Analoge Vorgehensweise liefert zun�achst
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bzw. unter Ber�ucksichtigung von (5.125), (5.126), (5.131), (5.132), (5.134), (5.135)
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(D) Berechnung des Terms @ �wg=@�
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wird mittels der Beziehungen (5.125), (5.126), (5.130) { (5.135) gewonnen.

(E) Berechnung des Terms @ �wg=@d
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erfolgt entsprechend unter Einbeziehung von (5.123), (5.130) { (5.135).

(F) Berechnung des Terms @ �wg=@�"

Es folgt
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(G) Berechnung des Terms @ �wg=@��
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ergeben sich gem�a� (5.123), (5.124), (5.130) { (5.135) folgende Zusammenh�ange:
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