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Zur n�aherungsweisen Berechnung des Fixpunktes einer

Kontraktion durch ein Einschlie�ungsverfahren

G�otz Alefeld und Peter Volkmann

Zusammenfassung. Es wird eine Modi�kation eines Einschlie�ungsverfahrens

gegeben, mit welchem der Fixpunkt einer Kontraktion F : IRN ! IRN n�ahe-

rungsweise berechnet werden kann; pro Iterationsschritt wird nun weniger Auf-

wand ben�otigt. Die G�ute der Einschlie�ung wird aber nicht besser, sondern kann

schlechter werden.

1. Vorbereitende Tatsachen. Im IRN sei kxk = maxfjx1j; : : : ; jxN jg, und x1 �

x2 bedeute x
k

1 � xk2 (k = 1; 2; : : : ; N). Die Funktion

F : IRN ! IRN (1)

gen�uge einer Lipschitzbedingung

kF (x1) � F (x2)k � �kx1 � x2k: (2)

Nach Jahn [1] und nach [3], [4] existiert dann

f : IRN � IRN ! IRN (3)

mit den Eigenschaften

kf(y1; z1)� f(y2; z2)k � �maxfky1 � y2k; kz1 � z2kg; (4)

f(y1; z1) � f(y2; z2) (y1 � y2; z2 � z1); (5)

f(x; x) = F (x): (6)

Es sei noch

� < 1; (7)

d. h., die Funktion (1) sei eine Kontraktion. Die Bestimmung einer handlichen

Funktion (3) mit den Eigenschaften (4)-(6) kann im konkreten Falle schwierig

sein; es geht manchmal leichter, wenn man (unter Beibehaltung von (7)) die Zahl

� etwas vergr�o�ert.
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Ab jetzt werden (1)-(7) vorausgesetzt, und es seien y0; z0 Elemente des IRN mit

y0 � z0; y0 � f(y0; z0); f(z0; y0) � z0;

d. h. (vgl. (5)),

y0 � f(y0; z0) � f(z0; y0) � z0 (8)

(solche y0; z0 lassen sich leicht �nden). Dann ist bekannt (und es l�a�t sich ohne

weiteres beweisen, vgl. z. B. Kurpel0 und �Suvar [2]), da� das Iterationsverfahren

yn+1 = f(yn; zn); zn+1 = f(zn; yn) (9)

einschlie�end gegen den Fixpunkt x0 von F konvergiert; insbesondere gilt also

y0 � x0 � z0: (10)

2. Das modi�zierte Verfahren. Es sei " > 0; ferner seien y0; z0 in IR
N vorgelegt,

so da� (8) gilt. Wir geben eine Modi�kation von (9) an, durch welche a; b in IRN

mit den Eigenschaften

a � x0 � b; kb� ak � " (11)

gefunden werden k�onnen: Mit f = (f1; : : : ; fN) seien yn; zn gegeben durch

yk
n+1

=

(
fk(yn; zn) f�ur zk

n
� yk

n
> "

yk
n

f�ur zk
n
� yk

n
� ";

(12)

zk
n+1

=

(
fk(zn; yn) f�ur zk

n
� yk

n
> "

zk
n

f�ur zk
n
� yk

n
� ":

(13)

Diese Rekursion werde durchgef�uhrt, bis

ym+1 = ym; zm+1 = zm (14)

eintritt; a = ym; b = zm erf�ullen dann (11). Bedingung (14) gilt sicher f�ur

m �
ln kz0 � y0k � ln "

� ln�
: (15)

Beweis. Man betrachte (12), (13) zun�achst f�ur n = 0. Aus (8), (12) folgt

y0 � y1 � f(y0; z0);

und analog folgt aus (8), (13)

f(z0; y0) � z1 � z0:
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Mit (8) wird so

y0 � y1 � f(y0; z0) � f(z0; y0) � z1 � z0; (16)

und hieraus ergibt sich mit (5)

y1 � f(y0; z0) � f(y1; z1) � f(z1; y1) � f(z0; y0) � z1;

also gilt

y1 � f(y1; z1) � f(z1; y1) � z1:

Das ist (8) mit y1; z1 an Stelle von y0; z0, und entsprechend kann f�ur alle n � 0

auf

yn � f(yn; zn) � f(zn; yn) � zn

geschlossen werden. Analog zu (10) gilt dann yn � x0 � zn, und analog zu (16)

erh�alt man yn � yn+1 � zn+1 � zn. Insgesamt haben wir

y0 � y1 � y2 � : : : � x0 � : : : � z2 � z1 � z0: (17)

Aus (12), (13) in Verbindung mit (4) erh�alt man

kzn+1 � yn+1k � maxf"; �kzn � ynkg;

also gilt f�ur alle m � 0 die Absch�atzung

kzm � ymk � maxf"; �mkz0 � y0kg:

F�ur m gem�a� (15) ergibt sich dann

kzm � ymk � "; (18)

und hieraus folgen mit (12), (13), (17) die Beziehungen

y0 � y1 � : : : � ym = ym+1 = : : : � x0 � : : : = zm+1 = zm � : : : � z1 � z0: (19)

Ist andererseits irgendein m � 0 vorgelegt, mit welchem (14) gilt, so stellt sich

wieder (19) ein, und (18) ist erf�ullt (denn kzn � ynk � " gilt nach dem vorher

Gesagten sicher f�ur gro�e n). Wegen (18), (19) gilt also (11) f�ur a = ym; b = zm.

3. Vergleich mit dem Iterationsverfahren (9).Mit (12), (13) ergibt sich also

die Zeile (17):

y0 � y1 � y2 � : : : � x0 � : : : � z2 � z1 � z0:
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Um vergleichen zu k�onnen, schreiben wir (9) in der Form

eyn+1 = f(eyn; ezn); ezn+1 = f(ezn; eyn) (ey0 = y0; ez0 = z0):

Man erh�alt dann

y0 = ey0 � ey1 � ey2 � : : : � x0 � : : : � ez2 � ez1 � ez0 = z0; (20)

und es gilt stets

yn � eyn � x0 � ezn � zn:

Somit liefert (20) eine bessere (genauer: nicht schlechtere) Einschlie�ung von x0

als (17). Dennoch ist das Verfahren (12), (13) im Vergleich zu (9) attraktiv, da

es weniger (genauer: nicht mehr) Rechenaufwand pro Iterationsschritt erfordert,

ansonsten aber den Fixpunkt ebenfalls monoton einschlie�t.
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