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Kurzfassung

Mit Hilfe des Finite Elemente Programms ABAQUS, Version 4.9, wurden die Auswirkungen
von lokalen, zumeist thermischen Imperfektionen auf das Versagensverhalten elasto-plastischer
Druckbehalter analysiert. Im Vordergrund stand hierbei die Geometrie eines Druckwasserreak-
tors. Im Rahmen der Theorie grofler Deformationen wurde mit dem in ABAQUS standardmaBig
implementierten Thermoplastizitdtsmodell fiir kleine elastische und grofie plastische Deforma-
tionen Versagen durch plastische Instabilitdt berechnet. Da das nachkritische Verformungs-
verhalten des Behalters von Interesse war, galt es zu iiberpriifen, ob es sich hierbei um ein

Verzweigungsproblem handeln kénnte.

Auf der Grundlage der Axialsymmetrie und unter der Annahme kosinusférmiger Eigenmoden
ist fiir die durch Innendruck belastete Kugel der niedrigste Bifurkationsmodus durch & = 1
gegeben, wobei die Stabilitdt deutlich vor der Eindeutigkeit verloren geht. Nach beginnender
Entlastung ist das nachkritische Verformungsverhalten dadurch gekennzeichnet, dafl bei weite-
rer Zunahme des Innenvolumes weiterhin grofle Bereiche der Kugel plastisch belastet werden,
ohne jedoch eine Einschniirung am Pol zu zeigen. Fiir £ = 2 wurde erst bei einem relativ
hohen Innenvolumen eine Verzweigung von der fundamentalen Losung ermittelt, obwohl der
maximal ertragbare Innendruck niedriger war als beim niedrigsten Bifurkationsmodus. Nach
Erreichen jenes Innendrucks, bei dem zum erstenmal Entlastungen ermittelt wurden, fiihrte
im Falle k = 2 eine weitere Zunahme des Innenvolumens zu einer sofortigen Einschniirung
am Aquator. Bei der Variation der Lage lokaler Imperfektionen ¢y = [0, 7/2] zeigte sich eine
kontinuierliche Abnahme des maximal ertragbaren Innendrucks fiir zunehmende ¢o. Im nach-
kritischen Bereich zeigte sich diese Tendenz jedoch nicht, obwohl sich Imperfektionen besonders
im nachkritischen Bereich stark hatten auswirken sollen. Fiir hinreichend grofie ¢, wurde die
Kugel zu einer typischen Modus-1-Verformung angeregt. Daraus wurde gefolgert, dafl das nach-
kritische Verformungsverhalten einer mit Innendruck beaufschlagten Kugel auf der Basis der

Axialsymmetrie nicht realistisch simuliert werden kann.

Zur einer dhnlichen Schluffolgerung fithrten die Untersuchungen zum Reaktordruckbehalter.
Es zeigte sich, dafl bei Vorgabe einer axialsymmetrischen Stérung im Pol mit verschwindender
Amplitude die fundamentale Losung des Behélters angendhert wird, wodurch gezeigt wurde,
dafl es sich hierbei um kein axialsymmetrisches Verzweigungsproblem handeln kann. Eine ab-
seits des Pols vorgegebene punktfdrmige Imperfektion fithrt ab einer kritischen Amplitude zur
Verformungslokalisierung am Ort der Imperfektion. Dies stellt jedoch kein Verzweigungspro-
blem im eigentlichen Sinne dar. Lediglich im Pol ist mit einem Verzweigungsproblem relativ
zur Umfangsrichtung zu rechnen.

Zum Abschlufl wurden auf der Grundlage der aus Zugversuchen identifizierten Materialpara-
meter einige Tragfahigkeitsanalysen fiir den Reaktordruckbehélter durchgefithrt. Es ergab sich
eine starke Abhangigkeit des maximal ertragbaren Innendrucks von der Lage und Grofle der

Warmeeinflufizone.




Abstract

Investigation of the Influence of Imperfections on the Failure Be-
havior of Elastic-plastic Pressure Vessels by Means of the Finite
Element Method

The influence of local, mostly thermal imperfections on the failure behavior of elastic-plastic
pressure vessels was investigated with the ABAQUS Finite Element code (version 4.9). The
geometry of a reactor pressure vessel was in the center of the discussion. Failure due to plastic
instability was studied using the standard thermo-plasticity model for small elastic and finite
plastic deformations. As the post-critical deformation behavior of the vessel was of interest, it

had to be considered whether a bifurcation problem could occur.

For axisymmetric spherical shells subjected to internal pressure p, and under the assumption of
cosinusoidal eigenmodes, the first bifurcation mode is given by k = 1. Compared to the point
of maximum internal pressure, bifurcation (characterized by neutral loading) occurs with a
greater enclosed volume. The post-bifurcation behavior is characterized by a large plastic zone
in the spherical shell. No strain localization was determined at the thinner pole of the shell.
For k = 2 bifurcation occurred at a relatively large enclosed volume, although the maximum
internal pressure p,,.., was lower than for the first bifurcation mode. After neutral loading has
been reached, increase in enclosed volume leads to rapid strain localization at the equator of the
imperfect shell. For local imperfections ¢ = [0, 7/2] Pmas decreased with increasing ¢o. This
tendency was not obtained for the post-critical behavior, although the imperfection sensitivity
should have been high. For sufficiently high values of ¢, the sphere showed a typical mode-1
deformation. It was concluded that the post-critical behavior of the sphere cannot be calculated

under axisymmetrical conditions.

Similar results were obtained for the reactor pressure vessel (RPV). For axisymmetrical im-
perfections located at the pole of the vessel the fundamental solution was approximated with

vanishing imperfections. Thus, no axisymmetrical bifurcation can occur.

For non axisymmetrical imperfections (hot spots located outside the pole of the vessel) strain
localization resulted for sufficiently high amplitudes. Due to the fact that a minimum (non
vanishing) imperfection is necessary for strain localization, no bifurcation occurs within the
meaning of the bifurcation theory. Solely a bifurcation problem is expected to appear at the

pole of the vessel relative to the circumferencial direction.

On the basis of temperature dependent material parameters several analyses of the load-carrying
capacity were performed for the RPV geometry. The parameters were identified with uniaxial
tensile tests. The two- and three-dimensional Finite Element analyses indicated a strong de-

pendency of the maximum internal pressure on the size and location of the heat affected zone.



Inhaltsverzeichnis

Notation und Operatoren

1 Einleitung

2 Allgemeine Grundlagen der Mechanik

2.1 Kinematik des deformierbaren Koérpers . . . . . . ... . .. .. ... ... ..
2.2 Verzerrungstensoren . . . . . . . . .. i e e e
2.3 Spannungsvektoren und Spannungstensoren . . . . .. ... .. ... ... ...
2.4 ﬁberlagerung von Starrkorperbewegungen . . . . ... ... oL Lo
2.5 Die Spannungsleistung . . . .. ... L L oL oL o e

3 Beschreibung des Materialverhaltens

5.1.4

3.1 Darstellung des Materialgesetzes . . . . . ... .. ... .. oo 0oL
3.2 Materielle Objektivitat . . . . . . ... . oo o
3.3 Methode der konjugierten Variablen . . . .. .. ... ... ... 0000
4 Erlauterungen zur Plastizitat
4.1 Plastizitatsmodell mit isotroper Verfestigung . . ... ... ... .. ... ...
4.2 Das Plastizitatsmodell in ABAQUS . . . .. . . . ... . .. ... . . .. ...
5 Erlauterungen zur Stabilitat und zum Verlust der Eindeutigkeit
5.1 Das Shanley-Modell . . . ... .. .. Lo
5.1.1 Modellgleichungen . . . .. ... .. ... . e
5.1.2 Elastisches Knicken . . .. .. ... .. . o 0oL
5.1.3 Plastisches Knicken . . . . .. ... ... . .. .. o .

Elastisch-plastisches Knicken . . . ... .. ... ... . .........

Iv

12

13

15
15
16

18

20




II Inhaltsverzeichnis
5.1.5 Einflul von Imperfektionen ... ... .. .. ... ... .. ....... 36

5.1.6 SchluBfolgerungen . . ... ... ... ... . ... oo 36

5.2 Verzweigung bei elastisch-plastischen Korpern . . . . .. ... ... I 37
5.3 Stabilitat bei elastisch-plastischen Korpern . ......... ... ... .43
5.4 AbschlieBende Bemerkungen ... .. J P 44

6 Untersuchungen am Zugstab - 45
6.1 Einfithrende Bemerkungen . . . . . ... ... ... ... .. ... 45
6.2 Der Zugversuch . . . . . . . . L e e e e e e 46
6.2.1 Kinematische Beziehungen . . ... ... ... ... ... .. ...... 47

6.2.2 Die Instabilitatsbedingung . . . . .. ... Lo o000 49

6.2.3 Der Verlust der Eindeutigkeit . . . .. ... ... ... ... ..., ... 49

6.3 FE-Rechnungen . . . . .. .. . . . . . it 50
6.3.1 Allgemeines . . . . . . ... e 50

6.3.2 Diskretisierung . . . . ... . o Lo e 52

6.3.3 Globale Imperfektionen . . ... ... ... ... ... ... . ...... 52

6.3.4 Lokale geometrische Imperfektionen . . ... ... ... ... ...... 57

6.3.5 Thermische Imperfektionen . .. ... ... ... .. .. .. ... .... 59

6.3.6 Schlufifolgerungen. . . . . ... ... .. oo o 63

7 Kugel unter Innendruck 64
7.1 Einfihrungin das Kapitel . . .. .. ... ... .. ... ... . ... ... ... 64
7.2 FE-Rechnungen . . . . ... ... . . i ‘. ... 65
7.2.1 Diskretisierung . . . . . . .. ... o 65

7.2.2 Globale Imperfektionen . . . . . .. ... ... ... L 0 L 67

7.2.3 Lokale geometrische Imperfektionen . . . . . . . . ... ... ... ... .

7.2.4 Lokale thermische Imperfektionen . ... ... ... ... ........ 74

7.3 Schluifolgerungen . . . .. . ... . o 79



Inhaltsverzeichnis

8 Untersuchungen zum Reaktordruckb

8.1 Der Reaktordruckbehalter . . . . ... .. ... ... ... ... . ... ...
8.2 Axialsymmetrische Geometrie . . . . . . .. ... L L L o oL
8.2.1 Diskretisierung . . . .. ... o
8.2.2 Globale Imperfektionen . . . . . . ... .. ... L o L
8.2.3 Lokale thermische Imperfektionen . . . .. ... ... ... .. .....
8.3 Dreidimensionale Geometrie o
8.3.1 Diskretisierung . . . . . . . ... L e
8.3.2 Punktformige thermische Imperfektionen . . . . . . . ... .. ... ...

9 Reaktordruckbehalter (Teil 2)
9.1 Einfihrungin das Kapitel . .. ..
9.2 Bestimmung der Materialparameter
9.3 Einfluf} thermischer Imperfektionen
9.3.1 Axialsymmetrische Geometrie

9.3.2 Dreidimensionale Geometrie

10 Zusammenfassung

Anhang A

Anhang B

Literaturverzeichnis

ehalter (Teil 1)

.........................
.........................
.........................

........................

.........................

III

81

81

82

82

83

86

90

90

90

93

93

93

98

98

102

104

108

110

113




v

Notationen und Operatoren

Notation und Operatoren

Tensoren erster und zweiter Stufe werden in Fettdruck dargestellt, Tensoren vierter Stufe werden

zusdtzlich noch durch kalligrafische Buchstaben gekennzeichnet. Gleichungen in Indexschreib-

weise unterliegen der Einstein’schen Summationskonvention. Die verwendeten Rechenregeln

kénnen den Lehrbiichern von pE BoEgr [4] und KLINGBEIL [37] entnommen werden.

Notation

~ -

)

x =% (X,1)

dXx

o
»

—h (X,1)

< a === @mF =

>

Funktionssymbole

Ortsvektor eines materiellen Punktes in der Momentankonfiguration,
dem in der Referenzkonfiguration der Vektor X zugeordnet ist
Zeit

Materielles Linienelement in der Referenzkonfiguration
Materielles Linienelement in der‘Momentankonﬁguration
Einheitstensor zweiter Stufe |
Verschiebungsvektor

Verschiebungsgradient

Deformationsgradient

Rotationstensor in der polaren Zerlegung

Rechts-Strecktensor

Links-Strecktensor

Eigenwerte von U bzw. V

Normierter Eigenvektor von U zum Eigenwert ),

Normierter Eigenvektor von V zum Eigenwert A,
Antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe, die die Eigenvektoren
u; bzw. v; in deren zeitliche Ableitung tiberfiithren

Raumlicher Geschwindigkeitsgradient

Symmetrischer Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten

Antisymmetrischer Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten

(Wirbeltensor)



Notationen und Operatoren

@Hgﬁgﬂz;ameﬁzn

<

w
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Green’scher Verzerrungstensor

Linearisierter Verzerrungstensor

Almansi’scher Verzerrungstensor

Logarithmischer Verzerrungstensor

Differentieller Kraftvektor der Momentankonfiguration
Differentieller Kraftvektor der Referenzkonfiguration
Gerichtetes Flachenelement der Momentankonfiguration
Gerichtetes Flichenelement der Referenzkonfiguration
Einheitsnormale des differentiellen Flachenelements da
Einheitsnormale des differentiellen Flachenelements dA
Spannungsvektor

Cauchy’scher Spannungstensor

Gewichteter Cauchy’scher Spannungstensor

1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor

2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor

Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Bezugskonfiguration

Isotroper Tensor vierter Stufe des Materialgesetzes
Inverse von C \
Einheitstensor 4. Stufe

Elastizitatsmodul

Querkontraktionszahl

Plastische Bogenlange

Isotrope Verfestigungsvaﬁable

Temperatur

Nennspannung (technische Spannung)
Totaldehnung (technische Dehnung)

Streckgrenze

Zugfestigkeit
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Operatoren

GRAD

grad

DIV

Sp A

det A

AP =A—-1SpA
sup(-)

()

()"

()"

Notationen und Operatoren

Wahre Spannung

Wahre (logarithmische) Dehnung
Fliegrenze

Krafte (Betrage)

Innendruck

Lamésche Elastizitatskonstanten

Elastischer Anteil von ()

Plastischer Anteil von ()

Wert von (-) beim Maximalwert det Zugkraft
oder des Innendrucks

Wert von (-) bei beginnender Entlastung
Wert von () fiir die fundamentale Losung
Wert von () fiir eine zweite, mogliche Losung

Wert von () fiir den linearen Vergleichskérper

Gradient (beziiglich der Referenzkonfiguration)
Gradient (bezliglich der Momentankonfiguration)
Divergenz (beziiglich der Referenzkonfiguration)
Spur des Tensors zweiter Stufe A

Determinante des Tensors zweiter Stufe A '
Deviator des Tensors zweiter Stufe A

Supremum von (+)

Materielle Zeitableitung von (-)

Inverse von (*)

Transponierte von (+)




Notationen und Operatoren , VII

A= A — WT + TW Jaumann-Ableitung des Tensors zweiter Stufe A

A [B] Anwendung des Tensors vierter Stufe A auf den Tensor zweiter
Stufe B

A®B Dyadisches Produkt zweier Tensoren zweiter Stufe

a®b ’ Dyadisches Produkt zweier Vektoren

AB Multiplikative Verkniipfung zweier Tensoren zweiter Stufe

A-B=5pABT Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe
a-b Skalarprodukt zweier Vektoren

Einige wichtige Rechenregeln

A-B=SpABT = Sp ATB = Sp BTA = Sp BAT
8(A-B aA\" aB\”
() e (32)

dT T 8T
(A®B)[C]=(B-C)A = (1®1) [A] = (Sp A)l




Kapitel 1

Einleitung

Ziel dieser Arbeit war es, die Auswirkungen von Imperfektionen auf das Versagensverhalten von
elastisch-plastischen Druckbehéltern mit Hilfe des Finite Elemente Programms ABAQUS [22],
Version 4.9, auf der Grundlage der Theorie grofier Deformationen zu untersuchen. Von beson-
derem Interesse ist das Verhalten eines Reaktordruckbehaliers (RDB), dessen kugel{férmige Bo-
denkalotte mit axialsymmetrischen und lokalen Temperaturimperfektionen beaufschlagt wird.
Die durchgefiihrten Untersuchungen sollen zum genaueren Verstandnis des moglichen Versagen-
sablaufs nach schweren Kernschmelzunfillen beitragen. Bei diesen Unfallszenarien wird davon
ausgegangen, daf} sich das Corium ins untere Plenum des Behélters verlagert und den Behalter
lokal aufheizt, wie dies beispielsweise beim Unfall im Block 2 des Kraftwerks Three Miles Is-
land (TMI-2) bei Harrisburg im Jahre 1979 der Fall war [63, 59], oder einen grofivolumigen
Schmelzesee ausbildet. Nicht zuletzt durch den Vorfall in Harrisburg und dem schweren Un-
fall in Tschernobyl im Jahre 1986 wurden und werden zahlreiche Untersuchungen zum Thema

schwere Kernschmelzunfalle durchgefiihrt, in denen unterschiedliche Gesichtspunkte im Vorder-

grund stehen.

Im Hinblick auf die vorliegende Arbeit seien der Beitrag von ALEX ET AL. [1] zur Deutschen
Risikostudie Phase B [16] erwahnt, in der die Auswirkungen einer axialsymmetrischen Tempe-
raturverteilung auf das zeitabhdngige Verformungsverhalten der axialsymmetrischen Behalter-
schale mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente berechnet wurde. Der Versagenszeitpunkt
wurde mit Hilfe eines einfachen Versagenskriteriums bestimmt. In der sehr umfangreichen
Studie von REMPE ET AL. [54] wurde unter anderem der Einfluf} verschiedener Schmelze-
zusammensetzungen auf den Versagenszeitpunkt des Behalters, ebenfalls auf der Basis von
axialsymmetrischen Finite Elemente Berechnungen, abgeschitzt. Obwohl in beiden Studien die
FE-Rechnungen ebenfalls auf der Grundlage der Theorie grofier Deformationen durchgefiithrt

wurden, ergab sich kein instabiles Verhalten des Behalters.

Aus der Literatur ist bekannt, daf bei kugelformigen oder langen, zylindrischen Druckbehéltern

nach Erreichen eines kritischen Zustandes der Behalter instabil wird und bel weiterer Zunahme




2 Kapitel 1 Einleitung

des Innenvolumens die Eindeutigkeit der Losung verloren geht. Dieser Verlust der Eindeutigkeit
(Bifurkation, Verzweigung) bedeutet, daB unter der Voraussetzung einer perfekten Bauteilgeo-
metrie, ab einer kritischen Last (Bifurkationslast) zwei verschiedene Losungen denkbar sind.
Die eine Losung ist die fundamentale Losung, die das nachkritische Verformungsverhalten der
perfekten Geometrie beschreibt. Die zweite Losung, die als verzweigte Losung bezeichnet‘wird,
ist dadurch gekennzeichnet, dafl mindestens ein materieller Punkt eine andere Belastungstra-

jektorie durchlauft als bei der fundamentalen Lésung.

Bekanntere Beispiele fiir Verzweigungsprobleme sind das Knicken und Beulen! schlanker Struk-
turen, die auf Druck belastet werden sowie die Einschniirung eines Zugstabs. Wahrend bei
letzterem die zu beobachtende Verformungslokalisierung erst nach Erreichen der Zugfestigkeit
eintritt, konnen lange, diinne bzw. dinnwandige Strukturen knicken oder beulen, noch bevor

die aus dieser Last berechnete Vergleichsspannung die Fliefigrenze erreicht?.

Bei der Auslegung schlanker, durch Druckspannungen belastete Konstruktionen kann somit die
Knick- oder Beullast die zur Dimensionierung erforderliche kritische Belastungsgrofle sein. Aus
diesem Grund existiert eine Vielzahl von Literatur, die sich sehr intensiv mit dem Knicken und

Beulen von Strukturen und der Bestimmung der kritischen Lasten beschaftigt®.

Die bei auf Zug beanspruchten, duktilen Bauteilen hiufig zu beobachtende Verformungslo-
kalisierung ist im allgemeinen fiir die Auslegung nicht von Bedeutung, da im Extremfall die
Tragfahigkeitsgrenze den kritischen Zustand darstellt. Bei der Bestimmung des Versagensab-
laufs kann jedoch die Frage nach den maximalen Verformungen von Interesse sein, bevor die
Integritat des Bauteils verloren geht, da sich in unmittelbarer Umgebung befindliche Strukturen

eventuell eine (stabilisierende) Stiitzwirkung ausiiben kénnten.

Um die Begriffe Stabilitdt und Verzweigung genauer erldutern zu konnen, werden dazu zuerst
in den Kapiteln 2 und 3 die Grundlagen der Kontinuumsmechanik und der Materialtheorie

dargelegt. Auf die Grundlagen der Methode der Finiten Elemente wird in diesem Zusammen-

'Es ist streng zwischen dem durch Druckspannungen induzierten Beulen (engl. buckling) und dem durch
Zugspannungen induzierten Beulen (engl. bulging) zu unterscheiden.

?Es sei erwahnt, dafl aufgrund ungiinstiger Bauteilgeometrien das Beulen oder Knicken auch mit aufleren
Lasten einher gehen kann, die rein intuitiv nur Zugspannungen im Bauteil induzieren. Beispielsweise konnen
nichthalbkugelformige, diinnwandige Deckel von durch Innendruck belasteten Behaltern aufgrund indugzierter
Druckspannungen ‘beulen (s. BuSHNELL [9, S. 921]).

*In den zum Teil sehr ausfiihrlichen Veroffentlichungen von BUSHNELL [9], SEWELL [61], THOMPSON / HUNT
[68] und HuTCHINSON / KOITER [27] sind zusatzlich umfangreiche Literaturhinweise zu diesem Thema zu finden.



hang mit dem Verweis auf die entsprechende Fachliteratur (z.B. [2, 81]) nicht eingegangen. In
Kapitel 4 wird neben dem in ABAQUS standardmafig implementierten Materialmodell der
Thermoplastizitit jenes Plastizitatsmodell erldutert, das in der Literatur zur Herleitung der

Stabilitats- und Verzweigungsbedingungen verwendet wurde.

In Kapitel 5 werden anhand eines einfachen mechanischen Ersatzmodells (Shanley-Modell) die
wesentlichen Eigenschaften elastisch-plastischer Bauteile demonstriert und die Verallgemeine-

rung auf elastisch-plastischer Korper erlautert.

In den darauffolgenden Kapiteln wird fiir den Zugstab und fiir die Kugel unter Innendruck
der Einflul von Imperfektionen aufgezeigt, einander gegeniibergestellt und mdglichst haufig
der Vergleich mit den aus der Literatur bekannten Ergebnissen gezogen. Die Kapitel 8 und 9
befassen sich schlieflich mit dem RDB selbst. Es werden anhand zweidimensionaler und drei-
dimensionaler Finite-Elemente-Berechnungen der Einflufl von axialsymmetrischen und lokalen
Imperfektionen, die sich auf der Bodenkalotte eines Reaktordruckbehélters befinden, erldutert.
Es sollte herausgefunden werden, ob es sich bei dem nachkritischen Verformungsverhalten des

Reaktordruckbehalters um ein Verzweigungsproblem handeln kénnte.
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Kapitel 2

Allgemeine Grundlagen der Mechanik

2.1 Kinematik des deformierbaren Korpers

Im dreidimensionalen Euklidischen Raum sei ein materieller Kérper B gegeben. Dieser Korper
wird durch die Gesamtheit aller materieller Punkte X gebildet und besitzt die Oberfliche S.
Jedem materiellen Punkt X ordnet die Referenzkonfiguration bezliglich eines raumfesten Be-
zugspunktes O einen Ortsvektor zu. Eine mogliche Wahl der Referenzkonfiguration ist die zum
Zeitpunkt ¢y eingenommene Ausgangskonfiguration, die jedem X den Ortsvektor X zuordnet

(s. Abbildung 2.1). Der von B in der Referenzkonfiguration eingenommene Raumbereich sei Rj.

Ry

Abb. 2.1: Die von dem materiellen Korper B in der Ausgangs- und Momentankonfigu-

ration eingenommenen Raumbereiche Ry und R,.

Zu einem spateren Zeitpunkt ¢ > {; wird die Lage des materiellen Punktes X durch den
Ortsvektor

x = x (X,1) (2.1)
beschrieben. Der dabei von B eingenommene Raumbereich wird R, bezeichnet. Die zu diesem
Zeitpunkt vorliegende Konfiguration heiflt Momentankonfiguration.

Der zugehdrige Verschiebungsvektor h wird aus der Differenz der beiden Ortsvektoren ermittelt,
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d.h.

A

h = h(X,t) = % (X,1) - X . (2.2)

Fiir einen beliebigen, aber festen Zeitpunkt ¢ wird der Deformationsgradient F wie folgt defi-

niert:

, 9
F = F(X,t):= 5)5( = GRAD %(X,1) . (2.3)

Der Deformationsgradient ist eine Transformationsvorschrift (Zwei-Punkt- Tensorfeld), die ein
materielles Linienelement dX der Referenzkonfiguration in ein Linienelement dx der Momen-

tankonfiguration abbildet (s. Abb. 2.1), d.h.:
dx = FdX . (2.4)

Es wird vorausgesetzt, dafl F invertierbar ( F # 0) und dariiber hinaus die Determinante von
F grofler Null ist. In diesem Fall existiert fiir F eine eindeutige polare Zerlegung (s. z.B. [18,

S.111]) der Form
F - RU = VR . (2.5)

Es sind U und V symmetrische, positiv definite Tensoren, die Rechts-Strecktensor bzw. Links-
Strecktensor bezeichnet werden, R ist ein eigentlich orthogonaler Tensor (d.h. det R = +1 und
R~! = RT), der eine Rotation beschreibt.

Mit Hilfe von U und V werden der rechte Cauchy-Green Tensor

C:=F'F=10? | (2.6)
und der linke Cauchy-Green Tensor

B :=FFT = V? (2.7)

definiert.

Es kann gezeigt werden (s. z.B. [3, S.46]), dafl die beiden Strecktensoren U und V dieselben
Eigenwerte A besitzen. Mit Hilfe der zum Eigenwert \; gehorenden normierten Eigenvektoren

u; und v; kénnen U und V in die Spektraldarstellung (s. z.B. GURTIN [18, S.12]):

3
U = Z AL Qu; (2.8)

3
vV = Z AV, ® v, (2.9)
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iiberfiilhrt werden, wobei zwischen den normierten Eigenvektoren folgender Zusammenhang

besteht:
v, = Rll,' . (2'10)

Aus den Gleichungen (2.5), (2.8) und (2.10) folgt

3
F = ) \hviou (2.11)
=1
21
F7' =) Twevi - (2.12)
i=1 M

Der Gradient des Verschiebungsvektors nach X liefert den. Verschiebungsgradient H:

oh .
H = »h(%’ﬁ: GRAD h(X,1) . (2.13)

Einsetzen von Gleichung (2.2) liefert

. a%(X, 1)
H = = /7
H (X, 1) X 1
= F -1 (2.14)
bzw. F=i(X,t) = H+ 1 . (2.15)

Als ein Ma$ fiir die Deformationsgeschwindigkeit wird der rdumliche Geschwindigkeitsgradient

o .
L = v(g’;’t) = grad ¥(x,1) (2.16)

eingefiihrt, wobei

x = v = v(xt) = v(X,t) = %(X,1) (2.17)

gilt. Der Geschwindigkeitsgradient besitzt die Eigenschaft, daB er ein materielles Linienelement

der Momentankonfiguration in dessen materielle Zeitableitung abbildet, d.h.

(dx) = Ldx . _ (2.18)
Aus Gleichung (2.4) folgt zunachst
(dx) = FdX
= FF'dx . (2.19)

Der Koeflizientenvergleich mit (2.18) liefert

L=FF?! . (2.20)
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Unter Ausnutzung der Eigenschaft, daB jeder beliebige Tensor 2. Stufe A additiv in einen sym-
metrischen Anteil A,,.. und einen antisymmetrischen Anteil A,,;m, = —(Aq,ym)7 zerlegt werden

kann (s. [4, S.511)), 1aBt sich der rumliche Geschwindigkeitsgradient wie folgt darstellen:

L=D+ W , - (2.21)
wobei
D = -;—(L+LT) (2.22)
den symmetrischen Anteil und |
1
W = 5(L—LT) (2.23)

den antisymmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten bilden. Die materielle Zeitablei-
tung von (2.11) liefert ‘
3
F=53\v,ou + QF + FI . (2.24)

=1
Durch Einsetzen von (2.24) und (2.12) in Gleichung (2.20) ergeben sich folgende Beziehungen

fir den rdumlichen Geschwindigkeitsgradient I und dessen symmetrischen Anteil D:

3 ) .
L = Y. Xiv,-®v,- + Q, + FQIF | (2.25)
i=1 M
3 /\
D = ) Tviovi+ [FQIF] : (2.26)
=1 : sym

Die antisymmetrischen Tensoren 2, und €2, transformieren die normierten Eigenvektoren u;
und v; in deren materielle Zeitableitungen, d.h.
\./,' = QU_V,' y (227)

1.1,' = Qull,' . (228)

2.2 Verzerrungstensoren

Ein mogliches Verzerrungsmaf kann wie folgt aus der Differenz der euklidischen Normen' von

dx und dX definiert werden:

A=z (laxP - dXIP) (2.29)

DO | =t

'Die euklidische Norm eines Tensors erster oder zweiter Stufe Y ist die nichtnegative reelle Zahl ||Y| =

vVY-Y.
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Unter Berlicksichtigung von Gleichung (2.4) 148t sich (2.29) wie folgt darstellen:

A = dX. [% (FTF - 1)] dX :=dX- -EdX , (2.30)
A = dx [% <1 — FT"lF"l)] dx:=dx-Adx . (2.31)

Der in der Referenzkonfiguration operierende Tensor E heifit Green’scher Verzerrungstensor und
der in der Momentankonfiguration operierende Tensor A wird Almansi’scher Verzerrungstensor

bezeichnet. Diese beiden symmetrischen Tensoren konnen wie folgt dargestellt werden:

E = -;— (F7F-1) = -;- (C-1) = % (v*-1) (2.32)
A = %(1—1«"—"—11?—1) = -;-(L-B"l) = %(1—V‘2> : (2.33)

Einsetzen von (2.4) in (2.31), und der anschlieende Koeffizientenvergleich mit (2.30), liefert
folgenden Zusammenhang zwischen dem Green’schen und dem Almansi’schen Verzerrungsten-
sor:

E = FTAF . (2.34)

Mit Hilfe von Gleichung (2.15) 1a8it sich (2.32); in

_ Llr L oer
E = E(H +H)+§H H (2.35)
= E+o0(|laP) (2.36)
umformen, wobei £ die Norm
£ = &(t) = sup (|H]) (2.37)
XeRy

bedeutet. Im Falle kleiner Deformationen gilt
£l baw. & <é . (2.38)
Unter dieser Voraussetzung kann der Restterm der Ordnung O (&%) gegeniiber dem Anteil

E = %(HT+H) , (2.39)

dem geometrisch linearisierten Green’schen Verzerrungstensor, vernachlassigt werden.

Die materielle Zeitableitung von (2.32); liefert in Verbindung mit (2.20) und (2.22) die Verzer-

rungsgeschwindigkeit des Green’schen Verzerrungstensors

E = (FTF+FT F)

DN | =
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_ 1 T T—1 yT no—1
= ST (P 4 PR ¥
1
_ wr [ Ly
= 77 {3 (L7+1) | F
= FTDF (2.40)
Umformen von (2.40), liefert:
D =F1EF?! . (2.41)

Die materielle Zeitableitung von A (Gleichung (2.30);) liefert unter Beriicksichtigung von (2.40)
und (2.4) die Bezichung

A = dX-EdX (2.42)
= dx-Ddx . (2.43)

Durch Einsetzen von (2.34) in (2.41) folgt
D = F*'(FPAF)F' = A + L"A + AL = A | (2.44)

A
wobel A die sogenannte untere Oldroyd Ableitung von A ist. Aus OGDEN [52, S.118f{] geht
hervor, daf eine Vielzahl von Verzerrungstensoren definiert werden konnen, diein Lagrangescher

bzw. Eulerscher Schreibweise in der Form
1

Er(m)=4¢ ™ : , (2.45)

(Vm—l):m;éO

1
Eg(m)=4¢ ™ (2.46)

Inv : m =20

dargestellt werden konnen, wobei m ein Element aus der Menge der ganzen Zahlen ist. Die

Tensoren E;, und U bzw. Eg und V sind koazial , d.h. sie besitzen dieselben Eigenrichtungen.

Aus Gleichung (2.45) folgt fiir m = 2 der Green’sche Verzerrungstensor, und aus Gleichung

(2.46) folgt fiir m = —2 der Almansi’sche Verzerrungstensor.

2.3 Spannungsvektoren und Spannungstensoren

In der Momentankonfiguration sei ein differentieller Kraftvektor dk, der an einem gerichteten

Flichenelement da um x angreift, gegeben. Dieser Kraftvektor wird mit Hilfe des Deformati-
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onsgradienten gemaf

dK = F'dk (2.47)

in die Referenzkonfiguration abgebildet (s. Abbildung 2.2), wiahrend fiir das gerichtete Flachen-
element da folgende Abbildungsvorschrift gilt:

dA = (detF)' FTda . (2.48)

Abb. 2.2: Differentielle Flachenelemente in der Referenz- und Mofnentankonfiguration
(AR, ist der Raumbereich eines Teilkorpers AB in der Referenzkonfiguration
und AR, der Raumbereich desselben Teilkorpers in der Momentankonfigu-

ration).

Die gerichteten Flachenelemente in Ry und R, sind die mit den Betragen der Flachen multipli-

zierten Einheitsnormalen N und n, d.h. :

dA = Nd4 (2.49)
da = nda . (2.50)

Gemaf der Hypothese von Cauchy (s. z.B. [18, S.97]) wird die Existenz einer stetigen Funktion
t = t(n, x,t) in der Belastungstrajektorie von X' angenommen. Diese Funktion wird Span-

nungsvektor bezeichnet und ist wie folgt definiert:

dk ’
= 2.51
¢ da ( )

Das Theorem von Cauchy besagt, dafl ein symmetrisches Tensorfeld ( Cauchy’scher Spannungs-
tensor) T = T (x,1) existiert, so daf
t = Tn (2.52)

giiltig ist. Unter Berlicksichtigung von (2.51) in Verbindung mit (2.50) folgt

dk = Tda . (2.53)
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Neben dem Cauchy’schen Spannungstensor T, der auf die Momentankonfiguration bezogen ist,
existieren weitere Spannungstensoren. Auf einige davon soll im folgenden kurz eingegangen

werden.

Dazu werden mit Hilfe der differentiellen Kraftvektoren folgende Spannungsvektoren und die,

in Analogie zu (2.52), zugehorigen Spannungstensoren definiert:

dK

o = i =1TN |, (2.54)
dk
I = te = Tz N . (2.55)

Der in der Referenzkonfiguration operierende, symmetrische Tensor T wird 2. Piola-Kirchhoff
Spannungstensor bezeichnet. Das nichtsymmetrische Zwei-Punkt-Tensorfeld Ty, bei dem der
Kraftvektor in der Momentankonfiguration auf die Flache in der Referenzkonfiguration bezogen

wird, heifit 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor oder nomineller Spannungstensor.
Unter Beachtung von (2.49) und (2.50) lassen sich (2.54) und (2.55) wie folgt umformen:

dK = TdA (2.56)
dk = TrdA . (2.57)

Durch Einsetzen von (2.48) in (2.53) bzw. Einsetzen von (2.56) in (2.47) resultieren die Bezie-
hungen

dk = (detF) TFT'dA (2.58)

= FTdA (2.59)

zwischen dk und dA. Der Vergleich zwischen (2.57), (2.58) und (2.59) liefert sofort folgende

Zusammenhdange zwischen den drei bisher eingefithrten Spannungstensoren:

Tp = FT (2.60)
Tr = (detF) T FT7! | (2.61) -
T = (detF) F7' T FT-1 | (2.62)

Ein weiterer Spannungstensor ist der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor S, der wie folgt

definiert ist:
dv
S = —T . 2.63
dV ( )
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Hierin ist dv und dV ein differentielles Volumenelement um x in der Momentankonfiguration

bzw. um X und in der Referenzkonfiguration. Zwischen dv und dV besteht der Zusammenhang
dv = (detF)dV . (2.64)

Gleichung (2.63) wird dann zu
S = (detF)T | (2.65)
und damit resultiert aus (2.61) und (2.62)
S = TrF” (2.66)
= FTF? . (2.67)

2.4 I"Jberlagerung von Starrkorperbewegungen

Fine Starrkorperbewegung ist dadurch gekennzeichnet, dafl bei einer Bewegung des Ko6rpers B
die Abstdnde zwischen den materiellen Punkten konstant bleiben. In Abbildung 2.3 sind zwei
Bewegungen x und x* dargestellt, die sich lediglich duich eine Starrkérperbewegung voneinan-

der unterscheiden.

R, _F\;

R,

Abb. 2.3: Zwei Bewegungen des materiellen Korpers, die sich durch eine Starrkorper-

bewegung voneinander unterscheiden.

Zwischen den beiden Ortsvektoren x und x* gilt der Zusammenhang [71, S.41]

x* = ¢ + Qx , (2.68)
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wobei ¢ den translatorischen Anteil und Q den rotatorischen Anteil der Starrkérperbewegung

beschreiben.

Die partielle Ableitung nach X liefert zunachst

GRADx* = Q GRADx (2.69)

woraus mit (2.3)

F* = QF (2.70)
folgt. Somit werden auch alle anderen an den materiellen Punkt mit dem Ortsvektor x gebun-
denen Vektoren mit Hilfe des eigentlich orthogonalen Tensors Q auf denselben Punkt in R,"
abgebildet. Unter Ausnutzung dieser Tatsache und der Annahme, daf sich der Winkel zwischen

dem Kraftvektor und dem gerichteten Flachenelement in den beiden betrachteten Konfigura-

tionen durch die Starrkérperrotation nicht andert, folgt fir dk*

dk* = Qdk=QTda |,
dk* = T*da* = T"Qda ,

woraus sich durch Vergleich folgende Transformationsvorschrift fiir den Cauchy’schen Span-

nungstensor ergibt

T"=QTQ'=QTQ" . (2.71)

Da die auf die Bezugskonfiguration bezogenen Groflen von der Starrkérperbewegung unbe-
einflult bleiben, ergeben sich fiir den 1. und 2. Piola-Kirchhoff Tensor in Analogie zu (2.71)

folgende Abbildungsvorschriften

T" = QTx , ' (2.72)

~

P = (2.73)

F3r

2.5  Die Spannungsleistung

Die Beschreibung des mechanischen Verhaltens eines deformierbaren Korpers unter der Ein-
wirkung von dufleren Kréften und Volumenkréften basiert auf den Axiomen der Erhaltung der
Masse, des Impulses und des Drehimpulses. In diesem Zusammenhang wird auf die Literatur

tiber die Grundlagen der Kontinuumsmechanik (z.B. [3, 18, 19, 72]) verwiesen.
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Insbesondere gilt die Impulsbilanzgleichung in der lokalen Formulierung
divT + b —pkx = 0 (2.74)

wobei p die Massendichte des differentiellen Volumenelements dv um x und b = b (x,t) die

Volumenkraftdichte sind.

Durch skalare Multiplikation der linken und rechten Seite von (2.74) mit X folgt die Bilanzgle:-

chung der mechanischen Leistung

/divT-)’(dv+/b-kdv - /pi&-)'cdv =0 . (.2.75)
Ry R, Ry
Mit Hilfe der Rechenregel
divT -x = div(TTx) — T - gradx = div(TT%x) — T-L , (2.76)
dem Gauff’schen Integralsatzes
/(div T)dv = /Tnda (2.77)
Ry 3Ry

und unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft von T sowie der Identitat
T L =T-D (2.78)
kann (2.75) in

/Tn-f(da+/b'5{dv:/T-de+/p(5'(-5c)dv (2.79)
8RR, Ry Ry Ry
iberfiihrt werden, wobei & R, den Bereich der Oberflache von B darstellt. Auf der linken Seite

steht die Leistung der adufleren Kréfte; rechts vom Gleichheitszeichen steht die Leistung der

inneren Krafte sowie die zeitliche Anderung der kinetischen Energie des Korpers.

Die Leistung der inneren Krafte wird auch Spannungsleistung bezeichnet. Mit Hilfe von Glei-

chung (2.64) folgt:

[T D = /(detF)T .DdvV = /S-DdV . (2.80)
R, Ry Ry
Der Integrand
W =58-D | (2.81)

wird spezifische Spannungsleistung (Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Bezugskonfi-

guration) genannt.
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Kapitel 3

Beschreibung des Materialverhaltens

Die in Kapitel 2.1 dargestellten kinematischen Beziehungen sowie die Erhaltungssdtze bzw. Bi-
lanzgleichungen sind allgemeingiiltig und sind somit unabhangig von individuellen Stoffeigen-
schaften des Korpers. Diese Beziehungen reichen jedoch nicht aus, um die Komponenten des
Spannungstensors, des Verzerrungstensors und des Verschiebungsvektors eindeutig zu bestim-
men. Die fehlenden Gleichungen liefert das Materialmodell. Im allgemeinen wird das Material-
modell durch System von Materialgleichungen gebildet. Die Materialgleichungen werden auch

Materialgesetze oder konstitutive Gleichungen genannt.

3.1 Darstellung des Materialgesetzes

Es wird angenommen, dafl der momentane Spannungszustand ein Funktional der vergangenen
Belastungsgeschichte ist und wie folgt dargestellt werden kann (s. z.B. HaupT [19, S.65]):

T () = .7-1 [F(r)] . (3.1)

T<

Diese Darstellung des Materialverhaltens beruht im wesentlichen auf den Prinzipien des Deter-
minismus und der lokalen Wirkung. Sie besagen, daB der momentane Spannungszustand eines
materiellen Punktes eindeutig aus der Belastlingsgeschichte einer infinitesimalen Umgebung
dieses Punktes ermittelt werden kann. Diese und weitere Prinzipien werden beispielsweise von

TRUESDELL/NOLL [71, S. 36-48] und von HAUPT [20] ausfiihrlich erldutert.

Eine funktionale Beziehung (3.1) kann explizit z.B. mit Hilfe von Integralausdrﬁcken oder ten-
sorwertigen Tensorfunktionen oder implizit z.B. durch ein System von gewéhnlichen Different-
algleichungen erster Ordnung definiert werden!. Bei letzterem werden dazu sogenannte innere
Variablen gy, ---, g, eingefiithrt, wobei deren Zeitableitungen ¢y (t), ¥ = 1,:--,n je nach Art

der zugrunde gelegten Klasse von Materialmodellen, bestimmte Eigenschaften aufweisen.

Im allgemeinen lassen sich die implizit definierten Materialgleichungen nicht in die explizite Darstellung

tiberfuhren.
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Mit Hilfe der Differentialgleichungen, die auch inkrementelle Materialgleichungen oder Evolu-
tionsgleichungen genannt werden, 148t sich die Spannungs-Dehnungs-Beziehung bei Kenntnis
der Anfangsbedingungen und des Belastungsprozesses eindeutig beschreiben. Der momentane
Zustand eines materiellen Punktes ist eindeutig durch die Momentanwerte der inneren Varia-
blen und der die Belastung beschreibenden Groflen gegeben. Die Gesamtheit aller GrBBén, die

den Momentanzustand beschreiben, heiflen Zustandsvariablen.

3.2 Materielle Objektivitat

Ein weiterer wichtiger Aspekt bei der Formulierung der konstitutiven Gleichungen ist das Prin-
zip der materiellen Objektivitat. Es besagt, dal das Materialverhalten unabhingig von der
Wahl des Bezugssystems bzw. unabhéangig von iiberlagerten Starrkérperbewegungen ist?, d.h.
fiir eine Bewegung %*(X,t*), die sich nur um Starrkérperanteile von der Bewegung %(X,t)

unterscheidet, gilt
T (") = f“ [F*(7)] , (3.2)

T<t

t*=1t+a, a=konst.

’

Die Zeittransformation (3.2), lafit sich so deuten, dafl diese Bewegung zeitversetzt wahrgenom-

men wird (s. auch [79, S. 921}, [72, S. 44 ff] und [4, S. 180]).

Die plausible Forderung nach materieller Objektivitat hat weitreichende Konsequenzen auf die
Formulierung der inkrementellen Materialgleichungen, da iiberlagerte Starrkérperbewegungen
durch die Zustandsvariablen und deren richtig geeigneten Zeitableitungen reprasentiert werden

miissen.

In Anlehnung an OGDEN [52, S.130fl] ist eine an einen materiellen Punkt gebundene Gréofie
() objektiv, wenn, abhingig von der Eigenschaft von (-), eine der folgenden Abbildungsvor-

schriften zwischen den beiden Konfigurationen R, und R,™ gilt:

?Dies laft sich zum einen so motivieren, dafl zwei Beobachter, die eine Relativbewegung ausiiben, dieselbe
Bewegung des Korpers wahrnehmen sollen (passive Formulierung), zum anderen, daff ein und derselbe Beobach-
ter zwel verschiedene Bewegungen des Korpers wahrnimmt, die sich lediglich durch eine Starrkorperbewegung

von einander unterscheiden (aktive Formulierung).
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() = () : (-) skalarwertig oder Lagrange’sches Vektor- oder Tensorfeld
() =Q() : () Euler’sches Vektorfeld oder Zwei-Punkt-Tensorfeld

() = Q(-)QT : (+) Euler’sches Tensorfeld

Dabei bezieht sich in diesem Zusammenhang der Begriff ,, Tensorfeld“ ausschliefllich auf Tenso-
ren zweiter Stufe. Aus dem Vergleich mit den Gleichungen (2.71)-(2.73) aus Kapitel 2.4 wird
sofort ersichtlich, dafl geméaf dieser Definitionen 'i‘, Tgr und T objektiv sind.

Wahrend die materiellen Zeitableitungen von Skalaren und Lagrange’schen Feldern ebenfalls
objektive Groflen darstellen, sind die materiellen Zeitableitungen objektiver Euler’scher Vektor-
und Tensorfelder sowie Zwei-Punkt-Tensorfelder nicht objektiv, wie am Beispiel des 1. Piola-

Kirchhoff-Tensors und des Cauchy’schen Spannungstensors gezeigt werden kann:

dTx"  dTg" .
e = - = (T&) = (QTs) (33)
= QTR + QTR # QTR )
dT* 4T N | .
& = - @) = QT (3.4)
- 9TqQ" + QTQ" + QTQ" (3.5)
# QTQ"

° 0 % e T
Im Laufe der Jahre wurde eine Reihe von Zeitableitungen T eingefiihrt, fiir die T = QTQ
erfiillt ist®. Eine dieser objektiven Zeitableitungen des Cauchy’schen Spannungstensors* ist die
Jaumann-Ableitung

T =T - WT +TW . (3.6)

Mit der Jaumann-Ableitung® wird jenes standardméflig in ABAQUS implementierte Material-
modell fir grofle Deformationen formuliert, das fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten

Berechnungen verwendet wurde (s. Kap. 4.2).

SHAUPT und TSAKMAKIS fassen in [21] die Geschichte zur Frage nach objektiven Zeitableitungen kurz

zusamrmen.
*WEGENER stellt z.B. in seiner Dissertation [80, S.29- 39| 21 verschiedene Zeitableitungen vor.

®Zur Problematik der Jaumann-Ableitung siehe z.B. [74, S. 95-102].
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3.3 Methode der konjugierten Variablen

Bei der Formulierung der inkrementellen Materialgleichungen stellt sich die Frage, welcher
Spannungtensor o welchem Verzerrungstensor € sinnvollerweise zuzuordnen ist und wie deren

Zeitableitungen aufgebaut sein sollten.

Ein Ansatz zur Beantwortung des ersten Teils der Frage ist die von HILL entwickelte Methode
der konjugierten Variablen. Gemaf} dieser Methode ist o der zu € konjugierte Spannungsten-
sor, wenn das skalare Produkt des Spannungstensors und der materiellen Zeitableitung des

Verzerrungstensors gleich der spezifischen Spannungsleistung W (s. S. 14) ist, d.h.
W =o0- ¢ . (3.7)

Ausgehend von Gleichung (2.81) folgt durch Einsetzen von (2.67) und unter Aﬁsnutzung von

(2.40),
w = FTF .D
- 7.¥F DF
= T K (3.8)
Mit Hilfe von (2.78) und (2.20) wird (2.81) zu
W = S.-FF ' = SFTLF
= Tp-F . (3.9)

Somit wird sofort ersichtlich, dafl T der zu E bzw. Tg der zu F konjugierte Spannungstensor
ist.

Im Hinblick auf Kapitel 4.2 wird gezeigt, dafl der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor S
die zum logarithmischen Verzerrungstensor (In V') konjugierte Grofle darstellt. Es wird hierbei

Koaxialitat (s.S. 9) zwischen S und (In V) bzw. S und V vorausgesetzt.

Die Spektraldarstellung des logarithmischen Verzerrungstensors (In V) lautet:

3
InV = > Inv;®v; . (3.10)

=1

Die materielle Zeitableitung dieser Beziehung liefert unter Beriicksichtigung von Gleichung

(2.27)
(V) = Y Fviovi + 2.(nV) + (V)@ . (3.11)

1=1




3.3 Methode der konjugierten Variablen ‘ 19

Durch Auflsen von (3.11) nach dem Summenterm und Einsetzen in (2.26) ergibt sich fiir den

symmetrischen Anteil des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten die Darstellung

D=(nV) - 2(InV) - (mV)Q! + [FQIF| . (3.12)

sym

Diese Beziehung 1afit sich mit Hilfe von (2.5) und der Antisymmetrie-Eigenschaft von €, und

Q, wie folgt umformen:

D = InV) - Q,(InV) + (InV) Q,

- % (V RQ,RTV! ¢ (V R Q, RT V—I)T) . (3.13)

Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (2.81) liefert
W = S-(InV) — Sp((InV)SQ,) + Sp(S(InV) Q,)
! -1 T l -1 T
——§Sp(V SVRQ,RT) + 5Sp(vsv RQ,RT) . (3.14)
Da Koaxialitat zwischen S und (In'V) bzw. S und V vorausgesetzt wurde, gilt

S(InV) = (InV)S (3.15)
VSVl = visv . (3.16)

Infolgedessen reduziert sich Gleichung (3.14) auf
W =S8-(InV) . (3.17)

Im Falle der Koaxialitat stellt S somit die zum logarithmischen Verzerrungstensor (In V) kon-

jugierte Grofle dar.

Die Frage nach den zu wahlenden Zeitableitungen kann mit der Methode der konjugierten

Variablen nicht eindeutig beantwortet werden®.

6Eine andere Methode stellt das von TSAKMAKIS [74] entwickelte Konzept der Dualen Variablen dar (s. auch
HAupT/TSAKMAKIS [21]). Damit kénnen Variablenpaare und deren duwale Zeilableitungen bestimmt werden,

die die Forderung nach Objektivitat erftllen.
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Kapitel 4

Erlauterungen zur Plastizitat

Zur mathematischen Beschreibung des Materialverhaltens von geschwindigkeitsunabhangigen,
elastisch-plastischen Korpern wird angenommen, dafl der funktionale Zusammenhang fiir die
Spannung (3.1) implizit (in Form von Differentialgleichungen) definiert ist. Mit anderen Worten,
es wird unterstellt, daB die Deformationsgeschwindigkeiten in einen elastischen und in einen
plastischen Anteil additiv zerlegt werden konnen und daf} der Spannungszustand bei Kenntnis

der elastischen Anteile durch das Elastizitatsgesetz eindeutig bestimmt ist.

Die Evolutionsgleichung fiir die plastische Verzerrung wird so gewahlt, daf die Materialantwort
unabhingig von der Geschwindigkeit ist, mit der eine bestimmte Belastung aufgebracht wird,
so dafl die Zeit durch jeden anderen, stindig zunehmenden Parameter ersetzt werden kann.

Dazu muf} die Evolutionsgleichung positiv homogen von Grade 1 in der Zeit sein.

Im ersten Abschnitt wird ein Plastizitdtsmodell fiir grofe Deformationen eingefiihrt, das zur
Herleitung der im Kapitel 5 dargestellten Stabilitdts- und Bifurkationsfunktionale bendtigt
wird. Im zweiten Abschnitt wird jenes Materialmodell erldutert, das im FE-Code ABAQUS
zur Verfiigung gestellt wird und auf dem alle im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten FE-
Rechnungen beruhen. Eine direkte Uberfithrung des im ersten Abschnitt vorgestellten Mate-
rialmodells in das in ABAQUS implementierte Materialmodell ist nicht méglich. Es wird in

beiden Modellen nur isotrope Verfestigung unterstellt.

4.1 Plastizitatsmodell mit isotroper Verfestigung

Es wird angenommen, daf sich der symmetrische Anteil von L additiv in
D = D.+D, (4.1)

zerlegen lafit.

Die Aufgabe besteht nun darin, fiir dieses Plastizitatsmodell inkrementelle Materialgleichungen

der Form
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‘D, = M,.[S] , (4.2)
» = Mp[o] ) (4'3)
= D = MI[S] (4.4)

anzugeben.

Es wird angenommen, dafl S bei Kenntnis von D, eindeutig durch ein Hypo-FElastizitdtsgesets'
S = H[D.] (4.5)

bestimmt ist, wobel H ein linearer isotroper Tensor vierter Stufe ist.

Fir die folgenden Betrachtungen wird der lineare isotrope Tensor M., eingefiihrt, der die

Inverse des Hypo-Elastiziatsgesetzes darstellt und wie folgt definiert ist:

1ty Y e1) . (4.6)

M, =
E E

Ausgehend vom Prinzip der maximalen Dissipationsleistung (s. z.B NAGHDI [46]) kann die

assozierte Normalenregel

or
: fiir plastische Belastung
08 (4.7)

0 : sonst

As o<
D

p

hergeleitet werden. Es sind As der sogenannte A-Faktor in der Spannungsraumformulierung
(s. TSAKMAKIS [75, S.29]) und F die Flieffunktion. Der skalarwertige A-Faktor ist eine noch
zu bestimmende Gréfe. Im Falle einer von Mises-Flieffunktion mit rein isotroper Verfestigung
k= k(s) wird

F o= F(S,k) = /3], —k (4.8)

definiert. Hierin sind J, die zweite Invariante des Spannungsdeviators? SP

J, == 1sP.sP | (4.9)

sP = Ss-1(5pS)1 (4.10)

!S. 2.B TrUESDELL/NoLL [71, S. 404].

?Die zweite Invariante eines symmetrischen Tensors A ist durch II(A) = % { (SpA)? - A A} gegeben. Da
die Spur des deviatorischen Anteils von A verschwindet, folgt IT(AP):= J;(A) = AP - AP,
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und s die plastische Bogenldnge (plastische Vergleichsdehnung), die durch

i= 41D, D, = s()= / VED, () D, () dr (4.11)

gegeben ist. Aufgrund dieser Definiton ist die plastische Bogenlidnge eine monoton zunehmende

Grofle, d.h. § > 0. Fiir festgehaltenes s beschreiben alle Spannungstensoren S, die die Flief-

F=0 & k=438P.8P (4.12)

erfiillen, eine sogenannte FlieSfliche. Der elastische Bereich ist durch Werte F' < 0 gekennzeich-

bedingung

net; Werte grofler Null sind per Definition nicht zuldssig. Liegt der Spannungspunkt auf dem

Rand der Fliefflache wird zwischen folgenden Fillen unterschieden:

>0 : plastische Belastung

F =0 & =0 : neutrale Belastung (4.13)

’é:O
<0 : Entlastung
Die objektive Zeitableitung der Fliefunktion (4.8)

or - oF .

Po= 22 .¢ il A
5s St Rk
03T ¢ voo ., Ok
= 5% ‘S — ks ,mltk.-a (4.14)
liefert
: 3T, ¢
Fle, = 2.8 . (4.15)

Der Ausdruck

as 98
kann mit Hilfe von (4.8) und (4.12) zunéchst in

0v3J; 3 0J;
= —— : 4.17
oS 2k0S ( )

oF 937, (4.16)

tiberfiihrt werden. Mit den Gleichungen (4.9) und (4.10) ergibt sich

%:(%) 57 = (Z-3(1e1)’s”)
= I[s”] -} (spsP)1=8”

=0

und daraus

3
55 = 7% sP . (4.18)
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Es folgt schliefilich

3
As— SP . fiir plastische Belastung
D, := 2k , (4.19)

P
0 : sonst

mit dem B elastungskriterium

>0 : plast. Belastung
sP.5 =0 : neutrale Belastung . (4.20)

3
'é:o 2%

<0 : Entlastung

Einsetzen von (4.19); in die Evolutionsgleichung der plastischen Bogenlange (4.11) liefert

[ 3
§ = As WSD-SD = Ag . (4.21)

Die noch zu bestimmende Funktion Ag bzw. § resultiert aus der Konsistenzbedingung F = 0.
Sie gewahrleistet, daf} bei kontinuierlicher plastischer Belastung die Fliebedingung F = 0
erfiillt bleibt. Aus Gleichung (4.14) folgt in Verbindung mit (4.18) fiir ¥ = 0:

3 o e
— . 4.22
$ Sh T S S (4.22)
Fiir den Fall der plastischen Belastung folgt also als Materialgleichung fiir D,:
D, = — (sP.§)gP (4.23)
P 4R R '
9 D DY ¢
= o7 (s”®s?)[s] . (4.24)

D, hangt gemaf Gleichung (4.23) linear von der Spannungsgeschwindigkeit S ab. Zusammen
mit der Fallunterscheidung (4.20) ergibt sich die zuvor geforderte posifiv homogene Abhéngig-
keit von der Zeit.

Es ergibt sich somit insgesamt

o

= M[S] , (4.25).
D = D.+D, (4.26)
- 1+”I—1(1®1)+3(SD®SD) [S] (4.27)
E E gs !
_ 412K 1 : fiir plast. Belastung (4.20),
mit gs = und o =

9 0 : sonst
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Die Invertierung von (4.25) liefert die Materialgleichung in der Dehnungsraumformulierung

S = ¢[D] = M'[D]
E

v «o
= T 191) — —(SPe@SP)}[D 4.28
mit
1+ v 3 1 : fiir plastische Belastung
9p = gs ( + ~—;) und a =
E 2k 0 : sonst

4.2 Das Plastizitatsmodell in ABAQUS

Die Berechnungen dieser Arbeit wurden mit dem FE-Code ABAQUS durchgefithrt. Das in
diesem Programm standardmaflig implementierte Plastizitatsmodell weicht in einigen Punkten
von dem Modell des vorherigen Abschnitts ab. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dafl
die elastischen Anteile mit Hilfe eines Stoffgesetzes der Hyperelastizitat auf der Basis der Theo-
rie kleiner Deformationen ermittelt werden. Dies filhrt zu wesentlichen Vereinfachungen. Das
im vorigen Kapitel erlduterte Materialmodell kann aufgrund der Jaumann Ableitung im Hypo-

Elastizitatsgesetzes nicht in das hier unterstellte Hyperelastizitatsmodell iiberfiihrt werden.

Im Rahmen der durchzufiihrenden Untersuchungen wird die Temperaturabhingigkeit der Ma-
terialparameter berilicksichtigt. Zur Vereinfachung wird aber keine vollstandige thermomecha-
nische Kopplung betrachtet. Vielmehr tritt die Temperatur 6 als zusdtzlicher Parameter in den
Gleichungen auf, die das mechanische Verhalten beschreiben, so daf} die Struktur des Materi-

almodells einfach bleibt.

Es wird angenommen, dafl der Deformationsgradient F in einen elastischen und einen plasti-

schen Anteil gemafl der Vorschrift
F = F.F, (4.29)

multiplikativ zerlegt werden kann. Da auch F, und F, als invertierbar vorausgesetzt werden,
kann durch polare Zerlegung (s. Gl. (2.5)) von F. und F, Gleichung (4.29) in

F = (V.R.)(R,U,) (4.30)

iberfiihrt werden. Es wird ersichtlich, daf3 die Zerlegung des Deformationsgradienten aufgrund
der beiden Rotationen R, und R, nicht eindeutig bestimmt ist. Eine der beiden Rotationen

kann beliebig gewahlt werden, so daB sich bei entsprechender Wahl fiir die andere Rotation
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dennoch die gleichen Streckanteile V. und U, ergeben. Diese Nichteindeutigkeit kann durch
die Wahl R. =1 aufgehoben werden, woraus sich gemaf} (2.5) unmittelbar

F.=U.=V, (4.31)

ergibt.

Fiir den raumlichen Geschwindigkeitsgradient folgt aus der multiplikativen Zerlegung:

L = (F.F,) (Fer)_l ' (4.32)

= L, +F.L,F!
mit
L, = FF 1=V, V!, (4.33)

L, = FF' . (4.34)
Aus der additiven Zerlegung von D (4.1) folgt mit Hilfe von Gleichung (4.1):

D, =

-; (L.+17) (4.35)
D, = %((FCLPFG“) + (FeLPF;‘)T) . (4.36)

Aus den Gleichungen (4.35) und (4.34) geht hervor, dafl D, eindeutig bestimmt ist, wenn V,
bekannt ist. Dazu wird angenommen, dafl (InV,) mit dem konjugierten Spannungstensor S

durch ein Hyperelastizitatsgesetz

S = f(InV,) (4.37)

verbunden ist. Hierbei beschreibt f ( ) eine tensorwertige Materialfunktion. Da die Determinante
von F, aufgrund von Beziehung (4.31) auch als Funktion von (InV,) aufgefa8t werden kann,
folgt aus Gleichungen (4.37) in Verbindung mit (2.65) fiir den Fall der Elastizitat

1
= = .38
T T f(InV,) = g(InV,) (4.38)

wobei g() zunachst eine beliebige isotrope tensorwertige Tensorfunktion darstellt.

In ABAQUS wird eine linearisierte Version der Gleichung (4.38) verwendet:
T = €, [InV,] , (4.39)
wobei C, der ebenfalls in Gleichung 4.28 enthaltene isotrope Tensor vierter Stufe

C.=2uT+2101 (4.40)




26 Kapitel 4 Erlauterungen gur Plastizitat

ist. Die Groflen p und A sind von der Temperatur abhéngige Elastizitatskonstanten:

E(6)

uo) = 20+ v(0) (4.41)
A6) = %”—% : _(4'.42)
Zusatzlich wird angenomimen, dafl die elastischen Verzerrungen klein sind, d.h. es gilt:
||Ve -1l . , (4.43)
Wegen R, = 1 fallt somit V., — 1 mit dem - die elastischen Verzerrungen beschreibenden

- linearisierten Green’schen Verzerrungstensor B, zusammen (vgl. (2.39) in Verbindung mit
(2.14)):

E. = V.-1 . (4.44)
Aus der Potenzreihenentwicklung der logarithmischen Funktion (InV,) = In(E_ + 1) folgt

zunachst

~

(lnV,) ~E, . (4.45)
Fiir D, ergibt sich die Naherung:
= 1
D, ~D,:= 3 (L, +LT) . (4.46)

Der symmetrische, elastische Anteil des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten kann somit

naherungsweise in der Form

.
~

D, = E, (4.47)

angegeben werden. In der v. Mises-Flieffunktion

F=F(T,k)=f(T)-k(56) ,mt f(T)=4/3TP.TP (4.48)

wird die temperaturabhingige isotrope Verfestigungsvariable k = E(§, 8) beriicksichtigt, wobei

§ die arbeitsdquivalente plastische Dehnung -

5(t) = j T D, (1), (4.49)

(s. [23, S.5.4.1-1]) ist. Hierbei geniigt D, der Fliefiregel

oF
As — : fiir plastische Belastung

D, := 0T , (4.50)

Y4
0 : sonst
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Aus der zeitlichen Ableitung der FlieBfunktion

. of o k. ok
F=orT " 5° o
erhilt man als Belastungskriterium bei konstant gehaltenem 5:

. . >0 : plastische Belastung
r=o0 & B, =5 %,
= I§=0 = a1 " "% =0 : neutrale Belastung

<0 : Entlastung

Aus der Konsistenzbedingung F' = 0 folgt schliefllich, analog zu Kapitel 4.1:

ok
= . — e it g
As = oo T T ggm ™t F=7

27

(4.51)

(4.52)

(4.53)
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]
Kapitel 5

Erlauterungen zur Stabilitat und zum
Verlust der Eindeutigkeit

In diesem Kapitel sollen die wesentlichen Phélnomene der Stabilitat und Eindeutigkeit elastisch-
plastischer Strukturen demonstriert werden. Obwohl im Rahmen dieser Arbeit ausschliefilich
auf Zug beanspruchte Strukturen untersucht werden, wird im ersten Unterkapitel das prinzi-
pielle Verhalten elastisch-plastischer Bauteile anhand des Shanley-Modells aufgezeigt, das als
Abstraktion eines Druckstabes angesehen werden kann. Mit Hilfe dieses Modells gelingt es auf

relativ einfache Weise wesentliche Eigenschaften elastisch-plastischer Kérper zu diskutieren.

Im zweiten Unterkapitel wird kurz die allgemeine Vorgehensweise dargelegt, wie elastisch-
plastische Korper auf Verzweigung und Stabilitdt hin untersucht werden kénnen. Dabei werden

einige Begriffe erldutert, die in den darauffolgenden Kapitel haufig verwendet werden.

5.1 Das Shanley-Modell

Das in Abb. 5.1 dargestellte Shanley-Modell! besteht aus zwei starren, masselosen Balken B,
und B, der Lange 2r und /, die so miteinander verbunden sind, daf B, senkrecht und mittig auf
B, steht. An den Enden von B; befinden sich zwei elastisch-plastische Federn A und B, deren
Kennlinien in Abb. 5.1 abgebildet sind. Das Modell sei weiterhin so gelagert, dafl ausschliefilich
Bewegungen in der xy-Ebene erlaubt sind, wobei die Linie QQ' stets parallel zur y-Achse

verlauft. Neben einer Verschiebung in negative y-Richtung u ist eine Drehung ¢ um- Q méglich.

Das Modell werde durch eine am oberen Ende des Balkens B, angreifende, konservative Kraft
P belastet. Es wird in der in Abb. 5.1 gezeigten, aus der Lage R, hervorgegangenen und um
den Winkel ¢ gedrehten Lage betrachtet. Diese vom Modell in der Momentankonfiguration
eingenommene Lage wird mit R, bezeichnet. Jene Lage, die das perfekte System (¢ = 0) zum

Zeitpunkt ¢ einnehmen wiirde, wird R? genannt. Sie ist aus Ry durch reine Translation in

'Dieses Modell geht auf Arbeiten von SHANLEY aus den Jahren 1946/47 zuriick (s. z.B. SEWELL [60]).
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Abb. 5.1: Shanley-Modell.

negative y-Richtung um die Strecke u° hervorgegangen. Die Gesamtheit aller Konfigurationen

R, 7 = [to, 1], die das perfekte System einnimmt, bildet die fundamentale Losung des Anfangs-

Randwertproblems.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ gibt es auf der Langsachse des Balkens B; im Abstand A7 von Q (A €
IR) einen Punkt M(t¢) (s. Abb. 5.2), an dem die Geschwindigkeiten des ausgelenkten und des

perfekten Systems gleich sind, d.h. 4|y, = %°.

l A g W0 ix
" |
[\ ¥

Se—

Abb. 5.2:  Zur Definition der Geschwindigkeiten des Shanley-Modells.

A

Es werden nun kritische Zustinde und somit kritische Lasten P gesucht, ab denen neben der

perfekten Lage, eine gedrehte Lage eingenommen werden kann.
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5.1.1 Modellgleichungen

Fir die Endpunkte von B; gilt

Uy = Ug— 7T sing = dA:dQ—qucosqS , (5.1)

ug ug +7sing = Up=ug+rdcosd . (5.2)

Subtraktion von %° der rechten und linken Seite von (5.2); liefert zunachst

iLB——le:zZQ—zlo—i—r(];cosqﬁ , (5.3)
woraus i
ug — u® cos
L = 1y ¢ fﬁo (5.4)
UQ — U UQ - U

folgt. Andererseits liefert der Strahlensatz

. QO
ug — U Ar+r 1
= = 14 < 5.5
?.I,Q — u0 Ar + A ( )
Aus dem Vergleich zwischen (5.4) und (5.5) folgt
$pcosp 1
r Ug — 10 B A
bzw.
cos¢ 1

Tug (@Y T X
wobei u' die Ableitung nach ¢ bedeutet. Da u®' = du®/d ¢ verschwindet, folgt schlieBlich

d Ug
d¢
Das Kraftegleichgewicht in y-Richtung und das Momentengleichgewicht um @ liefern:

= Arcosd . (5.6)

P = Fy, + Fg (5.7)
!
P-tand = Fg — Fu . (5.8)
T

Aufgrund des elastisch-plastischen Verhaltens der Federn sind die Federkrafte Funktionale der
Verschiebungen, 2.B. F4(t) = [ Ea(7)t4(7)dr, wobei E4 die Werte E oder E, annehmen
kann. Zur Vermeidung der mit der Beschreibung des elastisch-plastischen Materialverhaltens
verbundenen Fallunterscheidung werden zur Vereinfachung des Problems folgende Vereinbarun-

gen getroffen [60]:
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1. Es wird vorausgesetzt, dafl bei der Bewegung von R, nach R} die Federn zu jedem Zeit-

punkt 7 = [to,t] die gleichen Federsteifigkeiten besitzen, d.h. E4(7) = Eg(7).

2. Es wird weiterhin unterstellt, daf# bei der Bewegung von R nach R, die Federsteifig-
keiten der Federn konstant bleiben, wobei jedoch ein Wechsel der Federsteifigkeit in R}
stattfinden kann.

Beim perfekten System (v = u® und ¢ = 0) wird somit jede der beiden Federn mit P/2
belastet. Ausgehend von der bekannten Federkraft der fundamentalen Lésung, die kiinftig P°/2
bezeichnet wird, werden nun die Federkrafte beziiglich der gedrehten Lage formuliert. Mit Hilfe

der oben getroffenen Vereinbarungen ergeben sich fiir die Federn A und B die Beziehungen

Fa=Fa(ug) = %P" — By (7 sing — Au) | (5.9)
Fy = Fg(u, ) = %P0+EB (7 sing + Aw) (5.10)

mit Au = ug — u®. Durch Einsetzen dieser beiden Beziechungen in die Krafte- und Momenten-

P = PO—‘(EA—EB)TSY:TL(,{)+(EA+EE) Au (511)

Pliang = (Ba+ EBy)rsing— (Ea— Bp) Au . (5.12)
- |

5.1.2 Elastisches Knicken

Fiir den Fall, daf die Belastung der Federn standig unterhalb von F, liegt,ist 4 = Ep = E
und es folgt aus (5.12):

P—l-tangb = 2 E(r sing) (5.13)
r
bzw.
2
P = 2E’Tcos¢ . (5.14)

Aus dem Grenziibergang ¢ — 0 ergibt sich die kritische Last

2

P, = Py = 2E’"T : (5.15)

Aus dem Momentengleichgewicht um die ausgelenkte Lage folgt somit fiir verschwindendes
¢ eine Last P,, ab der eine von der fundamentalen Losung verschiedene Weg-Last-Trajektorie

durchlaufen werden kann. Diese Last stellt eine Euler’sche Knicklast dar und wird in Anlehnung
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an die Literatur (s. z.B SEWELL [60], [61, S.90]) kiinftig ”Euler Modulus”-Last genannt. Die
vom Modell durchlaufende Weg-Last-Trajektorie wird Euler-Pfad [26] bezeichnet.

Da vorausgesetzt wurde, dafl F4 und Fp kleiner als F, sind, mul Pg kleiner als 2 F, sein,

woraus sich unmittelbar folgende Einschrankung? an das System ergibt:

E
£ 5.16
a; (5.16)

dP r?
= - — 51 5.17
id 2F l sing (5.17)
d* P 2
15 = ~—2E—l—cos¢ (5.18)

wird ersichtlich, dafl mit dem Verlust der Eindeutigkeit gleichzeitig die Stabilitdtsgrenze des
Systems, die durch d P/d ¢ = 0 und d? P/d ¢? < 0 gekennzeichnet ist, erreicht ist.

5.1.3 Plastisches Knicken

Es wird vorausgesetzt, dafi F4 und Fp grofler als F, sind und daf} eine elastische Entlastung
ausgeschlossen wird. Dies impliziert sofort, dal £, = Ep = F, und dafl A > 1 ist. Aufgrund
der gleichen Federsteifigkeiten kann analog zum vorigen Abschnitt vorgegangen werden, d.h.
in den Gleichungen (5.13) bis (5.15) ist E durch E, zu ersetzen. Somit folgt beim plastischen

Knicken die kritische Last
2

P. = Pp = 2Etfl— , (5.19)

die im folgenden "Tangent Modulus”-Last bezeichnet wird. Die zugehérige Trajektorie wird
”Tangent Modulus”-Pfad genannt. Auch diese Losung ist instabil, da auch in (5.17) und (5.18)
lediglich £ durch E, ersetzt werden muf.
Als Einschrankung an das System folgt in diesem Fall aus Fy, Fp > F:
l E,
“ 7,

Y

(5.20)

5.1.4 [Elastisch-plastisches Knicken

In dem hier untersuchten Fall wird unterstellt, daf8 die Feder A bei der Bewegung von R} nach
R, elastisch entlastet, d.h. 44 < 0, wahrend die Feder B weiterhin plastisch verformt wird, d.h.

g > 0. Somit folgt als einschrankende Bedingung: —1 < A < 1.

?Diese Einschrankung entfallt bei einem Elastizitatsmodell (F, — o).
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Aus den Federkraften
1

Fy = EPO—-E(rsinqﬁ-Au) ,
1, ,
Fp = 3 P’ + By (r sing + Au)

und aus den Gleichungen (5.7) und (5.8) ergeben sich folgende Zusammenhéinge zwischen der

angreifenden Last P und den Verschiebungen u, ¢:
P = P°—(E—-E)rsing+(E+ E)Au - (5.21)
Pitanqﬁ = (E+ E)rsing — (E— E;)Au . (5.22)
7

Durch Elimination von Au kann aus diesen beiden Gleichungen

P (E — E)+4EE;r sind

P = 5.23
(E—E)+(E+ E)!/rtan¢ (5:23)
ermittelt werden. Durch Elimination von P folgt aus (5.21) und (5.22):
{(E + E)+ (E— E,)! tan ¢} rsing — P°l/rtan ¢
u= d (5.24)
(E—E)+ (E+ Ey)l/rtan ¢
Andererseits liefert die Auflosung von (5.21) nach Awu:
P— P+ (E — E,)rsing
Au = 5.25
“ (E + E)) ( )
Aus der Ableitung von (5.25) nach ¢ ergibt sich zunichst die Beziehung
| dug 1 (dP.
= —+ (F — F 5.26
d¢ E+Et (d¢+( t)TCOS¢) ) ( )
die mit Hilfe von (5.6) in
ip E—E}
e (E+ E{)rcosd {)\ ) (5.27)
umgeformt werden kann.
Die Ableitung von (5.23) nach ¢ lautet:
dP  (4EE;rcos){E — E,+ (E+ E,)l/r tan ¢}
d¢ {(E - E) + (E+ E,)l/r tan ¢}°
_ (PY(E-E)+4EErsing) {(E+ E)l/(rcos® ¢)} (5.28)

{(E -~ E)+(E + E,)l/r tan ¢}°
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An der Stelle ¢ = 0 reduszieren sich (5.27) und (5.28) auf

dP E—F,

Bl (E+E {A— } 5.29

49,0 (E+ Ey)r E+F, (5.29)
und , ,

dP 4EE¢7’—P0(E+E¢)1/’I’

il — - 5.30

do =0 (E— E,) ( )

Durch Gleichsetzen dieser beiden Beziehungen kann zwischen der Verzweigungslast P, = P°

und A folgender Zusammenhang ermittelt werden:

2
P.= fl- {(E+E)-XE-E)} . (5.31)
, oy 4P N .
Wird zusétzlich i 0 verlangt, so ergibt sich aus (5.30) die sogenannte ”Reduced
$=0
Modulus”-Last
4EE¢ 7'2
Pr = - . 5.32
" T E+E 1 (5:52)
Gleichung (5.29) liefert hierfiir
E - FE,
Ap = 5.33
" E+E (5.33)

Fiir diese Last verschwindet neben der ersten auch die zweite Ableitung (siehe Anhang A).

Im folgenden werden die beiden Grenzfalle A — (—1) und A — 1 betrachtet. Der Grenzfall
A — (—1) bedeutet, daB die sonst plastisch belastete Feder B gerade die neutrale Belastung
(#p = 0) erfahrt und die Feder A weiterhin elastisch entlastet. Die neutrale Belastung stellt
die Unstetigkeitsstelle in der Federkennlinie dar (s. Abb. 5.1). Die Unstetigkeitsstelle in der

Federkennlinie von Feder B wird fiir A — (— 1) von ,links“ angenahert.

Aus Gleichung (5.31) folgt :

7,2

l

Diese kritische Last ist identisch mit der im Abschnitt 5.1.2 ermittelten Verzweigungslast bei

rein elastischem Verhalten.

Bei dem Grenzfall A — 1 erfahrt die voraussetzungsgemaf elastisch entlastende Feder A die
neutrale Belastung (u4 = 0). Die Unstetigkeitsstelle in der Federkennlinie von Feder A wird in

diesem Fall von ,unten® angendhert. Aus (5.31) folgt in diesem Fall

2

r
Pliy = 287 (5.35)

die mit der ”Tangent Modulus”-Last Pr (s. 5.19) identisch ist.
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Wahrend die Verzweigungslasten fiir A — (— 1) und A — 1 mit den in Abschnitt 5.1.2 und
5.1.3 ermittelten Losungen zusammenfallen, ist das nachkritische Verhalten jedoch verschieden,
wie Abbildung 5.3 verdeutlicht. Dazu wurde mit Hilfe der Gleichungen (5.14) und (5.23) fiir
E/E, =2 und l/r = 2 die Funktion P(¢) aufgetragen.

Euler-Pfad

Ao — (=1)

0.00

¢/m

Abb. 5.3: P — ¢ - Kurven fiir rein elastisches und rein plastisches Knicken (gepunktete

Linien) sowie fiir elastisch-plastisches Knicken fiir die Falle Ay — (—1), Ap
und Ao — 1, mit E/E;, =2und [/r = 2.

Es zeigt sich, daB der gemaf Gleichung (5.23) fiir Ag — 1 ermittelte Pfad bis zum Erreichen eines
kritischen Drehwinkels stabil ist. Der Stabilitdtsverlust, der durch d P/d ¢ = 0 und d* P/d ¢* <
0 gekennzeichnet ist, tritt somit erst nach Erreichen der Verzweigungslast ein. Zwischen Pr
und Py existieren beliebig viele Verzweigungspunkte, wobei fiir Lasten P > Py die Lésung bei

Erreichen der Verzweigungslast instabil ist.

Somit wird deutlich, daf8 die "Tangent Modulus”-Last Pp jene Belastung ist, ab der eine Ver-
zweigung von der fundamentalen Losung moglich ist, sie stellt somit die niedrigste Verzwei-
gungslast P, dar, wobei die Losungen fiir Lasten Pp < P, < Py zunichst stabil und fiir Lasten

Pr < P, < Py sofort instabil sind.

Die Lage des Punktes M (im Abstand Ar von Q), die mit Hilfe der Gleichungen (5.27) und
(5.28) berechnet wurde sowie die Giiltigkeitsgrenzen der aus Gleichung (5.23) berechneten Pfade
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(A = %1) sind Abbildung 5.4 zu entnehmen.

1.00

~ 0.00

-1.00

Abb. 5.4: Lage des Punktes M (uar—u® = 0) in Abhangigkeit vom Drehwinkel ¢ fiir die
drei charakteristischen Belastungspfade beim elastisch-plastischen Knicken.
Die Gultigkeitsgrenzen ¢, der in Abb. 5.3 dargesteliten Kurven sind durch
die Schnittpunkte der A — ¢-Kurven mit den Linien A = +1 gekennzeichnet.

5.1.5 Einflufl von Imperfektionen

Im Falle von Anfangsimperfektionen ¢, ist die oben geschilderte Vorgehensweise nicht zulassig,
da die Annahme einer perfekten Konfiguration fiir ¢ = 0 vorausgesetzt wird. Es waren die Funk-
tionale der Federkrifte F4(t) = [ Ea(7)ua(7)dr , Fp(t) = f; Ep(7)up(7)dr unter Beriick-
sichtigung der Anfangsbedingungen P = 0,¢ = ¢y, der kinematischen Beziehungen (5.1) und
(5.2) und der Gleichgewichtsbedingungen (5.7) und (5.8) auszuwerten.

Aus der Literatur (s. z.B. HUTCHINSON [32, S.82], [28] bzw. [29]) ist bekannt, daff durch die

imperfekte Struktur der Pfad Ay — 1 approximiert wird.

5.1.6 Schlufifolgerungen

Aus der Tatsache, dafl die niedrigste Last, ab der Verzweigung auftreten kann, die ”Tangent-

Modulus”-Last ist, kénnen zwei wichtige Schlufifolgerungen gezogen werden.
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Da die Verzeigungslasten fiir A — 1 und fiir die beiden sich rein plastisch verformenden Federn
zusammenfallen, konnen die Verzweigungslasten elastisch-plastischer Korper, die kontinuier-
lich plastisch verformt werden, mit Hilfe des sogenannten linearen Vergleichskorpers ermittelt
werden. Im Falle des Shanley-Modells bedeutet dies, daf# die bilineare Federkennlinie keine

elastische Entlastung enthélt.

Eine weitere wichtige Erkenntnis ist, dafl der Verlust der Eindeutigkeit beim Shanley-Modell
dadurch gekennzeichnet ist, dafl eine Feder die neutrale Belastung erfahrt, wahrend bei der

fundamentalen Losung weiterhin pla,stAische Verformungen bestimmt werden.

HUuTCHINSON zeigte in [29], daB diese Erkenntnis, die hier am Shanley Modell relativ einfach
dargestellt werden kor.mte, auf elastisch-plastische Korper verallgemeinert werden kann. Bei
elastisch-plastischen Korpern besitzt der lineare Vergleichskorper die Eigenschaft, daf in der
Evolutionsgleichung von D, die Fallunterscheidung entfallt. Eine neutrale Belastung in einer
Zone, fiir die in der fundamentalen Lésung plastische Belastungen ermittelt werden, ist eine
hinreichende (aber keine notwendige Bedingung) fiir den Verlust der Eindeutigkeit. Dies ver-

deutlicht der nun folgende Abschnitt.

5.2 Verzweigung bei elastisch-plastischen Korpern

In diesem Abschnitt wird kurz das Konzept dargestellt, auf dem die Arbeiten zur analyti-
schen Untersuchungen von Verzweigungproblemen elastisch-plastischer Kérper basieren. Dieses
Konzept beruht auf einer von HILL entwickelten Theorie® und baut auf dem in Kapitel 4.1
erliuterten Plastizititsmodell auf. Die hier dargestellten Gleichungen stellen im wesentlichen
eine Aufarbeitung einiger Arbeiten von BRUHNS [6, 8], RANIECKI/BRIUH'NS [63] und SEWELL

[61] dar.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es von Vorteil, zum betrachteten Zeitpunkt ¢ die Momen-
tankonfiguration und die Referenzkonfiguration zusammenfallen zu lassen, d.hF = 1. Dies hat
zur Folge, dafl samtliche Bewegungen aus der Momentankonfiguration heraus beziiglich der

neuen Referenzkonfiguration (mit dem Raumbereich R;) formuliert werden.

Bei Vernachlassigung von Triigkeitskréiften lautet die materielle Zeitableitung der dquivalenten

%S. 2.B HiLL [24], in der er die Originalliteratur zitiert.
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Darstellung der lokalen Impulsbilanz (2.74) (s. [4, S. 187])

DIVTR+b =0 . (5.36)
Nach rdumlicher Integration folgt
/ (DIVER +B)av = 0 . (5.37)
Ry '
Mit Hilfe der Rechenregel
(FT—l)‘ — _LTpT-1

wird die materielle Zeitableitung von Tg (s. Gleichung (2.61)) zu:
Tp = (SpD)T +T — TLT . (5.38)
Skalare Multiplikation von (5.37) mit X liefert die Bilanzgleichung der inkrementellen Leistung:

/DIVTR xdV + /B ckdV =0 . (5.39)
R, Ry

Mit Hilfe der Produktregel
DIVTg -%x = DIV(Th%x) — Tp - GRADx = DIV (TL%x) — Tp - L (5.40)

und dem Gaufschen Integralsatz

/DIV(T,T?_::()dV - / TT% . NdA = / % TeNdA = / ig-kdA  (5.41)
R, oR; R, OR,
folgt aus (5.39) mit F = 1:
/iR-)'ch—/TR-FdV+/B-5ch=O . (5.42)
R, Ry R
Die Oberfliche S des materiellen Korpers B wird in die beiden Teile Sy, bzw. S, aufgeteilt. Auf Sy
seien Kraftgeschwindigkeiten k und auf S, die Geschwindigkeiten v vorgegeben. Die zugehérigen
Bereiche der Oberflichen werden (8R,); bzw. (OR,), bezeichnet. Es wird unterstellt, daf k
und v durch einen monoton zunehmenden Skalar X > 0 parametrisiert werden konnen, d.h.
k = f(x, A(t)) und v = ¥(x, A(t)).
Weiterhin wird angenommen, dafl die Geschwindigkeiten der Volumenkraft b und des Span-
nungsvektors tx lineare Funktionen der Partikelgeschwindigkeit x sind und {5 zusitzlich noch

eine Punktion des Geschwindigkeitsgradienten LT = FT ist, d.h.
b = by + ax in R, (5.43)
tr = tro + Bk + K[FT]N auf S, (5.44)
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wobei i;R,O, bo, a, 3 und K bekannte Funktionen von Ort und Zeit sind (s. hierzu RANI-
ECKI/BRUHNS [53]).
Die folgenden Ausfiihrungen befassen sich mit der Frage nach der Eindeutigkeit einer Bewegung
des materiellen Korpers. Ausgehend von einer eindeutigen Momentankonfiguration wird unter-
stellt, daf§ fiir das Randwertproblem (5.36), (5.43) und (5.44) zwei verschiedene, nichttriviale
Lésungen (+)(), (-)(?) existieren konnen, d.h. beide Lésungen sind kinematisch vertraglich und
erfillen die Gleichgewichts- und Randbedingungen. In jedem materiellen Punkt des Korpers
wird die Differenz | |
A() = ()W — ()@

7.B. Ax = %) — x@

definiert, wobei (-)(!) bekannt sei und die fundamentale Lésung des Problems bildet.

Da beide Losungen dieselben Randbedingungen erfiillen, gilt:

Atge = 0 auf S, (5.45)
Av = 0 auf 8, . (5.46)

Die Identitat
/ (At - A% — Atg - AX) dd = 0 (5.47)

oR,
kann mit Hilfe von (5.41); in Verbindung mit (5.40); und F = 1 in

/ (ATg - AF + DIVATR-AX) dV — / Atg - ARdA = 0 (5.48)
R R,
liberfiihrt werden. Durch Einsetzen von (5.43) in (5.37) folgt fiir A(+)
f DIVATRdV = - [askav . (5.49)
Ry Ry
Mit (5.49) und (5.44) sowie den Randbedingungen (5.45) und (5.46) ergibt sich aus Gleichung
(5.48):
/ (ATg - AF - aAk-A%) dV - / (BA% + K[AFT|N)-A%dA = 0 (5.50)
Ry (8R:):
als die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Nichteindeutigkeit des Anfangs-Rand-

wertproblems.
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Folglich ist eine hinreichende Bedingung fiir eine eindeutige Losung durch

[ (aTw - AR - ahk-a%) v - [ (Bax + K[AFTN) - Akda > 0 . (551)
Ry (8R

gegeben. Um eine gegebene Momentankonfiguration auf eine mogliche Verzweigung hin zu
untersuchen, wurde sie gleichzeitig als Referenzkonfiguration gewahlt, was zur Herleitung des
Bifurkationsfunktionals der Form
I(ATg, A%) = / (ATg - AF — k- AX) dV — / (B A% + K [AFT]N) - Ak dA
Ry (8R:)y
fithrte. Mit diesemm Werkzeug kann die fundamentale Losung zu jedem Zeitpunkt ¢ darauf hin
iberpriift werden, ob von ihr verzweigende Geschwindigkeitsfelder existieren kénnen. Mit Hilfe

der inkrementellen Materialgleichungen gelingt es (5.50) in eine Form zu iiberfithren, so dafl

das Bifurkationsfunktional vollstandig mit Hilfe von Ax formuliert wird, d.h. I = I(AX).

Wie bereits erwahnt, wird das Materialverhalten mit Hilfe des in Kap. 4.1 erlauterten Plasti-
zitdtsmodell beschrieben. Da das Plastizitidtsgesetz flir die Jaumann-Ableitung des gewichteten
Cauchy’schen Spannungstensor und den symmetrischen Anteil des Deformationsgradienten for-

muliert wurde, miissen die Tensoren transformiert werden.

Dazu werden zunéchst die Potentialbeziehungen (s. z.B. SEWELL [61, S. 141 f})

1

U(F) = §TR-F , (5.52)
WD) = 35D (5.53)
eingefiihrt, die die Eigenschaft
Tp = -‘?—Z—%@ , (5.54)
o oW (D .
S = “‘5(5_)" (5.55)

besitzen. Aus Gleichung (4.28) folgt fiir W(D)
a 1 1
W(D)=3¢[D]-D=_C.[D]-D+:C[D]-D . (5.56)

Die beiden Potentiale [?(F) und W(D) sind gemaf

>
>
o,
>
.

0(F) = W(D) + 5 Z(F) (5.57)
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ineinander {iberfithrbar, wobei Z (F) die Rotationen, die aus den objektiven Ableitungen stam-
men, beinhaltet (s. BRUHNS [8, S. 488]).
Mit Hilfe von U(F) und W (D) sollen nun die Materialgleichungen in das Bifurkationfunktional

I = f(ATR, Ax) eingebracht werden. Dazu miissen diese Potentiale noch fiir die Differenzen

A(-) formuliert werden. Die Differenz
WOy - Wwm)=1§m.pm_Llge. po (5.58)
2 2

wird recht kompliziert, da fiir beide Losungen das Belastungskriterium gesondert tiberpriift
werden muf (vgl. BRUHNS [8, S.490]). Diese Abhangigkeit vom Belastungkriterium soll in

diesem Zusammenhang symbolisch durch
W(DW) — W(D®) =: W(AD, Belastung?) (5.59)
angedeutet werden. Mit Hilfe von
U (AT, Belastung?) = W(AD, Belastung?) + —zl-Z(AF) (5.60)
wird die Bedingung (5.51) zu

/ (2 [}(AF, Belastung?) — aAx - Af() dv — / (,3 Ax+ K [AFT] N) -AxdA > 0 . (5.61)
Ry (8R:)y

Motiviert durch die Erkenntnisse am Shanley-Modell, wird zur Vereinfachung der lineare Ver-
gleichskorper eingefiihrt, bei dem die Fallunterscheidung entfallt, wodurch im Materialmodell
(4.28) o = 1 angenommen wird. Dies setzt voraus, dafl der lineare Vergleichskorper standig
plastisch belastet wird, da dann das Materialverhalten des linearen Vergleichskérpers mit dem
des elastisch-plastischen Korpers zusammenfallt. Zwischen den Potentialen des linearen Ver-

gleichskérpers und des elastisch-plastischen Korpers lassen sich die Zusammenhénge

W,(AD) < W(AD,Belastung?) (5.62)
UL(AL) < U(AL,Belastung?) | (5.63)

herleiten (s. BRUHNS [8, S.491]). Anstelle der Bedingung (5.61) wird nun

fu(a%) ::/(2 Uy(AF) — ah%- AX) v / (8 A%+ K[AFT]N) - A%dA > 0 (5.64)
Ry (8R4)y

eingefiihrt. Dies ist eine schwachere hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Lésung
in dem Sinne, dafl die Eindeutigkeit fiir den elastisch-plastischen Korper auf jeden Fall gewahr-
leistet ist, wenn (5.64) gilt. Mit anderen Worten, falls (5.64) erfiillt wird, ist wegen (5.63)
gleichzeitig die Bedingung (5.61) und somit auch (5.51) erfiillt.
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Mit zunehmender Belastung (/\ > 0) durchlauft der Korper eine Folge von Gleichgewichts-
zustanden. Gesucht wird nun jenes kinematisch vertridgliche und von Null verschiedene Ge-
schwindigkeitsfeld Ax%, fiir das die Eindeutigkeit des linearen Vergleichskorpers zum erstenmal

verloren geht, d.h. es gilt

fax) =0 . (5.65)

Der zugehorige Belastungsparameter wird mit A, bezeichnet. Dieses ist gleichbedeutend mit

dem Variationsproblem

[6fL(Ak)]AiT —0 , (5.66)
das mit Hilfe von
DIV ATg + Ab =0 (5.67)
und
A% = 0 in (OR,), (5.68)

und durch Umkehrung der Argumentation zur Herleitung von (5.50) in

§I(A%) = /5(Aic) {ab - ask} dv + / §(a%) - {Atr — B A% - K [AFT) N}d4a=0
Rt (3R()k ’
liberfiihrt werden kann. Da das gesuchte Geschwindigkeitsfeld Ax¥ definitionsgeméafl von Null

verschieden ist, folgt sofort, dafl die Ausdriicke in den geschweiften Klammern Null sein miissen.

Somit ist AX} auch gleichzeitig die Losung von (5.67) des linearen Vergleichskorpers mit den

Randbedingungen
Ab = aAx | in R, , (5.69)
Atg = BAx + K[AFT]N in (OR)x , (5.70)
Ax = 0 in (8R,), - (5.71)

Das aus (5.66) bzw. (5.67) und (5.69) bis (5.71) resultierende Geschwindigkeitsfeld Ax}, das in
geeigneter Art und Weise normiert ist, heifit niedrigste Eigenform oder niedrigster Eigenmodus

(s. z.B. HﬁTCHINSON/MILEs).

Ausgehend von der fundamentalen Lésung x(1) folgt fiir den niedrigsten Eigenmodus
X = xW_gAxr | (5.72)

wobei a die Amplitude des Eigenmodus ist. Das Geschwindigkeitsfeld )'((12) ist der sogenannte

niedrigste Bifurkationsmodus. Der zum Bifurkationsmodus gehorige Lastparameter ). definiert
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jene kritische Last (untere Grenze), ab der bei verschwindender Amplitude a eine Verzweigung

von der fundamentalen Losung moglich ist (s. z.B. HuTcHINSON [31]).

Neben dem niedrigsten Eigenmodus Ax} existieren weitere Geschwindigkeitsfelder (Eigenfor-
men, Eigenmoden), fiir die die Eindeutigkeit des Anfangs-Randwertproblems verloren gehen
kann. Die zum k-ten (k > 1) Eigen- bzw. Bifurkationsmoedus gehorende kritische Laste Ak ist

auf jeden Fall grofler als A, ;.

5.3 Stabilitat bei elastisch-plastischen Korpern

Der Vollsténdigkeit halber wird an dieser Stelle noch der Begriff Stabilitat im Rahmen der bisher
benutzten Grundlagen erldutert. Es wird gezeigt, dafl die Frage nach dem Stabilitatsverlust
und die Frage nach dem Verlust der Eindeutigkeit auf die Losung desselben Gleichungssystems,

jedoch mit verschiedenen Argumenten, fiihrt.

Die Frage nach der Stabilitdt eines Systems ist nicht durch ein Naturgesetz gegeben [8, S.497].
Ausgehend von einer gegebenen Referenzkonfiguration (Raumbereich Ry ) wird untersucht, ob
eine Bewegung in die Momentankonfiguration stabii ist. Ein denkbares Stabilitatskriterium ist
die Forderung, dafl wahrend der Bewegung des Kdrpers die Arbeit der dufleren Krafte kleiner

ist als die Anderung der inneren Energie des Korpers.

Bei Vernachlassigung von Tragheitskraften folgt, in Analogie zur Herleitung von (5.42), die zu
(2.75) dquivalente Bilanzgleichung der mechanischen Leistung

/TR-LdV—/tR-)';dA~/b-5ch:O. (5.73)
R, SR, Ry

Das Stabilitatskriterium beziiglich der zu untersuchenden Referenzkonfiguration mit dem Raum-

bereich R, lautet

t
.J:-_—/ /TR-LdV—/tR-;'ch—/b-ich dr > 0 . (5.74)

R, B8R, Ry
Die Taylor-Entwicklung des Integranden des Zeitintegrals um ¢’ fiihrt auf
/ (Ta+AtTg)-Fav - / (tr+ Atig)-xdA — / (b+ Ath) - xdV + O(AP) , (5.75)
R, S8R R,

mit At =1 — ¢,
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Mit Hilfe der Bilanzgleichung (5.73) folgt fiir hinreichend kleine Zeitintervalle At

J ~ %(At)z /TR Fdv - /i;R-;'ch - /B-;’ch , (5.76)

R, dR, Ry
woraus sich unmittelbar folgende Stabilitatsbedingung ergibt:
/TR-FdV—/iR-de—/B-ich>0 . (5.77)
R, 3R, Ry
Der Vergleich mit der Bedingung fiir eine eindeutige Losung (5.51), die sehr einfach in
/ATR . AFdV - / Aigp - AxdA — /AB CA%dV >0 (5.78)
Ry &Ry Ry
iiberfiihrt werden kann, macht sofort deutlich, dafl die Stabilitdtsbedingung als Sonderfall
b(®) = ’i‘g) = 0 Vx in der Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Losung enthalten ist. Auf-
grund der Nichtlinearitdt des Plastizitatsgesetzes? ist bei elastisch-plastischen Kérpern im Ge-
gensatz zur linearen Elastizitdt der Verlust der Eindeutigkeit nicht gleichbedeutend mit dem
Stabilitatsverlust, wie bereits im Abschnitt 5.1 am Beispiel des Shanley-Modells demonstriert

wurde.

5.4 Abschlieflende Bemerkungen

Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen wurde wie folgt vorgangen:

Fiir jene Strukturen, fiir die analytische Losungen aus der Literatur bekannt waren, wurde der

perfekten Struktur an einem freien Rand Verschiebungen tiberlagert, die aus den aus der Lite-
ratur entnommenen Eigenformen® abgeleitet wurden. Dabei war von Interesse, wie sich in den
FE-Rechnungen die Amplitude und die Nummer des Eigenmodus auf das Verformungsverhalten
des zu untersuchenden imperfekten Bauteils auswirkt. Besondere Aufmerksamkeit wurde zum
einen thermischen Imperfektionen und zum anderen lokalen geometrischen und thermischen

Imperfektionen geschenkt.

“Das Materialgesetz ist nichtlinear, da das Distributivgesetz nicht erfiillt ist, d.h. C[A + B] # C[A] + C[B].

Es sei angemerkt, dafl nicht bekannt ist, ob die dort angegebenen Geschwindigkeitsfelder tatsachlich die
gesuchten Eigenformen sind (s. hierzu MILEs [45]). Die in der Literatur angegebenen Geschwindigkeitsfelder
ergaben sich aus der Annahme, dafl sich die gesuchten Felder mit Hilfe von Fourierreihen (s. z.B. [69]) oder

Legendre-Polynomen (s. z.B. [48]) angeben lassen.
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Untersuchungen am Zugstab

6.1 Einfiihrende Bemerkungen

Zwei Ziele werden bei den hier vorgestellten Untersuchungen verfolgt. Zum einen wird der Zu-
sammenhang zwischen der beim Zugversuch ermittelten Kraft-Verlangerungs-Diagramm und
dem fiir den FE-Code bendtigten explizit definierten Materialgleichung k(s) aufgezeigt. Dazu
wird unterstellt, dafl das Verformungsverhalten einer realen, rotationssymmetrischen Zugprobe
durch einen perfekten Kreiszylinder approximiert werden kann. Dadurgh kann das Anfangs-
Randwertproblem durch einen einzigen materiellen Punkt reprasentiert werden. Aufgrund des
unterstellten homogenen Deformationszustands sind die im Abschnitt 6.2.1 hergeleiteten Be-
ziehungen nicht universell anwendbar, da beim Zugversuch elastisch-plastische Stabe nach Er-

reichen der Zugfestigkeit fiir gewdhnlich lokal einschniiren.

Dies fiihrte in der Vergangenheit dazu, die Einschniirung der Probe als Verzweigungsproblem
zu behandeln, wobei die fundamentale Losung durch das Verhalten der perfekten Kreiszylinder
gegebenist. In den letzten Jahrzehnten erschienen hierzu zahlreiche Veroffentlichungen,in denen

unterschiedliche Aspekte im Vordergrund standen.

Als einfacher Ansatz zur Beschreibung der Radial- und Axialkomponenten u, w der £ Eigenfor-

men (s. Gleichung 5.72) bieten sich die Funktionen

w=1a(k,rz) = f(r)cos(kmz/ly) (6.1)
w=d(k,rz) = g(r)sin(krz/lp) (6.2)
bzw.
u="10(k,rg,2z) = cos(kmz/ly) (6.3)
w=1w(k,rg,2) = sin(kwz/ly) (6.4)

an [47] (s. auch [7, 11, 31, 45]), wobei ry der normierte Radius und /; die Lange der axialsym-

metrischen Probe sind.
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Das aus dem Bifurkationsfunktional (5.65) ableitbare System gewdhnlicher homogener Diffe-
rentialgleichungen kann numerisch integriert! werden. HuTcHINSON /MILES [31] reduzierten
dieses Differentialgleichungsystem auf eine einzige Gleichung, die auf die Losung von Bessel-
funktionen erster Gattung mit komplexen Argumenten fiihrt. NEEDLEMAN [47] fiihrte die
Variation des Bifurkationsfunktionals (5.66) auf ein Eigenwertproblem zuriick, das rnlt Hilfe

der Methode der Finiten Elemente ausgewertet wurde?.

Andererseits kann an dieser relativ einfachen Bauteilgeometrie demonstriert. werden, wie sich
axialsymmetrische Imperfektionen auf das Verformungsverhalten von zylindrischen Zugstiben
auswirken und wie sie mit den bekannten Untersuchungsergebnissen zur Verzweigung in Ein-
klang zu bringen sind. Die Untersuchungen dienen ausschliefllich dazu, die Ergebnisse der FE-

Rechnungen zur Kugel und zum Reaktordruckbehélter besser interpretieren zu konnen.

6.2 Der Zugversuch

Beim Zugversuch werden die Zugproben weggesteuert bis zum Bruch verlangert. Dabei wird
die dazu bendtigte Zugkraft F' und die Langendnderung der Probe Al gemessen. Zur Bestim-
mung von Werkstoffkenngrofien wird zunachst die Zugkraft auf die Ausgangsquerschnittsflache
Ap = mrl und die Langenanderung auf die Ausgangslange ly bezogen und im Nennspannungs
- Totaldehnungs - Diagramm iibereinander aufgetragen. Wird die gemessene Zugkraft auf den
momentanen Querschnitt A = wr? bezogen, folgt in Verbindung mit der logarithmischen Deh-

] .
nung e = [, %—l das wahre Spannungs-Dehnungs-Diagramm.

Einen typischeﬁ Verlauf einer Zugkurve eines duktilen Materials zeigt Abbildung 6.1. Der Ein-
fachheit halber wird unterstellt, daf sich die Probe zu Beginn rein elastisch und nach Erreichen
der Stireckgrenze R., elastisch-plastischen verformt. Nach Erreichen der Zugfestigkeit R, nimmt
die Nennspannung wieder ab und die Probe beginnt sich lokal einzuschniiren, wobei das Mate-

rial im Bereich der Einschniirstelle weiterhin plastische Deformationen erfahrt.

!Siehe z.B. die Arbeiten von BRUHNS [7], CHENG ET AL. [11], MILES [45], THOMASON [67]

“NEEDLEMAN erwahnt, dafl die fiir verschiedene Schlankheitsgrade berechnete Radialkomponente des nied-
rigsten (normierten) Eigenmodus auf mindestens drei Stellen genau durch eine Kosinusfunktion beschrieben

werden kann.
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6.2 Der Zugversuch
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Nennspannungs-Totaldehnungsdiagramm (links) und das wahre Spannungs-

Abb. 6.1:

Dehnungs-Diagramm (rechts).

6.2.1 Kinematische Beziehungen

Gegeben sei eine zylindrische Probe der Linge /; mit dem Radius ry sowie ein Zylinderkoor-

rung sich im Zentrum der Zugprobe befindet und dessen

dinatensystems (r, ¢, z), dessen Ursp
z-Achse koaxial zur Langsachse der zylindrischen Zugprobe verlduft. Die Probe sei so gelagert,

daf} die (7, ¢, 0)-Ebene axial nicht verschieblich ist.

Bei einachsigem Zug redusziert sich der Cauchy’sche Spannungstensor T auf

0 0-0
T=1]000 (6.5)
0 0 o

Unter der Voraussetzung eines homogenen Deformationszustands kann der Deformationsgra-

dient F, der Verschiebungsgradient H sowie der daraus gemifl Gleichung (2.39) abgeleitete

linearisierte Green’sche Verzerrungstensor E wie folgt dargestellt werden:

rfre 0 0 (r—mro)/ro O 0
F=| 0 10 |,H=E= 0 0 0 (6.6)
0 0 (I=1)/k

0 0 I/l
Hierin sind [ und r die Abmessungen der Zugprobe in der Momentankonfiguration. Es wird

ersichtlich, dafl die z,z-Komponente des linearisierten Green’schen Verzerrungstensors die aus

dem Zugversuch ermittelte Totaldehnung
(6.7)

Al -1

‘T T T
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ist. Aus der polaren Zerlegung von F (2.5) und der Tatsache, dafl die materiellen Punkte keine
Rotation erfahren, d.h. R = 1, folgt F = V und somit

In(r/re) 0 0
(InV) = o 0 0 : (6.8)
0 0 In(l/lp)

Zwischen der Totaldehnung und der logarithmischen Dehnung (wahren Dehnung)
e = In(l/l) .(6.9)
ergibt sich folgender Zusammenhang:
e =In(l4+e) & e=e" -1 . (6.10)

Da die aus dem Zugversuch abgeleitete Nennspannung o, identisch mit der z,z2-Komponente
des 1. Piola-Kirchhoff Tensors ist (s. S. 11), besteht gemaf Gleichung (2.61) zwischen o,, und

der wahren (Cauchy’schen) Spannung o folgender Zusammenhang:
1
0, = (detF) o (—) . (6.11)
\ ) 1te (0. 11)

Mit Hilfe der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten F = F.F, (s. S. 24) und

der Rechenregel
det (A B) = (det A)(det B)

(s. z.B. [4, S. 82]) kann Gleichung (6.11) unter der Annahme plastischer Inkompressibilitat, d.h.
det F, = 1 ,
und kleiner elas.tischer Verzerrungen (s. S. 8f), woraus mit R, = 1
det F, ~ 1

folgt, in

onza(lie) & o =0, (1+e) | (6.12)

iiberfithrt werden.

Durch Differentiation von Gleichung (6.12); nach der Totaldehnung konnen folgende Beziehun-
gen zwischen den Steigungen im Nennspannungs- Totaldehnungs- Diagramm und den Steigun-
gen im wahren Spannungs-Dehnungs-Diagramm hergeleitet werden:

do d o do 1 o
no_ _ 9o -7 6.13
de de (1+e) de (1+e) (1+e)2 ( )
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bzw.
do do o
—_— = = (1 — . 6.14
de de (1+e) + (1-}-6) ( )
Fiir die Steigung im (o, ¢)-Diagramm, den sog. Tangentenmodul E,,
do do de :
. o _ dode 6.15
Be= 00 = e ds (6.15)

ergibt sich unter Beriicksichtigung der Gleichungen (6.15) und (6.14) der Zusammenhang

d do,
E%::ci (1+e) + 0 . (6.16)

6.2.2 Die Instabilitatsbedingung

Da bei Erreichen der Zugfestigkeit die Nennspannung maximal ist, folgt:

do,

de

=0 . (6.17)

Op=Rn

Damit vereinfacht sich Gleichung (6.16) am Punkt der Maximallast auf

i = om . (6.18)

On=Rm

E, —
Opn=Rm de

Mit Hilfe der Gleichungen (6.10) und (6.12) ergeben sich beim Kraftmaximum folgende wichtige

Zusammenhange:

em = In(1+e,) (6.19)

0m = Rn(l4+en) . (6.20)

6.2.3 Der Verlust der Eindeutigkeit

Eine Kernaussage aller Arbeiten, die sich mit starrplastischen oder elastisch-plastischen Zug-

staben befafiten, ist, dafl der Verlust der Eindeutigkeit erst nach Erreichen der maximalen Last

eintreten kann.

Fiir den linearen Vergleichskorper bestimmten HuTcuiNsoN/MiLEs [31] fiir inkompressible,
elastisch-plastische Materialien mit isotroper Verfestigung und der v. Mises FlieBfunktion neben
einer nur numerisch l6sbaren exakten Losung eine Naherungslosung fiir die Spannung o, ab

der fiir die k-ten Eigenformen (6.1), (6.2) eine Verzweigung mdglich ist; sie lautet:

o, 2 E
R T

. Te
3 Ecﬁ y mit v = kx T . (621)
¢ c

Tm
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Hierin sind o, die wahre Spannung beim Kraftmaximum, F; der Tangentenmodul und », und
l. die Abmessungen der Zugprobe beim Verzweigungspunkt. Die mittels der Naherungslésung
berechneten Spannungen o, liegen unterhalb derer, die aus der exakten Losung resultieren,
wobei die Differenz fiir steigende 7- und E/FE-Werte zunimmt. HUTCHINSON/MILES geben
in [31] beispielsweise fiir ein bilinear verfestigendes Material mit y=0.4 und E/E;=100 fﬁr die
Néherungslésung o./0,,= 1.0244 und fiir die exakte Lésung 0./0,,=1.0253 an.

Im Nennspannungs-Totaldehnungs-Diagramm hangt somit der Abstand der Punkte (R,,,e¢.m)
und (R.,e.) neben dem Schlankheitsgrad der Probe 2 7o/lo vom zugrunde gelegten Materialge-

setz ab (s. auch [7]). NEEDLEMAN zeigte in [47], dafl bei Verwendung des Materialgesetzes

o/E 2 o <oy,

e = , (6.22)
o"[Eo7™! o >0y, n2>2

fiir groflere Verfestigungsexponenten n die Totaldehnungen e,, und e, zunehmen, die Differenz

€. — €, jedoch abnimmt. Eine Erniedrigung der FlieBspannung o, fithrt dazu, dafl sowohl e,

und e, als auch e, — e,,, zunehmen.

6.3 FE-Rechnungen

6.3.1 Allgemeines

Den mit ABAQUS, Version 4.9, durchgefilhrten FE-Rechnungen wurde das in Kapitel 4.2
erlauterte Thermoplastizitdtsmodell fiir kleine elastische und grofle plastische Deformationen
ohne thermoméchanische Kopplung zugrunde gelegt. Die thermoelastischen Effekte blieben
ebenfalls unberiicksichtigt. Eingabegrofien in den FE-Code sind der von der Temperatur 6
abhingige Elastizititsmodul E = E(0), die Querkontraktionszahl » = #(8) sowie das Materi-
algesetz E(s;@), wobei k im Falle rein isotroper Verfestigung und einer v. Mises Fliefffunktion
gleich der v.Mises Vergleichspannung o, = v/3J; und s die plastische Bogenlinge (plasti-
sche Vergleichsdehnung) ist. Das Materialgesetz ic(s;@) wird durch Eingabe diskreter Punkte
(k,8) |o;=konst; § = 1,2,+++,n fiir die Temperaturen 6; < 6; < -+ < 6, definiert, wodurch
ein Materialmodell mit multilinearer isotroper Verfestigung entsteht. Die Punkte (k,0)V6; de-
finieren die Fliefigrenzen o,(6;). Fiir Temperaturen 6 < 6 < 04443k = [1,n — 1] werden die

Materialeigenschaften durch lineare Interpolation aus den Werten filir die Temperaturen 6;, und

0 +1 ermittelt.
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Der Einfachheit halber wurden fiir die grundlegenden Untersuchungen der Kapitel 6-8 unter-

stellt, dafl das Material eine lineare isotrope Verfestigungen aufweist (bilineares Materialver-

halten).

Es kann gezeigt werden, dafl zwischen dem Tangentenmodul E; (s. Gl. (6.15)) und der zur
Eingabe in den FE-Code benoétigten Steigﬁng ‘

dk
-
E, : T
folgender Zusammenhang
EE,
E, = 6.23
i E _ Et ( )

besteht.

Fir die FE-Rechnungen wurden Netze generiert, deren Knotenkoordinaten aus den aus der
Literatur bekannten Anséatzen zur Beschreibung der Eigenformen (6.3), (6.4) abgeleitet wurden,
wobei jedoch lediglich die Radialkomponente beriicksichtigt wurde. Diese Vorgehensweise ist
allgemein iiblich (s. [10, 73, 77, 78]) und, wie Testrechnungen (s. Kapitel 6.3.3) ergaben, auch

ausreichend.

Samtliche FE-Rechnungen wurden unter Zuhilfenahme eines standardmafligin ABAQUS imple-
mentierten Pfadverfolgungsalgorithmus durchgefithrt. Mit Hilfe dieses sog. modifizierten Riks-
Algorithmus® (s. HIBBITT ET AL. [23, S.3.10.1-1ff], CRISFIELD [13, S.274{]) wird bel einer
Kraftsteuerung, parametrisiert durch den Skalar A, nach Erreichen der Stabilitatsgrenze der
Belastungsparameter A solange um A\ verkleinert bzw. vergroflert, bis ein Gleichgewichtszu-

stand gefunden ist. Falls |A)| die zuvor definierte minimale Inkrementgréfle unterschreitet, wird

die Rechnung abgebrochen.

Obwohl die Berechnungen zum Zugstab weggesteuert durchgefithrt wurden, ergab sich ein deut-
lich besseres Konvergenzverhalten und eine hohere Imperfektionssensitivitat bei Verwendung
des Pfadverfolgungsalgorithmus?, Die Berechnungen zur Kugel (Kap. 7) und zum Reaktor-
druckbehalter (Kap. 8 und 9) wurden innendruckgesteuert durchgefiihrt und machten somit

die Verwendung des modifizierten Riks-Algorithmus notwendig.

*Dieser Algorithmus wurde aus Arbeiten von RIKs (s. z.B. [65])abgeleitet.
*Dies war dadurch begriindet, daf lediglich die Koordinaten der die Mantelflache bildenden Knoten neu be-

rechnet Wurden; die Koordinaten der restlichen Knoten stimmten mit den Koordinaten des perfekten Zugstabs
iiberein (s. Kap. 6.3.2). Testrechnungen zeigten, dafl bei Verwendung eines Netzes, bei dem alle Knotenkoordi-

naten des imperfekten Zugstabs neu berechnet wurden, dieses Phamomen nicht auftrat.
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6.3.2 Diskretisierung

Die FE-Rechnungen wurden fiir kreiszylindrische Stdbe mit einem Schlankheitsgrad ly /27 =
10 (lange Proportionalstabe) durchgefithrt. Zur Bestimmung des Verformungsverhaltens des
Zugstabs bei Vorgabe lokaler Imperfektionen oder Imperfektionen im Sinne des Bifurkations-
modus 1 mufite die gesamte Zugprobe generiert werden (im folgenden als Stab 1 bezeichnet),
wahrend bei Vorgabe von Imperfektionen im Sinne des Bifurkationsmodus 2 die Symmetrie

beziiglich der (r, ¢, 0)-Ebene ausgenutzt wurde (Stab 2).

Die zur Berechnung der fundamentalen Losungen zugrunde gelegteh FE-Netze und Randbedin-
gungen zeigt Abbildung 6.2. Die Netze bestehen aus 320 (Stab 1) bzw. 160 8-knotigen, axialsym-
metrischen Elementen mit reduzierter Integrationsordnung (2x2-Integration). Die reduzierte In-
tegrationsordnung wurde gewahlt, da bei voller Integrationsordnung (3x3-Integration) bei der
Simulation von mit Innendruck beaufschlagten Kugelschaleﬁ fiir inhomogene Temperaturfelder
und von der Temperatur abhangigen Elastizitatsmoduln und Warmeausdehnungskoeffizienten

Zick-Zack-Verlaufe bei den Radialspannungen resultierten (s. [39, S. 21]).

z
Stab 2 3— THH T
. :
' Al
2
Stab 1 p
T
vV Al
o b
z = — z = —
2

Abb. 6.2: Die den FE-Rechnungen zur Ermittlung der fundamentalen Losungen zu-

grunde gelegten Finite-Elemente Netze und Randbedingungen.

6.3.3 Globale Imperfektionen

Als globale Imperfektionen werden im folgenden jene geometrischen Imperfektionen bezeichnet,

die aus dem Ansatz zur Beschreibung des k-ten Eigenmodus (6.3) resultieren.

Ausgehend von den in Abb. 1 gezeigten Netzen, wurden die Koordinaten der die Mantelflache
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des Zugstabs bildenden Knoten gemaf
o z 1
(&g ky2) = g — €, 79 o8 <k7r (z— + 5)) (6.24)
0
mit
k=1,3,--- undz = [-l/2,l/2]  f{firStabl |,
k=2,4,--- undz = [0,lp/2] fiir Stab 2
neu berechnet, wobei k die Nummer des Bifurkationsmodus bzw. die Anzahl der Halbwellen
iiber die Gesamtlange Iy ist (s. auch Abb. 6.5). Der Parameter ¢, ist die auf den Nennradius

bezogene Amplitude der Welle |A7,,,.|, d.h.
|A71maa:l

To

(6.25)

€ =

Eine zusatzliche Streckung und Stauchung der Welle in axialer Richtung gemasf einer aus (6.4)

abgeleiteten Imperfektion der Form

1

5(€,,k,20) = 70 + &, Iy sin (k7r (% + 5)) (6.26)

ergab keine erkennbare Abweichung, wie Testrechnungen fiir # = 2 (in diesem Fall mit Stab 1)

ergaben.

Fiir die Materialparameter E,/E = 0.005, E,/o, = 2 und v = 0.3 wurden Zugversuche fiir
verschiedene Amplituden {,7o durch Vorgabe der Knotenverschiebungen and der Stelle z = [/2
simuliert. In Abbildung 6.3 sind die Ergebnisse der fiir # = 2 durchgefiihrten FE-Rechnungen
dargestellt. Hierin sind F die Reaktionskraft in axialer Richtung und FZ__ die Maximalkraft

des perfekten Zugstabs (fundamentale Losung des Anfangs-Randwertproblems).

Es wird ersiéhtlich, daf sich mit abnehmender Imperfektionsgrofie die Kurven einer Grenzkurve
annahern, die in etwa durch den Kurvenverlauf fiir {;, = 107° gegeben ist. Fiir £, = 1078 ergibt
sich ein deckungsgleicher Verlauf mit der fundamentalen Losung und sich dadurch ausgezeich-
net, dafl an allen Integrationspunkten stdndig plastische Belastungen ermittelt werden. Mit
anderen Worten, die Lésungen springen numerisch bedingt, ab einer hinreichend kleinen Am-
plitude zu der Losung der fundamentalen Lésung iiber. Das Verformungsverhalten der Proben’
mit £, > 107° ist dadurch gekennzeichnet, daf nach Erreichen der Maximallast die Proben vom
dickeren Ende her nach und nach entlasten. Dies fiithrt zu der aus dem Zugversuch bekannten
Einschniirung der Probe, woraus der Steilabfall im Kraft-Verlangerungs-Diagramm resultiert.
Dies steht in gutem Einklang mit den aus dem vorigen Kapitel gewonnenen Erkenntnissen zur

Verzweigung elastisch-plastischer Kérper.
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Abb. 6.3: EinfluB der Amplitude £, 7y auf das Verformungsverhalten des Zugstabes:
k=2.

Die relativ groflen Totaldehnungen resultieren aus dem Materialgesetz, da aufgrund der linearen

Verfestigung die Instabilitatsbedingung o =-FE, erst bei der wahren Dehnung

g g — 0
€ = Ee+5:}§+ E{y (6.27)
E, E, 201
= en = L b= 2 205025 6.28
i 28 200 (6.28)

erfillt wird, wodurch beim Kraftmaximum gemaf Gleichung (6.10), eine Totaldehnung e,, =
65.28% resultier‘t. Bei der FE-Rechnung wurde fiir die fundamentale Losung eine Totaldehnung
von 65.45% ermittelt. Dieser Unterschied ergibt sich aus der Annahme def elastischen Inkom-
pressibilitat, die zur Herleitung der Instabilititsbedingung (6.18) unterstellt wurde. JOHN-
sON/MELLOR geben in [34, S.251] fiir den elastisch kompressiblen Zugstab folgende Instabi-

litatsbedingung an:

do o
E = — = — <o, 6.29
i O =Rm d€ Opn=Rm 1+ Ll_:‘h_;z_u)o—m - » ( )

Es wird ersichtlich, daf fiir Querkontraktionszahlen » < 0.5 die Instabilitdtsbedingung bei
einem gegebenen Tangentenmodul erst bei hoheren Spannungen und somit bei héheren Deh-

nungen erfillt wird. FE-Rechnungen ergaben, daf} fir v — 0.5 die kritischen Groflen R,,, e,

sehr genau ermittelt werden.
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Da aufgrund des hohen Schlankheitsgrads der Probe die Spannung bei Kraftmaximum und

beim Verzweigungspunkt nahe beieinander liegen, kann das Verhéltnis o./0,, mit Hilfe der

Gleichung (6.21) unter Verwendung der bekannten Probenabmessungen beim Kraftmaximum

F1 _ abgeschitzt werden [31]. Fiir den Bifurkationsmodus 2 ergibt sich beim Kraftmaximum,

unter der Voraussetzung der Volumenkonstanz (lymr? = lo(1 + e)mr?), folgender Weﬁ fiir «:
-1/2

= 0.17(1 + en) 7Y% = 0.14784 . - (6.31)

Yrn (6.30)
Gleichung (6.21) liefert fiir diesen Wert als Naherung

GC
~ 1.0028981
Om

Fiir die Totaldehnung am Verzweigungspunkt folgt zunachst aus Gl. (6.27):

oc+ﬁ(ac_ﬁ>
€ _ Om By \on E
Em 1+E(1_£’1>
E\" B,
= 1.01077

woraus mit e,, (s. Gl. (6.28)) und Gleichung (6.10), e, = 66.18% abgeschatzt werden kann.

Abbildung 6.4 verdeutlicht den Einschniirvorgang der Zugprobe am Beispiel der globalen Im-
perfektion mit £, = 107*. Aufgetragen ist zum einen die Verteilung der an der Aufenseite
des Zugstabs berechneten plastischen Bogenlidnge s (plastische Vergleichsdehnung) und zum
anderen der Verlauf der plastischen Bogenlange im engsten Querschnitt. Die Werte auf den

Abszissen werden beziiglich der Knotenkoordinaten in der Ausgangskonfiguration aufgetragen.

Bis zum Erreichen der Zugfestigkeit zeigt sich ein nahezu homogener Verzerrungszustand. Mit
zunehmender Verldngerung verkleinert sich der Bereich der plastisch belasteten Zone; die Probe
schniirt an der Stelle z = 0 ein. Die grofiten Dehnungen und somit auch die héchsten Spannun-

gen werden im Zentrum der zylindrischen Probe ermittelt (s. auch [10, 47, 50, 67]).

Weitere FE-Rechnungen ergaben, daf} die Diskretisierung die Ergebnisse dahingehend beein-
fluit, dal mit feiner werdendem Netz die Kurven im nachkritischen Bereich steiler abfallen,
da die Lokalisierung besser wiedergegeben wird. Die kritischen Lasten selbst werden davon nur

geringfligig beeinflufit.
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Abb. 6.4: Plastische Bogenlange s auf der Oberflache des Zugstabs (links) und im

engsten Querschnitt (z = 0) (rechts) fiir verschiedene Totaldehnungen, k =

2 und £, = 107

Trotz der relativ groben Diskretisierung zeigt sich eine hohe Imperfektionssensitivitat. Sehr
kleine Imperfektionen werden vom FE-Code aus numerischen Griinden nicht erfaf$t und liefern,
wie bereits erwahnt, die fundamentale Ldsung.

Als néchstes soll die Abhéngigkeit des Verformungsverhaltens vom unterstellten Bifurkations-
modus aufgezeigt werden. Dazu wurde gemafl Gleichung (6.24) die Kontur des Zugstabs 1
fiir die ersten vier Eigenformen mit £, = 10~* berechnet. Die Eigenformen und die aus den

FE-Rechnungen ermittelten Kraft-Verlangerungs-Kurven sind in Abbildung 6.5 zu sehen.

560 .600 .640 .680 .720 .760
Al/l,

Abb. 6.5: EinfluB der Eigenformen 1-4 (links) auf das Verformungsverhalten des Zug-
stabs (rechts); Stab 1, {, = 107*,
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Es zeigt sich, dafl die Zugprobe fiir £ = 1 am frithesten (im Sinne einer niedrigeren Total-
dehnung) von der fundamentalen Losung abweicht und am steilsten abfallt. Mit Zunahme der
Eigenformen wandert der Punkt, an dem die Kurve von der fundamentalen Losung deutlich
abweicht, hin zu gréfleren Dehnungen. Dies steht sowohl mit den Ergebnissen der Bifurkations-
theorie (s. Gleichung (6.21)) als auch mif experimentellen Ergebnissen im Einklang. Aué Zugver-
suchen ist bekannt®, dafl die Bruchdehnung A (s. Abb. 6.1) mit zunehmendem Schlankheitsgrad
lo/27r¢ abnimmt. Dieser Zusammenhang ist auch in Abb. 6.5 erkennbar, da die Kraft-Verlinge-
rungskurve des langen Proportionalstabs (ly/2r¢ = 10) fiir £ = 2 mit der Kraft-Verlangerungs-
kurve eines mit der ersten Eigenform beaufschlagten kurzen Proportionalstabs (I/2r = 5)
zusammenfallt. Das Verformungsverhalten der Stibe, denen die dritte und vierte Eigenform
vorgegeben wurde, ist dadurch gekennzeichnet, daf8 die Stabe jeweils an beiden Wellentalern

(r = 7o(1 — &,)) einschniiren.

6.3.4 Lokale geometrische Imperfektionen

Zur Untersuchung des Einflusses lokaler geometrischer Imperfektionen wurde die Kontur gemaf

der um die Linie 7, 2y symmetrischen Funktion ©

2 —lo/2,1s/2] : Stab 1
7€, 2) = 1o — &roezp [—47rza2 (i— Z—O) ] ;2= =ho/2, /2] , (6.32)
bl 0,1,/2] : Stab2
berechnet, wobei & = |Ar,..|/ro ein Maf fiir die Tiefe und « ein Maf fiir die Breite der

Imperfektion ist.

Fiir die in Abbildung 6.6 (links) dargestellten Imperfektionen wurden die Kraft-Verlingerungs-
Diagramme berechnet. Es wird ersichtlich, dafl Iﬁit abnehmender Imperfektionsbreite, die durch
groflere a-Werte gekennzeichnet ist, der Steilabfall zu hoheren Totaldehnungen hin verschoben
wird. Der fiir die zweite Eigenform charakteristische Kurvenverlauf bleibt erhalten. Anhand
der fiir die globalen Imperfektionen ¢, = 107* und ¢, = 107° ermittelten Kraft-Verlangerungs-
Diagramme ist zu erkennen, dafl durch die lokalen Imperfektionen globale Imperfektionen mit
kleinerer Amplitude {,ro approximiert werden (s. auch [76]). Auf eine Variation der Amplitude

wurde verzichtet, da kein prinzipiell anderes Verhalten wie bei den globalen Imperfektionen zu

erwarten ist.

°S. z.B. [42, S.121], {17, S.1161]
SDiese Funktion wurde aus einer Arbeit von TVERGAARD [76] abgeleitet, der mit einer ahnlichen Funktion

die Kontur von Kugelschalen berechnete (s. Kap. 7).
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Abb. 6.6: EinfluB lokaler Imperfektionen (links) auf das Verformungsverhalten des Zug-

stabs (rechts); Stab 2, & = 10~%.

In einem weiteren Schritt wurde am Stab 1 fiir konstant gehaltene § = 107* und o = 2.5 die
Lage der Imperfektion durch Variation von zy verdndert. Aus den oberen Diagrammen in Ab-
bildung 6.7 ist zu erkennen, daf fiir lokale Imperfektionen, die nahe dem Stabende vorgegeben

werden, ein &hnlicher Kurvenverlauf wie fiir den Bifurkationsmodus 1 ermittelt wird.

Bei diesen Imperfektionen schniirte der Zugstab an der Stelle z = —[/2 ein, Fiir die in Abb.
6.7 unten links dargestellten Imperfektionen wurden Kurvenverlaufe ermittelt, die dem Kraft-
Verldngerungs-Diagramm der Modus-2-Imperfektionen dhnlich sind. Bei diesen Imperfektionen

schniirte der Zugstab, nach Erreichen der Zugfestigkeit im ,,Kerbgrund®, d.h. an der Stelle z,
der Ausgangskonfiguration, ein. Fiir alle weiteren, zwischen zo = —11/40 und zy = —1/16 lie-
genden Imperfektionen ergab sich ein deckungsgleicher Kurvenverlauf mit der fiir zo = —11/40

berechneten Kurve.

Bei Erthohung der Imperfektionstiefe auf ¢, = 1073 ergab sich an der Stelle zo = —5/16 ebenfalls

eine Einschniirung im ,Kerbgrund“ sowie einen typischen Modus 2 Kurvenverlauf.
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Abb. 6.7: Lokale Imperfektionen, die den Modus 1 (oben) annahern sowie Imperfektio-

nen, die einen typischen Modus 2 Verlauf aufweisen (unten); & = ¢, = 1074

6.3.56 Thermische Imperfektionen

Ziel dieser Untersuchungen ist es, die Auswirkung thermischer Imperfektion auf das Verfor-
mungsverhalten thermo-elastisch-plastischer Zugstadbe aufzuzeigen, wobei als Maf fiir die Im-
perfektion die Differenz der Tangentenmoduln bei der Maximal- und der Minimaltemperatur
herangezogen werden wird. Bei den hier durchgefiithrten Berechnungen werden ausschliefilich
die sich mit der Temperatur &ndernden Verfestigungseigenschaften beriicksichtigt. Die thermo-
mechanische Kopplung, einschlieflich der thermoelastischen Effekte, bleibt unberiicksichtigt.
Dies bedeutet einerseits, dal Thermospannungen vernachlassigt werden, andererseits werden
weder bei der instationdren Warmeausbreitungsrechnung die bei plastischen Deformationen
entstehenden Temperaturerh6hungen, noch die aus der Spannungsanalyse resultierenden Geo-

metriednderungen in der Warmeausbreitungsrechnung beriicksichtigt.
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Das aus der Warmeausbreitungsrechnungen ermittelte Temperaturfeld wurde den anschlieBend

durchgefiihrten Spannungsanalysen als Anfangswert vorgegeben.

Grundgleichungen

Es sei V ein Volumenelement von B in der Referenzkonfiguration. Der von V eingenommene

Raumbereich sei Ry.

Es wird angenommen, daf die Warmeleitung dem Fourier’schen Gesetz
f=-kGRADG (6.33)

gehorcht, wobei f der Warmeflufivektor, k die Konduktivitatsmatrix und GRAD 8 der Tempe-

raturgradient beziiglich der Referenzkonfiguration sind.

Der durch Konduktion iiber den Bereich der Oberflaiche Ry ins Innere von V iibertragene

Warmestrom ist durch

0 = / f.-NdA (6.34)
S8Ry
gegeben, wobei N die Einheitsnormale des differentiellen Flachenelements dA ist. Mit Hilfe des

Gaufl’schen Integralsatzes (2.77) ergibt sich (6.34) zu
a=[DIVidV . (6.35)
Ry
Die Finite Elemente Analyse basiert auf der Leistungsbilanz (s. [23, S.6.1.1-1{])
/pRUdV—/DIVde: /quAJr/rdV (6.36)
Ry Ry 8Ry Ry
in der Referenzkonfiguration. Hierin sind pg die Dichte des Materials, U die materielle Zeit-
ableitung der inneren Energie, g5 der iiber die freie Oberfliche {ibertragene Warmestrom und
r die volumenspezifischen Warmequellen. Am freien Rand des Korpers B kann Energie durch

aufgepragte Warmestrome, Konvektion oder durch Strahlung libertragen werden.
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Bei Vernachlassigung von Phasenumwandlungen gilt folgende Beziehung zwischen der tempe-

raturabhéngigen Warmekapazitat ¢ = é(6) und der inneren Energie dU:

&(0) = fld—z . (6.37)

Damit ergibt sich aus Gleichung (6.36), unter Beriicksichtigung von (6.33):

/pcédv+/1)n/(k GRAD6)dV = / gs dA + /rdV . (6.38)
Ry Ry 33\) Ry

Fir den Stab 2 wurden folgende FE-Rechnungen durchgefiihrt. Im ersten Schritt wurde allen
Knoten auf der Linie z = 0 die Temperatur 8, und den Knoten auf der Linie z = l/2 die Tem-
peratur 0y, mit ; > 6, aufgepragt. Unter der Annahme einer adiabatischen Mantelfliche wurde
eine instationdre Warmeausbreitungsrechnung durchgefiihrt. Fiir eine temperaturunabhéngige
Warmediffusivitdt @ = kp/c stellt sich fiir hinreichend lange Zeiten ein lineares Tempera-
turgefalle ein. Fiir dieses, nur von z abhangige Temperaturfeld wurden die darauffolgenden

Spannungsanalysen durchgefiihrt.

Fiir identische elastische Konstanten E(6;) = E(6,), v(6;) = v(6;) und identische Fliegrenzen
o,(01) = 0,(62) wurde ein von Fy(6,) verschiedener Tangentenmodul E,(6,) < Ey(8,) vorge-
geben (s. Abb. 6.8). Aufgrund des aufgepragten Temperaturfelds wird somit ein sich iiber die
Lange des Zugstabs anderndes Verfestigungsverhalten erzeugt, das zu einem inhomogenen De-
formationszustand fiihrt. Als MafB fiir diese ,Materialimperfektionen® wird der Parameter 75
eingefiihrt, der wie folgt definiert ist:

E\(6,) — E)(62) _ FEi(6y)

E1(6;) T OE(0) ' (6:39)

5(02) = 5(61)
s(61) (0, )=c(63) ! (6.40)

wobei E{ gemasB (6.23) berechnet wird.
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=

s(61) 5(6;) s

Abb. 6.8: Angenommenes Verfestigungsverhalten k = 13(3;0) der thermo-elastisch--
plastischen Stabe; E(0;) = E(0,), v(6;) = v(62), 0,(61) = 0,(02).

Abbildung 6.9 zeigt die fiir verschiedene 7-Werte ermittelten Kraft-Verlangerungs-Diagramme.
Es wird deutlich, dal analog zu den Untersuchungen zum Einflul geometrischer Imperfek-
tionen, die Kurvenverlaufe sich einer Grenzkurve annahern, die in diesem Fall fiir n = 107°
gegeben ist. Das Verformungsverhalten dieser Stabe ist auch durch lokale Entlastungen und
einer anschliefenden Verformungslokalisierung an der Stelle z = 0 gekennzeichnet. Fiir kleinere

Imperfektionen springen auch hier die Losungen auf die fundamentale Lésung {iber”.

"Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafl beim ﬁbergang von der Losung fiir # = 10~° zur fundamentalen
Losung folgender numerisch bedingte Effekt beobachtet wurde: Die Kraft- Verlangerungs-Kurven fiir 7 = 1076,
7 =10"7 und 7 = 10~ lagen zwar auf der Kurve der fundamentalen Lésung, jedoch wurden nach Erreichen der
Maximallast im nachfolgenden Inkrement (innerhalb des FE-Laufs) an einigen Integrationspunkten einmalig
Entlastungen ermittelt, Die Ursache hierfur ist ein durch den Riks-Algorithmus hervorgerufener fjberschwinger
der Reaktionskraft. Bei der FE-Rechnung fiir = 1072 trat dieses Phanomen nicht mehr auf. Aufgrund dessen
wurde konsequenterweise erst diese Kurve in Abb. 6.9 aufgetragen. Das gleiche Verhalten zeigte sich auch bei

den geometrischen Imperfektionen, jedoch in weniger stark ausgepragter Form (vgl. Abb. 6.3).
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Abb. 6.9: EinfluB von 7 auf das Verformungsverhalien des mit einem inhomogenen

Temperaturfeld beaufschlagten Zugstabs (Stab 2).

6.3.6 Schlufifolgerungen

Die Rechnungen ergében, daf} fir hinreichend grofie Imperfektionen das Verzweigungsverhalten
elastisch-plastischer Stdbe mit Hilfe des verwendeten FE-Codes auf der Basis des in Kap. 4.2
erlauterten Materialmodells und unter Berticksichtigung geometrischer Nichtlinearitdten appro-
ximjert werden kann. Fiir gegen Null strebende geometrische oder thermische Imperfektionen
findet unterhalb eines unteren Grenzwertes von & bzw. 1 ein Sprung der ermittelten Kraft-
Verlangerungs-Kurven auf die Kraft-Verlangerungs-Kurve der fundamentalen Lésung statt.

Lokale geometrische Imperfektionen wirken sich wie globale Imperfektionen kleinerer Amplitude
aus, sofern die Lage des Wellentals der lokalen und der globalen Imperfektion iibereinstimmt.
Weicht der Ort der lokalen Imperfektion vom Wellental des Bifurkationsmodus ab, so wird beim
Zugstab je nach Lage und Amplitude der lokalen Imperfektion ein dhnliches Verformungsver-
halten (in Sinne der ermittelten Kraft-Verlangerungs-Kurven) wie beim Bifurkationsmodus 1
oder 2 angeregt. Weiterhin konnte gezeigt werden, daf} thermische Imperfektionen bei tempe-

raturabhdngigem Werkstoffverhalten eine dhnliche Wirkung zeigen wie geometrische.

Somit scheint es prinzipiell durch Variation der Lage von lokalen Imperfektionen hinreichend
grofler Amplitude moglich zu sein, das Verzweigungsverhalten unbekannter Strukturen zu un-
tersuchen. Umgekehrt stellt sich die Frage, wie sich bei einer zu untersuchenden Struktur eine
gegebene lokale Imperfektion auf das Verformungsverhalten auswirkt und ob diese zu einer
Verzweigung des Anfangs-Randwertproblems fiihren kann. Beiden Fragestellungen wird nun in

den folgenden Untersuchungen nachgegangen.
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Kapitel 7

Kugel unter Innendruck

7.1 Einfiihrung in das Kapitel

Wie bereits in Kapitel 1 erldutert wurde’, werden bei dem zu untersuchenden Reaktordruck-
behalter solche Imperfektionen vorgegeben, die sich im unteren, kugelférmigen Bereich des
Behalters befinden. Da fiir die zu untersuchende Reaktorgeometrie keine Stabilitats- und Ver-
zweigungsanalysen bekannt sind, bietet sich zun&chst ein Vergleich mit den aus der Literatur

bekannten Ergebnissen fiir eine Kugelschale an.

In diesem Kapitel soll nun demonstriert werden, wie sich bei den Finite Elemente Simulatio-
nen globale und lokale axialsymmetrische Imperfektionen auf das Verformungsverhalten einer
Kugelschale auswirken. Dazu wurde eine diinnwandige Kugelschale mit denselben Abmessun-
gen generiert, wie sie die Bodenkalotte des in Kap. 8 zu untersuchenden Reaktordruckbehalters
aufweist. Samtlichen FE-Rechnungen wurde ein axialsymmetrisches Verhalten der Kugel urter-
stellt. Es wurde dasselbe (temperaturabhéngige) Verfestigungsverhalten wie im vorigen Kapitel

angenommen (s. Kap. 6.3.1 und 6.3.5).

NEEDLEMAN gibt in [48] fiir eine inkompressible, elastisch-plastische Kugelschale konstanter

Temperatur, deren Scherdehnung vernachlassigbar ist, die Instabilitdtsbedingung

ta

/_——————2 B30, 0 ' (7.1)

pd

an, wobei r; und 7, der Innen- bzw. Auflenradius der Kugel in der Referenzkonfiguration sind.
Weiterhin sind o = &(r) die vom Ort abhéngige FlieBspannung nach v. Mises und E; = Ey(o) =
E’t(r) der von der Spannung und somit ebenfalls vom Ort abhéngige Tangentenmodul. Fiir eine
diinnwandige Kugelschale, die mit einem homogenen Temperaturfeld beaufschlagt ist, ergibt

sich daraus

o= gEt (7.2)

(s. auch [34, S. 257]).

MiLES [44] und NEEDLEMAN [48] zeigten, dafl der Verlust der Eindeutigkeit inkompressibler,
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starrplastischer bzw. elastisch-plastischer axialsymmetrischer Kugelschalen eintritt, sobald

TE —o 4
/ =0 (7.3)

Ti

erfiillt wird. NEEDLEMAN wahlte zur Auswertung des Bifurkationsfunktionals (5.65) hierbei
Legendre-Polynome k-ter Ordnung als Ansatzfunktionen fiir die Eigenformen, wobei der nied-
rigste Bifurkationsmodus durch k = 1 gegeben ist. Die Ansatzfunktionen fiir die Komponenten
des Geschwindigkeitsfelds in radialer und meridionaler Richtung w,, u,, werden fiir £ = 1 und

¢ = [0, 7] zu

U = u,. (r)cos(p) (7.4)

4y = u,(r)rsin(p) . (7.5)
Fiir die diinnwandige Kugel reduziert sich (7.3) auf
g = Et I} (7.6)

womit sofort deutlich wird, daf bei der Kugel unter Innendruck die Eindeutigkeit unter der
Annahme eines linear oder degressiv verfestigenden Werkstoffs (£, > 0) erst nach Erreichen

des maximal ertragbaren Innendrucks verloren geht.

Der Vergleich mit den Ergebnissen aus dem vorigen Kapitel zeigt, dafl die Verzweigungsbe-
dingung der diinnwandigen Kugel mit der Instabilitdtsbedingung des Zugstabs (6.18) zusam-
menfallt. Daraus folgt, dafl die Kugel bei einem niedrigeren Spannungsniveau o instabil wird

als der Zugstab.

7.2 FE-Rechnungen

7.2.1 Diskretisierung

Den FE-Rechnungen wurde eine Kugel mitﬂ einem Innenradius r;o = 2560 mm und einem
Auflenradius r, 9 = 2708 mm zugrunde gelegt, woraus sich eine Wandstarke von wp = 148 mm
ergibt. Die Rechnungen wurden fiir die zwei in Abbildung 7.1 dargestellten FE-Netze durch-
gefiihrt. Das Finite-Elemente Netz der Kugel 1 besteht aus 320 8-knotigen axialsymmetrischen

Elementen, wobei die Elemente in meridionaler Richtung dquidistant sind. Die Wand wird
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durch 4 dquidistante Elemente gebildet. Mit Hilfe dieser Diskretisierung wurde der Einfluf} geo-
metrischer Imperfektionen untersucht. Die Kugel 2 besteht aus 432 8-knotigen Elementen und
weist dieselbe Diskretisierung wie die Bodenkalotte des in den beiden darauffolgenden Kapiteln
vorgestellten Reaktordruckbehalters auf. In radialer Richtung befinden sich 6 Elemente, wo-
bei das innerste Element ca. halb so breit ist wie das duflerste. In meridionaler Richtun;g sind
die Elemente aquidistant angeordnet. Mit Hilfe .dieses Netzes wurde der Einflufl thermischer

Imperfektionen untersucht.

Abb. 7.1: Die den FE-Rechnungen zur Ermittlung der fundamentalen Losung der Kugel

zugrunde gelegten Finite-Elemente Netze und Randbedingungen, r;,=2560

mm, we=148mm.
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7.2.2 Globale Imperfektionen

In Analogie zum vorigen Kapitel wurden die Koordinaten der auf der Innenseite der Kugel 1

liegenden Knoten gemaf

M€y k) = rio+ & wocos(ko+) mit o =][0,7] (A

berechnet, wobei k die Anzahl der Halbwellen mit der Amplitude ¢, = |Ar,..|/wo und 9 die
Phasenverschiebung der Welle ist. Die Phasenverschiebungist null fir & = 1, 3, ...; fir k = 2,4, ..
wurde sie so gewahlt, daB sich immer ein Wellenfal im Aquator der Kugel (¢ = 7/2) befindet.
Die Kugel weist somit fiir ¥ = 1 an der Stelle ¢ = 0, die kiinftig als unterer Pol bezeichnet wird,
eine um |Ar,,,,| kleinere Wandstirke und an der Stelle ¢ = 7 (oberer Pol) eine um |Ar,,..]
groflere Wandstarke auf. Auf eine Streckung in meridionaler Richtung wurde aufgrund der am

Zugstab gewonnenen Erkenntnisse (s. S. 53) verzichtet.

Fir £ = 1 wurde, unter Verwendung der Materialparameter E,/EF = 0.005, F;/o, = 2 und
v = 0.3, fiir einen vorgeschlagenen Innendruck p mit Hilfe des Pfadverfolgungsalgorithmus das

Verformungsverhalten der Kugel fiir unterschiedliche Amplituden {,w, berechnet.

Die Ergebnisse der FE-Rechnungen sind in Abbildung 7.2 dargestellt, in der der normierte
Innendruck iiber der relativen Innenvolumenadnderung der Kugel aufgetragen ist. Die Grofle
p’ .. ist der maximal ertragbare Innendruck der perfekten Kugel (fundamentale Lésung) und
Vo ist das Innenvolumen der Kugel in der Ausgangskonfiguration. Das aktuelle Innenvolumen

V, das zur Berechnung von AV = V — V; benétigt wird, wurde aus den Knotenverschiebungen

berechnet.

Es zeigen sich ahnliche Ergebnisse wie beim Zugstab. Mit abnehmender Imperfektionsgrofe

nahern sich die Kurven einer Grenzkurve an, die im Fall der Kugel in etwa durch den Verlauf

fiir §{, = 5-107° gegeben ist. Kleinere Imperfektionen fithren zu einem deckungsgleichen Ver-

lauf mit der fundamentalen Losung. Diese sehr kleinen Amplituden werden vom FE-Code aus

numerischen Griinden nicht mehr erfafit (vgl. Kap. 6.3.3). Nach Erreichen des Maximaldrucks

DPrmaz wérden fiir Werte £, > 5-107%, ab einem kritischen Innenvolumen Vg elastische Entlastun-
gen ermittelt. Die Entlastung beginnt an der Auflenseite des oberen Pols der Kugel (s. auch

TVERGAARD [76]).

Mit zunehmender Amplitude nimmt der Abstand zwischen dem Punkt der Maximallast und
dem Punkt der beginnenden Entlastung deutlich ab, wie aus der Abbildung 7.3 zu entneh-

men ist. Es wird deutlich, dafl der maximal ertragbare Innendruck p,.., und das zugehorige
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Abb. 7.2: EinfluB der Amplitude {,w, auf das Verformungsverhalten der Kugel 1;

k=1,wy=148mm.

Innenvolumen V,,,,, erst fiir Amplituden £, > 1072 erkennbar beeinflut werden, wahrend eine

relativ stark ausgepr'aigte Abhédngigkeit zwischen dem Innendruck pg, bei dem zum erstenmal

Entlastungen ermittelt werden bzw. dem zugehorigen Innenvolumen Vi und der Amplitude

erkennbar wird. Diese Imperfektionen wirken sich somit relativ stark auf das nachkritische

Verformungsverhalten der Kugel aus.

1.ooo$——x—x—x—x—x——x—x-g\gx 1.257
1.00-
09757 % Prmas/Phas X AVi/Ve
] . 0.75-
0.9504 a3 pE/p:rfnaa: X AVmaw/% '
0.50
0.925- o_gsx—H_X—H——X—"X’"X\XX
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& &

Abb. 7.3:

EinfluB der Amplitude £ ,w, der ersten Eigenform auf den maximal ertrag-
baren Innendruck p,... und auf den Innendruck pg, fur den zum erstenmal
Entlastungen ermittelt werden (links). Rechts sind die zu p,,., und pg gehori-

gen Innenvolumina aufgetragen.

Abbildung 7.4 verdeutlicht die Verformungslokalisierung der Kugel. Im Gegensatz zum Zug-

stab, bei dem sich nach Erreichen der Maximallast die plastische Zone mit Zunahme der To-
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taldehnung rasch verkleinert (s. Abb. 6.4), zeigt die Kugel bei diesen Modus-1-Imperfektionen
diese Tendenz nicht. Nach Erreichen des maximal ertragbaren Innendrucks py,., wird die Kugel
weiterhin in jedem Punkt kontinuierlich plastisch verformt, bis ab pr Entlastungen ermittelt
werden. Bei weiterer Zunahme des Inneﬁvolumens verkleinert sich die plastisch belastete Zone,
die aus dem Zugversuch bekannte Einschniirung zeigt sich jedoch nicht. Dieser Sachv.erha,lt ist

indirekt auch an den schwach abfallenden p — AV-Kurven erkennbar.

1,60 —- 11 = 2.260 1,60+ —- 11 =1.788
\\ ........ I = 2.020 A II =1.569
N —-- I =1.650 \ —-- I =1.252
12007 N — Mg = 1212 1207 N — Iy = 0.927
1 T oom = 00770 A --- 11 = 0.738
w  0.801 "= < o Tl gy = 0.313 @ 0.80+ =~ _ '%W\ o T, = 0.316
\w
0,40 -
0.0C M T ¥ T v 1 M 1 M 1 O-OO T 1 | L 1 T 1 1 1 h)
b0 .20 40 .60 .BO 1.00 .00 .20 .40 .60 .80 1.00
o/ o/m
Abb. 7.4: Plastische Bogenlange s entlang der Kugelinnenseite fiir verschiedene relative

Innenvolumenanderungen AV/Vy =: II; k = 1 und £, = 5-107° (links),
&, = 1072 (rechts).

Wéihrend sich beispielsweise bei einer Kugel mit der maximalen plastischen Bogenlange s =~ 1.6
die plastisch belastete Zone vom unteren Pol bis ¢ /7 & 0.45 hin erstreckt, so erfahrt der Zugstab

bei s ~ 1.6 nur noch in unmittelbarer Umgebung der Symmetrieebene plastische Deformationen

(vgl. Abb. 6.4).

Fiir den Bifurkationsmodus 1 zeigt sich fiir £, = 5- 107° eine gute Ubereinstimmung zwischen
den kritischen Werten &,,/E,, 6g/F; und den analytischen Losungen (7.2) und (7.6), wobei

& als der Mittelwert der Vergleichsspannungen am Innenradius und am Auflenradius definiert

wird, d-h. & = (o(r;) + o(r.))/2. Aus
c=FEs+o,

folgt mit (6.23) und den hier zugrunde gelegten Materialparametern

o 200 _

1
- (7.8)
E, 199 ' 2

I
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Die im unteren Pol fiir p,.., und pp aus den Mittelwerten der plastischen Bogenlingen § =
(s(;)+5(74))/2 mit Hilfe von (7.8) berechneten kritischen Verhéltnisse ergeben sich zu 6,,/ B, =
0.6769 und &5/ E, = 1.0568. Diese Werte sind jedoch etwas zu hoch, da aufgrund von » = 0.3
die kritischen Werte nach oben verschoben werden (s. auch Abb. 7.8), wie bereits beim Zugstab
auf Seite 54 erldutert wurde. Der Vergleich mit den fiir £, = 1072 ermittelten Verteilungen der
plastischen Bogenldngen zeigt ebenfalls, dafi die. Kugel instabil wird bzw. entlastet, wenn im

unteren Pol in etwa die kritischen Werte &,, = 2/3E, bzw. 65 = E, erreicht werden.

Im néchsten Schritt wurde der EinfluB der Anzahl der Halbwellen k auf das Verformungs-
verhalten der Kugel untersucht. Abbildung 7.5 verdeutlicht am Beispiel ¢, = 1072, daf die
p — AV-Kurven fiir ¥ = 2 und & = 4 im dargestellten Bereich auf der fundamentalen Losung
liegen, wahrend fir & = 1 und k¥ = 3 bereits fiir AV/V, < 1 Entlastungen ermittelt werden

konnen.

\'\
§ —- k=
M—Q-E 0.60" —. k — 3
~ k=
a 0404 __

0.204 X Maximum
X Beginn der Entlastung

0.00 ——
.00 .50 1.00 1.50  2.00

AV/Y,

Abb. 7.5: EinfluB der Anzahl der Halbwellen % auf das Verformungsverhalten der Kugel;
¢, = 1072,

Fiir die Eigenmoden mit einer ungeraden Anzahl von Halbwellen nimmt entsprechend der beim
Zugstab ermittelten Ergebnissen die Wirkung der Imperfektionen mit zunehmeﬁdei Anzahl
der Halbwellen ab. Dies auflert sich durch eine Verschiebung des Punktes der beginnenden
Entlastung hin zu groferen Innenvolumina. Bei den um ¢ = 7/2 symmetrischen Imperfektionen
wurde fiir k = 2 bei AV/Vy = 4.674 der Beginn der Entlastung festgestellt. Fiir k¥ = 4 konnten
selbst bei einer relativen Innenvolumenanderung von AV/Vy = 5.5 noch keine Entlastungen

ermittelt werden. Fiir beide Imperfektionen wurde jedoch ein niedrigerer maximal ertragbarer

Innendruck als fiir & = 1 ermittelt.
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Den Vergleich zwischen den Verteilungen der plastischen Bogenldngen fiir £ = 1 und k = 2 zeigt
Abbildung 7.6. Die mit der um den Aquator symmetrischen Imperfektion versehenen Kugel
entlastet erst bei relativ hohen Vergleichsdehnungen, wobei sich nach Beginn der Entlastung
die plastisch belastete Zone bei weiterer Zunahme des Innenvolumens rasch verkleinert. Dies
fiihrt zu einem, wie bereits vom Zugstab bekannten Steilabfall im Last-Weg-Diagr;&mm, auf
dessen Auftragung in diesem Zusammenhang jedoch verzichtet wurde. Bei AV/V, = 5.104

werden beispielsweise nur in unmittelbarer Umgebung des Aquators plastische Belastungen

ermittelt.
1.60{~ —- I1=1.788 1.601 ' —- T =5.104
| \\ ........ g = 1.569 | /#.,\ ........ I =5.032
\ -+ I =1.252 2 — Iy = 4.674
1,209\ — I = 0.927 1.20- N\ B
1N\ - T =10.738
® 0.807~._ N = Mpe=0316 “© 080 . _._._
N, b T T T T I = 2.043
0,40 oL II = 0.780
e I,..0 = 0.318
O OO T T T T T T T T T 1 O OO 1 T T T 1 T T L] ) 1
00 .20 .40 .60 .80 1.00 00 .20 .40 .60 .80 1.00
o/m @/m

Abb. 7.6: Plastische Bogenlange entlang der Innenseite der Kugel fiir k¢ = 1 (links) und
k=2 (rechts); Il := AV/Vq; €, = 1072

In einer weiteren FE-Rechnung wurde eine nichtphasenverschobene Vollwelle (d.h.k = 2,4 = 0)
vorgegeben.. Dies bedeutet, dafl die Wandstdrke im oberen und im unteren Pol um {,w, =
1.48mm verringert und im Aquator um denselben Betrag erhéht wurde. Es ergab sich fiir diese
Kontur ein um 0.335% hoherer Versagensdruck als bei der perfekten Kugel. Fiir diese Kontur
wurden ab einer maximalen plastischen Vergleichsdehnung von s & 1.7 bei AV/V, ~ 4.7 vom
Aquator ausgehende Entlastungen ermittelt. Eine analoge Rechnung ergab beim Zugstab einen

nahezu deckungsgleichen Verlauf mit der in Abb. 6.5 fiir ¥ = 2 dargestellten Kurve. Der Stab

schniirte an beiden Enden ein.

7.2.3 Lokale geometrische Imperfektionen

Analog zu den am Zugstab durchgefiihrten Untersuchungen (s. Kap. 6.3.4), wurden die Ko-

ordinaten der auf der Innenseite der Kugel liegenden Knoten mit Hilfe der um die Linie 7, ¢,
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symmetrischen Funktion

r =% @, 00) = o + Guwoezp [*4052 (¢ - 900)2] ymit ¢ = [0, ] (7.9)

neu berechnet. Die axialsymmetrische Imperfektion befindet sich fiir ¢p = 0 im unteren Pol
und fiir ¢o = 7/2 am Aquator der Kugel. Die Ergebnisse der fiir § = |Arpnaz|/wo = 0.05 und
a = 2.5 fiir verschiedene ¢y = [0, 7/2] durchgefiihrten FE-Rechnungen sind in Abbildung 7.7

dargestellt.
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Abb. 7.7: Abhangigkeit der Driicke p,... und pg und der zugehorigen Innenvolumina
von der Lage der Kerbe (¢, = 0.05,a = 2.5).

Es zeigt sich eine schwache, aber eindeutige Abhangigkeit des maximal ertragbaren Innendrucks
von der Lage der Imperfektion. Wahrend der Maximaldruck fiir zunehmendes ¢, kontinuierlich
abnimmt, zeigt sich flir pp ein anderes Verhalten. Es ist ersichtlich, dafl pg zunachst ansteigt,
fiir Imperfektionen mit ¢¢ =~ 0.2 7 maximal ist, danach kontinuierlich abnimmt und an der

Stelle o = 7/2 auf den Minimalwert springt. Dieser niedrige Innendruck geht mit einer grofien
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Tnnenvolumenzunahme einher. Der schwache Abfall der p— AV-Kurven deutet an, daf sich nach
dem Beginn der Entlastung die plastisch belastete Zone in meridionaler Richtung iiber weite
Bereiche hin erstreckt, wobei die ;naxima,len plastischen Vergleichsdehnungen (und somit auch
die maximalen Vergleichsspannungen) am Ort des Wellentals der Imperfektion () ermittelt
werden. Lediglich bei der sich im Aquator befindlichen Imperfektion ergab sich, nac.hdem die

Kugel bei AV/Vy = 2.34 zum erstenmal entlastete, eine sich rasch! entwickelnde Einschniirung.

Fiir eine im unferen Pol vorgegebene lokale Imperfektion mit der Amplitude &wy wird somit das
Verhalten einer Kugel approximiert, die mit einer globalen Imperfektion kleinerer Amplitude
beaufschlagt ist. Auf eine grafische Darstellung dieses Sachverhalts wird verzichtet, dé prinzipiell
kein anderes Verhalten als beim Zugstab auftritt (vgl. S. 571).

Diese Ergebnisse stehen in Einklang mit den Resultaten von TVERGAARD [76], der mit Hilfe
von Finite-Elemente Rechnungen unter anderem den Einfluf} lokaler, axialsymmetrischer Im-
perfektionen am Pol und am Aquator auf das Verformungsverhalten der Kugel untersuchte.
Eine Variation von ¢, wurde jedoch nicht durchgefiihrt. Weiterhin tiberlagerte er eine lokale
Imperfektion am Aquator dem Bifurkationsmodus 1 (k = 1). Es zeigte sich, dafl die zusatzlich
am Aquator eingebrachte lokale Imperfektion keinen wesentlichen Einfluf} auf das Verformungs-
verhalten der Kugel hatte. Daraus folgerte er, dafl der Modus 1, der zu einer Verformungslokali-
sierung im Pol fiihrt, der bevorzugte Versagensmodus ist. Er fiigte jedoch mit dem Hinweis auf
experimentelle Arbeiten an diinnen Platten hinzu, daf§ sich vom Pol ausgehend ein Scherband

in meridionaler Richtung ausbilden kénnte.

Fiir die mogliche Ausbildung eines Scherbandes, das sich bei einer punktférmigen Imperfektion
entlang dem Rand eines durch diesen Punkt laufenden GroBkreises? ausbreitet, sprechen auch
experimentelle Arbeiten von MARIN ET AL. [43] aus dem Jahre 1948. Dort wurden fiir Tem-
peraturen zwischen —25 und +80 Fahrenheit (ca. —31 bis +27°C) Berstversuche an 6lgefiillten
Hohlkugeln durchgefiihrt. Die Kugeln wurden aus zwei miteinander verschweifiten und anschlie-
fend geglithten, halbkugelfsrmigen Stahlblechen (ASTM-Spezifikation A-285-46 Grade C) her-
gestellf. Bei dem bei 27°C durchgefiithrten Berstversuch riff der Behalter, ausgehend von dem:
der éleintritts6ffnung diametral liegenden Punkt, entlang des Randes eines Grofikreises und

somit in Richtung der éleintrittsﬁffnung auf. Die Schweifinaht lag senkrecht dazu.

Tm Sinne einer weiteren Volumenzunahme.

2Zitat aus [5, S.200]: ,,Unter einem Grofikreis mit dem Radius R versteht man einen ebenen Kugelschnitt,

dessen Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt geht.”
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7.2.4 Lokale thermische Imperfektionen

Bevor der Einflufl von lokalen thermischen Imperfektionen aufgezeigt wird, soll das Verhalten
einer Kugel, die ein lediglich von Radius abhdngiges Temperaturfeld aufweist, demonstriert
werden. Dazu wurde allen auf der Innenseite der Kugel liegenden Knoten die Temperatur 6,
aufgepragt. Die Knoten auf der Auflenseite wurden auf der Anfangstemperatur 6; gehalten.
Bei Vorgabe einer temperaturunabhingigen Warmediffusivitat stellt sich fiir diese Geometrie
bei der instationdren Warmeausbreitungsrechnung nach hinreichend langer Zeit (statiqnérer

Zustand) eine nahezu lineare Temperaturverteilung in radialer Richtung ein.

Fiir diese Temperaturverteilung sowie fiir ein homogenes Temperaturfeld § = (0, +0,)/2 wurde
mit den temperaturunabhingigen Materialparametern E,o,, v (s. Kap. 6.3.5) und den tempe-

raturabhangigen Materialparametern

E\(6,)/E = 0.005, E,(0,)/0, =2,v=10.3 (7.10)
E,(6:1)/ E(6;) = 4/3= n=10.335 (7.11)

das Verhalten der Kugel berechnet, wobei 7 gemaf (6.39) definiert wird. Thermoelastische Ef-

fekte blieben auch hier unberiicksichtigt. Aufgrund der besonderen Wahl der Materialparameter
und der Temperaturverteilung fallen beim maximal ertragbaren Innendruck p,.. die in Abbil-
dung 7.8 dargestellten Dehnungsverteilungen zusammen, wahrend die Spannungsverteilung bei
dem inhomogenen Temperaturfeld aufgrund des nach auflen hin zunehmenden Tangentenmo-
duls ebenfalls nach auflen hin ansteigt. Die GrofBe o,,,(8) ist die fiir

Et(é) _ Ey(6,) 42' E(9,) _ ‘87‘Et(01) | (7.12)

mit Hilfe von Gleichung (7.2) ermittelte Vergleichsspannung beim Druckmaximum.

Es ist deutlich der integrale Charakter der Instab{litétsbedingung (s. Gl. (7.1)) zu erkennen.
Die horizontalen Linien in Abb. 7.8 sind die gema8 der Instabilitadtsbedingung fiir die diinnwan-
dige Kugel (7.2) ermittelte Spannung und die zugehdrige plastische Bogenldnge beim maximal
ertra,gbareh Innendruck. Die Differenz zwischen den mit den Materialparametern (7.10) und
(7.11) ermittelten Kurven und dem theoretischen Wert resultiert aus der zur Herleitung von
(7.2) unterstellten Inkompresslibilitéit des Materials. Eine Rechnung auf der Basis v = 0.499

zeigt, dafl diese Gleichung eine gute Naherung fiir die hier untersuchte Kugelschale ist.

Zur Untersuchung des Einflusses lokaler thermischer Imperfektionen wurde allen auf der Innen-

seite der Kugel im Bereich ¢y & 3.75° liegenden Knoten die Temperatur 8, aufgepragt. Allen
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Abb. 7.8: Die Spannungsverlaufe (links) und die Verteilung der plastischen Bogenlange
in der Wand der geometrisch perfekten Kugel bei p,,., fiir ein homogenes
Temperaturfeld @ (——) und ein nur vom Radius abhangiges Temperaturfeld

(—) fiir v = 0.3 sowie fiir § mit v = 0.499 (- -).

anderen auf der Auflen- und Innenseite liegenden Knoten wurde die Anfangstemperatur 6, vor-
gegeben. In Abbildung 7.9 ist exemplarisch fiir 5 = 15° das der anschlieflend durchgefiihrten

Spannungsanalyse vorgegebene Temperaturfeld skizziert.

T

00 .25 50 .75 1.00

(r = ri0)/wo

Abb. 7.9: Die dem Spannungslauf fir ¢y = 15° zugrunde gelegte Temperaturvertei-
lung. Im linken Bild sind die Isolinien 8, — 0.2nAf, mit n = 1, 2, 3,4, einge-
zeichnet. Das rechte Bild zeigt die Temperaturverteilung in radialer Richtung

an der Stelle ¢ = ¢,.

Die Ergebnisse der fiir die verschiedenen Lagen der WarmeeinfluBzone durchgefiihrten Rech-

nungen zeigt Abbildung 7.10. Fiir die kritischen Driicke p,nq, und pg zeigt sich ein dhnlicher
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Verlauf wie bei den im vorigen Abschnitt gezeigten geometrischen Imperfektionen (s. auch Abb.
7.7). Wahrend der Maximaldruck mit grofier werdender Ringfliche abnimmt, steigt pp zunachst
an, um ab @q = 35° = 0.27 wieder abzufallen. Wie im vorigen Abschnitt sind bei ¢y = 90° erst
fiir ein relativ grofles Innenvolumen Vg und somit bei einem relativ niedrigen Innendruck pg

Entlastungen festzustellen. Diese Imperfektion nahert das fiir £ = 2 ermittelte Verhalten an.

1.00- /—x\%%i\ 1.00- K_R‘\*A\
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Abb. 7.10: Verformungsverhalten der Kugel (oben) sowie die kritischen Driicke p,,,, und

pe (unten) in Abhangigkeit von der Lage des Zentrums der Temperaturim-

perfektion o; n = 0.335.

Fir ¢ = 90° fallt nach Erreichen von pg dieb— AV-Kurve steil ab, wahrend beispielsweise die
Kurve flir ¢y = 35° nach Erreichen von pg relativ flach verlauft und ab einem kritischen Innen-
volumen steil abféllt. Der Steilabfall der p — AV-Kurven ist dadurch gekennzeichnet, daf} es im
Gegensatz zu dem fiir den Bifurkationsmodus 1 ermittelten Verhalten zu einer Verformungslo-
kalisierung in unmittelbarer Ulmgebung der Imperfektion kommt. Dies wird im folgenden fiir

die Imperfektion mit @o = 10°, ¢y = 35°, ¢g = 75° und ¢, = 90° demonstriert.
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Abb. 7.11: Plastische Bogenlange s entlang der Kugelinnenseite fiir oo = 10°, 9 = 35°,

©o = 75° und ¢y = 90° fiir verschiedene relative Innenvolumenanderungen

AV/Vy =:TI; n = 0.335.

Die jeweils unterste Linie (- ) in Abbildung 7.11 zeigt die Verteilungen der plastischen Bo-
genldnge auf der Kugelinnenseite beim maximal ertragbaren Innendfuck Pmazy die durchge-
zogene Linie die Verteilung bei pg. Aus den Bildern wird deutlich, dafl die Verteilungen fiir
@o < 90° einen ahnlichen Verlauf wie beim Bifurkationsmodus 1 aufweisen, wobei zusatzlich
am Ort der Imperfektion ein ,,peak® erkennbar ist. Nach Erreichen von pg verformen sich grofle
Bereich.e der Kugel weiterhin plastisch. Bei jenem Innendruck, ab dem die p — AV-Kurven steil
abfallen, werden plastische Belastungen nur noch in unmittelbarer Umgebung der Imperfek-
tion ermittelt, wie am Beispiel o = 35° gut zu erkennen ist. Die fiir ¢y = 75° aufgetragene
Verteilung der plastischen Vergleichsdehnung macht deutlich, daf diese Imperfektion die Kugel
lediglich zu einer dem Bifurkationsmodus 1 dhnlichen Verformung anregt. Dieses Verhalten geht

mit der Abnahme des kritischen Innendrucks pg fiir 35° < g < 90° (s. Abb. 7.10) einher.
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Fiir die um den Aquator symmetrische Imperfektion wird analog zu den fiir k = 2 durchgefiihr-
ten FE-Rechnungen (vgl. Abb. 7.6) erst bei deutlich hoheren plastischen Vergleichsdehnungen
der Beginn der Entlastung ermittelt. Nach Erreichen von pg bzw. AVg/V, lokalisieren sich die
plastischen Verformungen im Aquator der Kugel. Dabei wird die Kugel ausschlieflich in un-
mittelbarer Umgebung der Imperfektion weiter plastisch belastet, wodurch der Steilabfall im

p — AV-Diagramm hervorgerufen wird.

Ein anderes Verhalten zeigt sich bei einem Wert n = 100. Die fiir verschiedene g ermittelten

p — AV-Kurven sind in Abbildung 7.12 dargestellt.
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Abb. 7.12: Verformungsverhalten der Kugel (oben) und die kritischen Innendriicke und

Innenvolumina (unten) fiir verschiedene ¢,; n = 100 .

Zwar nimmt auch bei diesen Imperfektionen der maximal ertragbare Innendruck mit zuneh-
mendem Winkel 0° < ¢, < 90° ab, pg ist fiir die im Aquator eingebrachte Imperfektion jedoch

deutlich hoher als fiir jene im Pol; somit ist die Differenz Vg — V,,,, fiir 7 = 100 am Pol am
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grofiten. Weiterhin 1aBt sich aus der p — AV-Kurve fiir ¢y = 0° entnehmen, daf8 nach Errei-
chen von pg, bei weiterer Zunahme des Innenvolumens, grofie Bereiche der Kugel kontinuierlich
plastische Verformungen erfahren. Nachdem die Kugel ca. das 2.4-fache des Ausgangsvolumens
(AV/Vy = 1.4) erreicht hat, fallt die p — AV-Kurve steil ab und die plastisch belastete Zone

reduziert sich auf die unmittelbare Umgebung des Pols.

Fir die bei ¢y = 25° vorgegebene Imperfektion wird pg maximal, fiir o = 30° wird auf der

Abszisse des p — AV-Diagramms der geringste Abstand zwischen py,., und pg festgestellt.

7.3 Schlufifolgerungen

Die FE-Rechnungen fiir die axialsymmetrische Kugel bestatigen die aus der Literatur bekannte
Aussage, daf} fiir die unterstellten Eigenformen (7.7) der niedrigste Bifurkationsmodus durch
k =1 gegeben ist. Nachdem im unteren Pol die Bedingung (7.6) ndherungsweise erfiillt ist, wer-
den Entlastungen auf der Auflenseite des oberen Pol ermittelt; dies fiihrt zu einer Abweichung
von der fundamentalen Losung. Bei weiterer Zunahme des Innenvolumens resultiert daraus je-
doch keine Einschniirung im unteren Pol der Kugel, sondern es werden weiterhin grofle Bereiche
der Struktur plastisch belastet. Fiir die um /2 symmetrische Eigenform (k = 2) zeigt sich,
daf die ermittelte Losung erst bei einem relativ hohen Innenvolumen von der fundamentalen
Losung verzweigt, obwohl fiir diese Imperfektion der maximal ertragbare Innendruck niedriger
als bei der Modus-1-Imperfektion (gleicher Amplitude) ist. Nach Beginn der Entlastung schniirt

sich die Kugel im Bereich des Aquators ein.

Bei Variation der Lage der lokalen Imperfektionen nimmt der maximal ertragbare Innendruck
Prmaz Mit zunehmendem Winkel ¢q fiir Winkel ¢4 = [0, 7/2] kontinuierlich ab. Diese Abhéangig-
keit des Maximaldrucks von der Lage der Imperfektion erscheint plausibel, da mit Zunahme
von ¢ der Durchmesser des mit der axialsymmetrischen Imperfektion beaufschlagten Bereichs
grofler wird.

Im nachkritischen Bereich, d.h. nach Erreichen der Stabilitatsgrenze, zeigen die axialsymmetri-
schen Imperfektionen fiir pg diese Tendenz jedoch nicht. Mit zunehmendem Winkel ¢, verrin-
gert sich zunachst bis ¢y ~ 0.27 die Differenz Vg — V,,q,. Fiir groflere g nimmt die Differenz
wieder zu, wobei je nach Amplitude der Imperfektion die Differenz Vg — V., am Aquator
grofler oder kleiner ist als am Pol der Kugel. An der Stelle ¢y = 75° fithrt beispielweise die
Imperfektion n = 0.335 zu einer typischen Modus-1-Verformung und fiir 7 = 100 zu einer
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sofortigen Einschniirung der Kugel am Ort der Imperfektion.

Dieses Verhalten 148t den Schlufl zu, daf das nachkritische Verformungsverhalten einer Kugel
auf der Basis der Axialsymmetrie nicht korrekt wiedergegeben wird. Mit Hilfe der Eigenform
1 wird sicherlich die Verzweigungslast richtig approximiert, eine sich vom Pol aus entwickelnde
Verformungslokalierung entlang eines Grofikreises, dié letztendlich zu dem von MARIN ET AL.
experimentell beobachteten Aufreifilen der Kugel fithren wiirde, kann aufgrund der unterstellten

Axialsymmetrie nicht wiedergegeben werden.
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Kapitel 8

Untersuchungen zum
Reaktordruckbehilter (Teil 1)

8.1 Der Reaktordruckbehalter

Abbildung 8.1 zeigt einen Schnitt durch einen Druckwasserreaktor, fiir den die vorgestellten

Untersuchungen durchgefithrt wurden.
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Abb. 8.1: Langsschnitt durch den Druckbehilter eines Druckwasserreaktors.
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Der Behalter besteht aus dem ferritisch-bainitischen Stahl 20 MnMoNi55. Es wurde ledig-
lich der Abschnitt unterh::ﬂb des Mantelflaschringes in die FE-Rechnungen einbezogen. Dieser
Abschnitt des Reaktordruckbehélters (RDB) besteht aus einem zylindrischen und einem ku-
gelférmigen Bereich. Der zylindrische Bereich wird aus miteinander verschweifiten Schmiederin-
gen gefertigt, der kugelformige Bereich wird durch die geschmiedete Bodenkalotte und de.m aus
mehreren Segmenten zusammengeschweifiten Bodenzonenring gebildet ([16, S. 118]). Nach dem'
Zusammenschweiflen wird der Behalter im Bereich der Schweifinihte spannungsarmgegliiht [62,

S.46] und zum Schutz gegen Korrosion miit einer austenitischen Schweifiplattierung versehen.

8.2 Axialsymmetrische Geometrie

8.2.1 Diskretisierung

Das den FE-Rechnungen zugrunde gelegte Netz zeigt Abbildung 8.2. Der Behalter wurde mit
Hilfe von 264 8-knotigen‘axialsymmetrischen Elementen mit reduzierter Integrationsordnung
diskretisiert. Der spharische Bereich des RDBs weist bis ¢ = 75° dieselbe Diskretisierung wie
die in vorigen Kapitel als Kugel 2 (s. 7.1) bezeichnete Hohlkugel auf. Der zylindrische Teil
des Behélters besitzt einen Innendurchmesser von 5000 mm und eine Wandstarke von 256
mm. Am oberen Ende wurden die Knotenverschiebungen in axialer Richtung unterbunden, der
Knoten auf der Innenseite des Behalters wurde zusatzlich in radialer Richtung festgehalten.
Der Ubergang von dem Zylinder (wo = 256mm) zu der 148mm dicken Kugelschale wird durch
einen auf der Auflenseite nach unten hin verjiingenden Ring gebildet. Der sphéarische Bereich

geht bei ¢ = 77.57° in den zylindrischen Teil iiber.

Neben dem Winkel ¢ wird die Bogenlange b eingefiihrt, die, vom Pol beginnend, auf der Innen-
seite des Druckbehalters lauft. In allen Rechnungen blieben die Schweifindhte, die Kernbehalter-

und Kernschemelabstiitzungen sowie die Schweifiplattierung unberticksichtigt.
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Abb. 8.2: Das den FE-Rechnungen zur Ermittlung der fundamentalen Losung des RDBs

zugrunde gelegte Finite-Elemente Netz und Randbedingungen.
8.2.2 Globale Imperfektionen

Fiir die hier untersuchte Behaltergeometrie sind keine Bifurkationsanalysen bekannt. Aus die-
sem Grund werden in diesem Abschnitt, in Analogie zu den vorigen Kapiteln, als globale Im-
perfektionen jene Imperfektionen bezeichnet, die sich mittels einer Kosinusfunktion beschreiben
lassen. Aufgrund der vorgegebenen Geometrie und Randbedingungen ist der Pol des perfek-

ten RDBs die hochstbeanspruchte Stelle. Wahrend sich die fundamentale Lésung des Zugstabs
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durch einen homogenen Spannungszustand und die der Kugel durch einen nur vom Radius
abhingigen Spannungszustand auszeichnen, herrscht fir den RDB bei Innendruckbelastung

ein allgemeiner inhomogener Spannungszustand vor.

Der Zugstab wurde als anfanglich homogen betrachtet, die Kugel als anfanglich kugelsym-
metrisch. Die fundamentalen Losungen dieser Strukturen wiesen ebenfalls diese hochgradigen
Symmetrien auf. Bei der verzweigten Losungen gingen aber diese Symmetrien (aufler der er-
zwungenen Axialsymmetrie) verloren. Der RDB weist nun von Anfang an aufler der unterstellten
Axiélsymmetrie keine weitere‘ Symmetrie.a,uf. Daher wird vermutet, dafl es sich bei dem hier

diskutierten Problem um kein axialsymmetrisches Bifurkationsproblem handelt.

Um dies zu tberpriifen, wurden die Koordinaten der zwischen ¢ = 0 und ¢ = 75° auf der

Innenseite des RDBs liegenden Knoten gemaf

(g ) = T+ fgzwo {1 + cos (7r %)} mit ¢ = [0,75)° (8.1)

berechnet, wobei £, wie im vorigen Kapitel durch £, = |Aw,,.0|/wo gegeben ist. Abbildung 8.3
verdeutlicht die Kontur der RDB-Wand. Ausgehend von der perfekten, sphirischen Bodenka-
lotte wird eine Kosinus-Halbwelle so iiberlagert, dafl die Wand am Pol um §,w, mm diinner als

der perfekte RDB ist und bei ¢ = 75° die Sollwandstarke wy besitat.

Abb. 8.3: Wanddickenanderung Aw/wy des spharischen Bereichs des Behalters.

Die Abbildung 8.4 zeigt die aus den FE-Rechnungen ermittelten p — AV-Kurven fiir verschie-
dene £,-Werte. Die Berechnungen wurden gemafl der in Kap. 6.3.1 erlauterten Vorgehensweise
durchgefiihrt. Es wurden auch hier die Materialparameter E/E, = 0.005, E,/o, = 2 und v = 0.3

verwendet. Nach Erreichen des maximal ertragharen Innendrucks p,,,, wird der Behalter bei
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Zunahme des Innenvolumens weiterhin plastisch verformt, bis bei pp am oberen Ende des
Behalters Entlastungen ermittelt werden. Es zeigt sich, dafl auch die fundamentale Losung des

Anfangs-Randwertproblems des RDBs elastische Entlastungen aufweist.

0] B
080 b = S,
vee £ =25-107 N,
¢ oeol T ¢, =25-10"° Y
-E —m £, =5.0-10"° Do
~ —— ¢, =1.0-10"2 i
0.40+ —— £, =25-1072
0.20- X Maximum
X Beginn der Entlastung
0.00 T 1 l T 1 I T T I
.00 .30 .60 .90
AV/V,

Abb. 8.4: Verformungsverhalten des Reaktordruckbehalters fiir verschiedene \Wand-
dickenanderung {,wo. Das Maximum sowie der Beginn der Entlastung sind

fir den perfekten RDB durch groBere Symbole gekennzeichnet.

Fir den imperfekten RDB zeigt sich, daf} sich mit abnehmender Imperfektionsgrofie die Kurven
die fundamentale Losung annahern. Eine aus den beiden vorigen Kapiteln ermittelte Grenzkurve
kann nicht festgestellt werden, wodurch die bereits geduferte Vermutung, daf es sich hierbei

um kein axialsymmetrisches Bifurkationsproblem handelt, bestatigt wird.

Beim perfekten RDB ergibt sich ein um ca. 3.2% hdherer kritischer Innendruck als bei der
perfekten Kugel. Dieser Sachverhalt geht aus Abbildung 8.5 hervor, in der neben der Ver-
gleichsspannung o und der plastischen Vergleichsdehnung im Pol des perfekten RDBs die aus
dem vofigen Kapitel bekannte Verteilung der plastischen Vergleichsdehnung in der Kugel auf- -
getragen ist. Die FE-Rechnungen wurden fiir ‘den Tangentenmodul .B, = E,(9) = 7/8 E(6,) (s.
Gln. (7.10) - (7.12)), jedoch fiir v = 0.499 durchgefiihrt. Die GréBe o,,(8) ist die aus der Instabi-
litatsbedingung (7.2) der inkompressiblen Kugel fiir B, = E,(9) ermittelte Vergleichsspannung

beim maximal ertragbaren Innendruck.
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Abb. 8.5: Vergleich der Spannungsverlaufe (links) und der Verteilung der plastischen
Bogenlange im Pol des RDBs bei p,,,, und pg mit denen der perfekten Kugel
bei pg (s. Abb. 7.8) fiir ein homogenes Temperaturfeld 8 und v = 0.499.

Fiir den nahezu inkompressiblen RDB ergeben sich an der hochstbelasteten Stelle bei den
kritischen Driicken p,... und pp folgende Verhaltnisse zwischen der iiber die Beh&lterwand

gemittelten Vergleichsspannung 6, bzw. 65 und dem Tangentenmodul:

Im _0.7373 (8.2)
E,
Op
%5 _ 0.9371 . 8.3
7 (8.3)

8.2.3 Lokale thermische Imperfektionen

Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschliefllich lokale thermische Imperfektionen betrachtet,
da kein prinzipiell anderes Verhalten des RDBs durch Vorgabe von lokalen geometrischen Im-

perfektionen zu erwarten ist, was bereits in [39] bestatigt wurde.

Wie im vorigen Kapitel wurden die Temperaturimperfektionen durch Vorgabe der Tempe-
ratur 6, im Bereich ¢q £ 3.75° erzeugt (s. Abb. 7.9). Mit den sich nach hinreichend langer
Zeit einstellenden Temperaturverteilungen wurden im Spannungslauf Tragfahigkeitsanalysen

durchgefiihrt. Die fiir n = 0.355 (s. (6.39)) fiir die verschiedenen Temperaturfelder ermittelten
p — AV-Diagramme sind in Abbildung 8.6 dargestellt.
Es zeigt sich, daf} die fiir ¢9 = 0° bis @y = 40° ermittelten Kurven unterhalb der Kurve des

perfekten RDBs liegen. Die fiir ¢ = 50° bis ¢y = 70° ermittelten Kurven liegen zunachst auch
unterhalb der Kurve des perfekten RDBs, schneiden diese jedoch bei AV/V, = 0.7. Der Grund
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Abb. 8.6: Verformungsverhalten des Reaktordruckbehalters fiir verschiedene Lagen der

WarmeeinfluBzone ¢q; 77 = 0.335.

hierfiir ist, daf$ der RDB bei dem hier unterstellten Materialverhalten (n = 0.335) fiir @y > 50°
ein prinzipiell anderes Verformungsverhalten aufweist als flir die Imperfektionen ¢y < 40°, wie

Abbildung 8.8 verdeutlicht.
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Abb. 8.7: Kritische Innendriicke p,,.., pr in Abhangigkeit von der Lagen der Warme-
einfluBzone ¢y; 7 = 0.335.

Bei den dem Pol néheren Imperfektionen (py < 40°) werden bei p,., und pr die Maximal-

werte der plastischen Bogenlange am Ort der Storungen ermittelt, die bei weiterer Zunahme
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des Innenvolumens zur Einschniirung an diesen Stellen fithren. Fiir die Imperfektionen ¢ > 50°
befinden sich die Maxima der plastischen Vergleichsdehnung im Pol des Behalters, wobei weite
Bereiche des sphérischen Bereichs plastisch belastet werden. Es wird ein ahnliches Verformungs-

verhalten wie fiir die fundamentale Losung ermittelt.

Es ergibt sich ein dhnliches Verformungsverhalten wie bei der Kugel, bei der fiir n = 0.335 und
hinreichend grofle ¢, eine dem Modus 1 dhnliche Verformung angeregt wurde (vgl. Abb. 7.11).
Es zeigt sich jedoch ein anderes Verhalten fiir die Driicke pg. Mit zunehmendem Winkel ¢,
nimmt beim RDB auch pg tendenziell leicht ab!, wihrend bei der Kugel fiir 0° < ¢ < 90° pg

zunéchst zu- und danach wieder abnimmt (vgl. Abb. 7.10).
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Abb. 8.8: Plastische Vergleichsdehnung s tiber der Bogenlange & fir die fundamentale
Losung (oben links) sowie fiir 5 = 30°, o = 50°, o = 70° mit n = 0.335.

1Da an der oberen Einspannung des Behilters die ersten Entlastungen ermittelt werden, konnte die , Streu-

ung* von pg durch die relativ grobe Diskretisierung dieses Bereichs hervorgerufen worden sein.
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Eine mdgliche Interpretation fiir das in Abb. 8.8 gezeigte Verhalten ist, dafl es sich hierbei um
konkurrierende Prozesse handelt. Aufgrund des durch die Geometrie hervorgerufenen allgemei-
nen inhomogenen Spannungszustands, der bei der ungestdrten Geometrie zu einer Maximal-
belastung im Pol fithrt, nimmt die Imperfektionssensitivitat des Behalters mit zunehmendem
Winkel ab. Somit miifite fir die wéiter vom Pol entfern.ten Imperfektionen ein hﬁhéres Span-
nungsniveau ,erzeugt werden, um die Verformungslokalisierung weg vom Pol an den Ort der
Storung zu verlagern. Dagegen spricht jedoch die Tatsache, dafl p,.., fiir zunehmendes ¢, ab-
nimmt und somit auch das nachkritische Verhalten stark beeinflult werden sollte. Es wird daher
vermutet, daf§ fiir den RDB die Lage der Imperfektion sicherlich einen Einflul auf den Versa-
gensursprung hat, das nachkritische Verformungsverhalten auf der Basis der Axialsymmetrie
jedoch nicht realistisch wiedergegeben wird.

In einer weiteren Serie von Rechnungen wurden Tragfahigkeitsanalysen fiir 7 = 100 durch-
gefithrt. Die dabei ermittelten kritischen Innendriicke p,,.» und pp sind der Abbildung 8.8 zu

entnehmen.
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Abb. 8.9: Kritische Innendriicke p,..., pg in Abhangigkeit von der Lage der Warme-

einfluBzone ¢q; n = 100.

Fiir diese Imperfektionen wurde fiir alle ¢y nach Erreichen von pg eine Verformungslokalisierung
am Ort der Imperfektion ermittelt, der durch'den Steilabfall in den p — AV-Kurven erkennbar
war. Auf eine Auftragung dieser Kurven wird verzichtet, da prinzipiell keine neuen Erkenntnisse
gewonnen wurden und im nachsten Kapitel ahnliche Untersuchungen auf der Basis der fiir den

Reaktorbaustahl ermittelten Materialparametern zu sehen sind.
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8.3 Dreidimensionale Geometrie

Der Vergleich mit den an der axialsymmetrischen RDB-Geometrie gewonnenen Erkenntnissen
mit den Ergebnissen der axialsymmetrischen Kugel lassen auch hier den Schlufl zu, dafl auf
der Grundlage einer Axialsymmetrie das nachkritische Verformungsverhalten eines imperfekten

Reaktordruckbehalters nicht richtig erfafit werden kann.

In den folgenden Untersuchungen wird anhand einer auflerhalb des Pols eingebrachten punktformi-
gen Imperfektion versucht, Hinweise auf ein mégliches nachkritisches Verformungsverhalten zu
erhalten. Dazu wird mit einer punkt{6rmigen thermischen Imperfektion, eines sogenannten ,hot

spots“, durch Variation von 1 das Verformungsverhalten des Behalters ermittelt.

8.3.1 Diskretisierung

Das den 3-D Rechnungen zugrunde gelegte FE-Netz zeigt Abbildung 8.10. Der Behélter besteht
aus 264 20-knotigen Elementen. Es wurde eine Symmetrie bezliglich der axialen Schnittebene
unterstellt. Am oberen Ende wurde fiir alle Knoten der translatorische Freiheitsgrad in axialer
Richtung unterbunden. Zusatzlich wurden noch die ém oberen Ende auf der Innenseite des

Behalters liegenden Knoten in radialer Richtung festgehalten (s. auch [39]).

8.3.2 Punktformige thermische Imperfektionen

Im Rahmen der in diesem Abschnitt vorgestellten Untersuchungen wird das Verhalten jenes
Behailters diskutiert, dessen innerhalb des Bereichs A liegenden Knoten mit der Temperatur
62 beaufschlagt wurden. Die Knoten auf der Aulenseite wurden auf der Anfangstemperatur 6,
gehalten. Das sich nach hinreichend langer Zeit einstellende Temperaturfeld wurde den daran
anschlielenden Spannungsanalysen vorgegeben (s. Kap. 6.3.1). Die FE-Rechnungen beruhen
auf temperaturunabhangigen Materialparametern E, oy, und den Tangentenmoduln E,(6,)

(7.10) und E,(6,), deren Verhéltnis durch n gemaf Gleichung (6.39) und (6.23) gegeben ist.

Die fiir verschiedene 7-Werte ermittelten kritischen Innendriicke sind in Abbildung 8.11 darge-
stellt. Die Gréofle pf ,_ ist der maximal ertragbare Innendruck des perfekten dreidimensionalen

RDB:s.

Fiir hinreichend grofie -Werte (in diesem Fall n > 0.335) werden die maximalen Verformungen

am Ort der Storung ermittelt. Fiir 7 < 0.2 ist der Pol des Reaktordruckbehélters der maximal
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Abb. 8.10: Das den 3-D Rechnungen zugrunde gélegte FE-Netz einschlieBlich der mit
0, beaufschlagten Bereiche.

beanspruchte Punkt. Diese Tatsache geht auch aus Abb. 8.11 hervor. Es ist gut erkennbar,
dafl mit zunehmender Imperfektionsgrofe p,., und pg zunachst kontinuierlich abnehmen, ab
einer kritischen Imperfektionsgrofie auf ein hoheres Niveau springen und von dort aus wieder
kontinuierlich abnehmen. Fiir jene Imperfektionen, die zu einer Verformungslokalisierung im
Pol fiihren, entlastet der Behélter ab pp axialsymmetrisch, wahrend fiir die grofleren Imper-
fektionen der Behalter an der dem hot spot gegeniiberliegenden Seite vom oberen Ende her
entlastet. Es zeigt sich, dafl hinreichend grofie auflerhalb des Pols eingebrachte Imperfektio-
nen zu einer nichtaxialsymmetrischen Verformung des Behalters filhren, was die im vorigen

Abschnitt geduflerten Vermutungen zu bestatigen scheint.
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Abb. 8.11: Kritische Innendriicke p,..., pg fur die WarmeeinfluBzone A in Abhangigkeit

von 7).
Der Sprung von pg und das damit verbundene prinzipiell verschiedenartige Verformungsver-
halten des Behilters erinnert an das in den Kapiteln 6 und 7 gezeigte Bauteilverhalten bei
Verzweigung. Es handelt sich hierbei jedoch nicht um ein echtes Verzweigungsproblem, wie dies
bei zylindrischen Behaltern unter Innendruck der Fall ist (und auch experimentell beobachtet
wird)?: Aufgrund des von Natur aus hoheren Spannungsniveaus im Pol, kann ein prinzipiell un-
terschiedliches Verformungsverhalten nur mit einer endlichen, nicht aber mit einer gegen Null
strebenden Amplitude erzeugt werden. Es ist somit bel dieser Geometrie in Verbindung mit
dieser Art von Imperfektionen eine (ortabhingige) Mindestamplitude der Storung notwendig.

Lediglich im Pol ist mit einem Verzweigungsproblem relativ zur Umfangsrichtung zu rechnen.

?Siehe hierzu die Arbeiten von CHU [12], CROSSLAND AL. [14], FAUPEL [15]), JORGENSEN [36], LARSSON ET
AL. [41], RoAcH / PRIDDY [57], ROYER ET AL. (58], TRIANTAFYLLIDIS / KwoN [70].




93

Kapitel 9

Reaktordruckbehilter (Teil 2)

9.1 Einfiihrung in das Kapitel

Im vorigen Kapitel wurde der prinzipiélle Einflufl von Imperfektionen auf das Verformungsver-
halten des RDBs auf der Basis fiktiver Materialparameter untersucht. Die in diesem Kapitel
vorgestellten Tragfahigkeitsanalysen beruhen auf den fiir den Reaktorbaustahl mit Hilfe ein-
achsiger Zugversuche identifizierten Werkstoffparametern. Es war von Interesse, wie sich un-
terschiedliche Temperaturverteilungen auf den maximal ertragbaren Innendruck und auf das
nachkritische Verformungsverhaltens des RDBs auswirken. Um die Einfliisse der die Warme-
einflufizone charakterisierenden Gréfien eindeutig bestimmen zu kénnen, wurden neben den
thermoelastischen Effekten (Warmeausdehnung, Thermospannungen) auch das Eigengewicht

des RDBs und der die Temperaturerhdhung hervorrufenden Kernschmelze vernachlassigt?®.

9.2 Bestimmung der Materialparameter

Die den FE-Rechnungen zugrunde gelegten Materialparameter zur Beschreibung der isotro-
pen Verfestigung wurden mit Hilfe einachsiger Zugversuche identifiziert. Diese Versuche wur-
den von KUHN [38] an langen Proportionalstiben (lp/2rq = 10) aus dem Reaktorbaustahl
20 MnMoNi 55 in einem Temperaturbereich von 23 °C und 900 °C duréhgeﬁihrt. Die Dehnrate
betrug in allen Versuchen ¢ = 1.67 - 10~%s~, Der vorliegenden Arbeit wurden die experimen-
tell ermittelten Zugkurven sowie die in Tabelle 9.1 angegebenen Werkstoffkenngréflen zugrunde
gelegt. Diese Werkstoffkenngroflen entsprechen bis auf die fiir § = 900° angegebene Gleich-
ma,Bdehnung A, den experimentellen Befunden. Die in der Tabelle fiir § = 900° angegebene

Gleichmafldehnung wurde angenommen, da sie aus der Zugkurve nicht eindeutig bestimmt

werden konnte (s. [38]).

!Testrechnungen (s. auch [56]) ergaben, daf} diese Vereinfachungen den kritischen Innendruck nicht wesentlich
beeinflussen. Dies gilt allerdings nur im Zusammenhang mit den hier durchgefilhrten Untersuchungen; eine

Verallgemeinerung dieser Aussage ist nicht moglich.
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Tab. 9.1: WerkstoffkenngroBen des Stahls 20 MnMoNi55; é = 1.67 - 107%s~! (aus [38]).

Temperatur R,. Ry, | E-Modul | 4 A4, Z

[°C] [MPa] | [MPa] | [MPa] | [%] | [%] | [%]
23 620 460 194000 |13.9| 9.2 | 46.2
200 570 400 205000 | 9.2 6.8 | 34.6
300 590 420 175000 | 9.4 7.2 | 305
400 545 370 165000 |14.2| 8.0 | 39.9
500 420 355 150000 |11.1| 2.6 | 55.5
600 305 | 290 | 136000 |12.,5| 1.0 | 75.0
700 150 147 130000 |34.5| 1.0 | 555
800 81 61 60000 |31.9| 17.0 | 24.9
900 57 45 16500 |30.5)(22.6) | 26.3

R, : Zugfestigkeit

Ryz : 0.2% Dehngrenze

A : Bruchdehnung

A, :  Gleichmafidehnung

Z :  Brucheinschniirung

Wie bereits erlautert (s. Kap. 6.3.1), wird in ABAQUS das Verfestigungverhalten durch Ein-
gabe diskreter Punkte (k, s) definiert, wodurch eine multilineare Verfestigung beschrieben wird.
Dazu wurde in das Nennspannungs-Totaldehnungs-Diagramm ein Polygonzug konstruiert. Die-
ser Polygonzug wurde so wihlt, das die FlieBgrenze und die Instabilititsbedingung (6.17) exakt
wiedergegeben wurden. Aus den Stiitzstellen des Polygonzugs (o,,¢€) wurden gemaf (6.10) und
(6.12) o und € ermittelt. Subtraktion des elastischen Anteils ¢, liefert das gesuchte Wertepaar
(k,s).

Aufgrund der nach Erreichen der Zugfestigkeit einsetzenden Einschniirung der Zugprobe kénnen
die Wertepaare, die das nachkritische Verhalten beschreiben, nicht mehr aus den Zugkurven
ermittelt werden. Zur Bestimmung dieser Wertepaare wurden Finite-Elemente-Simulationen
durch Vorgabe eines imperfekten Zugstabs durchgefiihrt (s. auch [39]). Die das nachkritische
Verhalten beschreibenden Wertepaare wurden durch eine ,trial and error“ Prozedur solange
variiert, bis die Zugkurve moglichst gut wiedergegeben wurde. Die Wahl der Wertepaare wurde

dadurch eingeschrankt, dafl instabiles Materialverhalten (,softening®) ausgeschlossen wurde.
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Dies bedeutet, daf§ die Tangentenmoduln gréfler oder im Grenzfall gleich Null sind. Die so

ermittelten Materialparameter sind im Anhang B, Tabelle A.3 gegeben.

Die Abbildungen 9.1 bis 9.4 zeigen den Vergleich zwischen den berechneten Nennspannungs-
Totaldehnungs-Diagrammen und den aus den Experimenten ermittelten Zugkurven. Die Rech-
nungen wurden unter Ausnutzung der Axialsymmetrie und der Symmetrie um die ‘(r, ®,0)-
Ebene durchgefiihrt (vgl. Kap. 6.3.2). Der Stab besteht aus 40 8-knotigen axialsymmetrischen
Elementen mit reduzierter Integrationsordnung. Um eine Einschniirung des Zugstabs zu erhal-
ten, wurde die Kontur des Stabs gemif (6.27) mit £, = 107" und k = 2 (Stab 2) berechnet.
Die Rechnungen wurden mit den in Tabelle A.2 gegebenen temperaturabhingigen E-Moduln
und Querkontraktionszahlen durchgefithrt. Abbildung 9.5 zeigt den Zugstab in der Ausgangs-
und in der Momentankonfiguration bei e = 16.49% und 6 = 23°,

600+
_ 5004
o
% .
— 400-]
o
C
e
c 300+
g- .
@ — Experiment 23°C
é 2004 x  Simulation 23°C
----------- Experiment 200°C
1004 + Simulation 200°C
O . 1 1 !
o 2 4 & 8 10 12 14

Technische Dehnung [%]

Abb. 9.1: Vergleich Experiment : Simulation fiir § = 23°C und 6 = 200°C.
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Abb. 9.2: Vergleich Experiment : Simulation fiir § = 300°C und 6 = 400°C.
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Abb. 9.3: Vergleich Experiment : Simulation fiir § = 500°C und 6 = 600°C;
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Im Temperaturbereich zwischen 23 °C und 600 °C zeigt sich eine recht gute Ubereinstimmung
zwischen Experiment und Rechnung. Der Bruch der Zugprobe, die in der Zugkurve durch den
- Steilabfall gekennzeichnet ist, kann nicht wiedergegeben werden®. Die Abweichung im nachkriti-
schen Bereich bei 700 °C sind aufgrund von Kriecheinfliissen erklarbar, die mit dem verwendeten
Plastizitdtsmodell nicht erfafit werden konnen. Die hohen Gleichmafidehnungen fiir 800 °C und

900 °C deuten ebenfalls auf starke Kriechverformungen hin.

9.3 Einflul thermischer Imperfektionen

9.3.1 Axialsymmetrische Geometrie

In diesem Kapitel wird der Einflul von axialsymmetrischen Temperaturverteilungen auf den
maximal ertragbaren Innendruck und auf das nachkritische Verformungsverhalten des RDBs,
unter Verwendung der fiir den Reaktorbaustahl ermittelten Werkstoffparameter, aufgezeigt.
Ausgehend von dem im vorigen Kapitel in Abbildung 8.2 dargestellten FE-Netz wurden fiir
verschiedene Innenwandtemperaturen 8; und Winkel ¢q instationdre Warmeausbreitungsrech-
nungen und anschlieflend fiir die nach unterschiedlichen Zeiten ermittelten Temperaturfelder
Tragfahigkeitsanalysen durchgefiihrt. Neben 6; und ¢, ist die Zeit ¢ somit ein weiterer Parame-

ter.

Ausgehend von einem homogenen Temperaturfeld ;=400 °C wurden die in einem Bereich von
3.75° ober- und unterhalb von ¢, auf der Innenseite des Reaktordruckbehélters liegenden Kno-
ten mit der Temperatur 6; beaufschlagt (s. auch Abb. 7.9). Die Aufenseite des Behélters wurde
als adiabatisch angenommen. Mit der aus der Literatur [1] entnommenen und im Anhang B in
Tabelle A.1 gegebenen temperaturabhéngigen Werten fiir die Warmeleitfahigkeit k, die speuzi-
fische Warme ¢ und die Dichte p wurden instationare Warmeausbreitungsrechnungen durch-
gefithrt. Da in ABAQUS die zur Losung der Warmeleitungsgleichung (6.38) ben6figté Dichte
nicht als Funktion der Temperatur vorgegeben werden kann, wurde die spezifische Warme ¢(6)

gemal

pe(6) = p(6) <(0) | (9.1)

?Um dies simulieren zu kénnen ware ein Schiadigungsmodell fir duktile Schadigung und eine andere Flief-
funktion notig (s. z.B. TVERGAARD/NEEDLEMAN [77]). ToMITA gibt in [69] einen ausfiihrlichen Uberblick zur

Simulation plastischer Instabilitaten, einschliefllich Scherbander.
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unter der Annahme einer konstanten Dichte von p = 7850 kg/m3, umgerechnet, wobei p(6)*
g

und ¢(6)* den Literaturwerten entsprechen.

Im Rahmen der hier vorgestellten Untersuchungen wurden folgende Parameterstudien durch-

gefiihrt:
o 0;=[400,900]°C; t = 3600 s, o = 38.75°
o ¢=[0, 3600] s; 6;=900°C, ¢ = 38.75°
o @0 = [0,75]° 6;=900°C, t=3600 .

Den anschlieflend durchgefiihrten Spannungsanalysen wurden die aus den Warmeausbreitungs-
rechnungen resultierenden Temperaturverteilungen als Anfangsbedingung vorgegeben und fiir
einen vorgeschlagenen Innendruck p unter Zuhilfenahme des Pfadverfolgungsalgorithmus das
Anfangs-Randwertproblem geldst. Die Abbildungen 9.6 bis 9.8 zeigen die aus den FE-Rechnungen

ermittelten maximal ertragbaren Innendriicke p,,,, sowie die zugehorigen p — AV-Kurven.

Wi ) o
1 - = cql
= 50{ , \ 2 50
= 404 f&\.. v 6 =400°C* S_ 40-
X \ —- 6; =500°C o
S 304\ —. 0; = 600°C G 30
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& 20q%. 6; = 700°C v 204 Betriebsdruck
= « ~- 6; = 800°C Il Attt N
RERL) G — §; = 900°C 8 10
0 0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 400 500 600 700 800 900
relative Volumenanderung [%] Innenwandtemperatur [°C |

Abb. 9.6: Verformungsverhalten des RDBs sowie die zugehorigen kritischen in-
nendriicke p,... in Abhangigkeit von der Innenwandtemperatur 6; fiir eine
ringformige WarmeeinfluBzone; ¢, = 38.75°, ¢t = 3600s, 6, = 400°C.

Es zeigt sich, dafl das Verformungsverhalten und der ﬁlaxilllal ertragbare Innendruck sehr stark
von den Parametern Innenwandtemperatur, Zeit und Lage der axialsymmetrischen Tempera-
turverteilung abhingt. Es werden fiir unterschiedliche Kombinationen dieser Parameter kri-
tische Innendriicke ermittelt, die unterhalb des Betriebsdrucks eines Druckwasserreaktors (16
MPa) liegen. Es ist weiterhin erkennbar, dafl bei den meisten hier vorgegebenen Imperfektio-

nen die Innenvolumenzunahme im Bereich weniger Prozent liegt, wobei in fast allen Fallen
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Abb. 9.7: Verformungsverhalten des RDBs sowie die zugehorigen kritischen In-
nendriicke p,... in Abhangigkeit von der Zeit ¢ fur eine ringformige Warme-
einfluBzone ¢, = 38.75°, 6, = 900° 6, = 400°C.
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Abb. 9.8: Verformungsverhalten des RDBs sowie die zugehdrigen kritischen In-
nendriicke p,... in Abhangigkeit von der Lage der ringformigen Warmeein-
fluBzone; oq; 0; = 900°C, 8, = 400°C, { = 3600 s.

eine Verformungslokalisierung am Ort der Stérung ermittelt wird, wie an den Steilabféllen der
p— AV—K.urven erkennbar ist. Die Ausnahme stellt die sich fiir §; = 900° und ¢, = 38.75°
nach 10s einstellende Temperaturverteilung dar. Fiir dieses Temperaturfeld wird der Behélter
zu einem, der fundamentalen Lésung dhnlichen Verformungsverhalten angeregt. Abbildung 9.9
zeigt die nachkritische Verformung des Behalters fiir die in Abb. 9.7 mit A und B bezeichneten

Falle bei einer Restwandstarke von ca. 46% im engsten Querschnitt.
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A: T =400°C (homogen)

B: T =900°C, Ty =400°C
¥ =388, t =3600s - !

0: undeformierte Geomeirie i

Abb. 9.9: Nachkritische Verformungen des Behalters bei einer Restwandstarke von ca.
46% im engsten Querschnitt fiir die in Abbildung 9.8 mit A und B bezeich-

neten Falle (aus [40]).

Wahrend fiir den Fall B eine deutliche Einschniirung im Bereich der Warmeeinfluflzone er-
kennbar ist, verformt sich der Behalter im Fall A gleichméfBiger. Dies hat den relativ starken
Zuwachs des Innenvolumens zur Folge. Es sei an dieser Stelle noch einmal erwéhnt, daf das

nachkritische Verformungsverhalten des RDBs auf der Basis der Axialsymmetrie nicht reali-

stisch wiedergegeben wird (s. Kap. 8.2.3).
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9.3.2 Dreidimensionale Geometrie

Im Gegensatz zu den im vorigen Kapitel vorgestellten 3-D Rechnungen wird in diesem Ab-
schnitt die Grofle des hot spots variiert. Ausgehend von dem in Abb. 8.10 dargestellten dreidi-
mensionalen Netz wurde allen auf der Innenseite, innerhalb der Bereiche A, B und C liegenden
Knoten die Temperatur §;=900 °C aufgepragt. Die Auflenseite wurde wiederum als adiabatisch
angenommen. Die aus den Spannungsanalysen fiir die sich nach ¢ = 3600s einstellenden Tem-
peraturfelder ermittelten maximal ertragbaren Innendriicke konnen der Tabelle 9.2 entnommen

werden.
Tab. 9.2: Maximal ertragbare Innendriicke fiir verschiedene WarmeeinfluBzonen; ; = 900°C,
0y = 400°C, ¢ = 3600 s, o = 38.75°.

kritischer
Innendruck

[MPal

homogenes Temperatur- 60.3

feld 6,

3D (Bereich A) 50.3

3D (Bereich B) 28.8

3D (Bereich C) 18.6
axialsymmetrische 13.5

Geometrie

Erwartungsgemaf zeigt sich ein mit Zunahme der Warmeeinflufizone abnehmender kritischer
Innendruck ppa,. Der Bereich A ist dadurch gekennzeichnet, dafl sich in meridionaler Richtung
alle mit 6; beaufschlagten Knoten im Bereich 38.75° £ 3.75° befinden, wodurch sich der direkte
Vergleich mit dem Ergebnis einer axialsymmetrischen Rechnung anbietet. Es zeigt sich, daf
der mit Hilfe der axialsymmetrischen Rechnungen bestimmte kritische Innendruck deutlich
unterhalb des kritischen Innendrucks des lediglich mit dem hot spot beaufschlagten Behélters

liegt.

Abbildung 9.10 zeigt das nachkritische Verformungsverhalten des mit dem hot spot ”A” beauf-
schlagten Druckbehalters. Es ist deutlich das unsymmetrische, nachkritische Verformungsver-
halten des Behélters erkennbar. Wie bereits im vorigen Kapitel erwdhnt wurde, entlastet der
Behalter beim Erreichen von pp am oberen Ende der dem hot spot gegeniiberliegenden Seite

(s. hierzu auch [39]).
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Nachkritische Verformungen des mit dem hot spot "A” (s. Abb. 8.10) be-

aufschlagten Reaktordruckbehalters (aus [40]).

Abb. 9.10:
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Kapitel 10

Zusammenfassung

Mit Hilfe des Finite Elemente Programms ABAQUS, Version 4.9, wurden die Auswirkungen
von lokalen, zumeist thermischen Imperfektionen auf das Versagensverhalten elasto-plastischer
Druckbehélter analysiert. Im Vordergrund stand hierbei die Geometrie eines Druckwasserreak-
tors, dessen kugelfé6rmige Bodenkalotte mit axialsymmetrischen und punkt{6rmigen Tempera-

turimperfektionen beaufschlagt wurde.

Mit Hilfe des in ABAQUS standardmaflig implementierten Thermoplastizitdtsmodell fiir kleine
elastische und grofle plastische Deformationen auf der Basis einer v. Mises Fliefunktion wurde
das Versagen durch plastische Instabilitat untersucht. Die thermomechanische Kopplung, ein-
schliefilich der thermoelastischen Effekte blieb unberiicksichtigt. Da im Rahmen dieser Arbeit
das nachkritische Verformungsverhalten des Behélters von Interesse war, galt es zu iiberpriifen,
ob es sich hierbei um ein Verzweigungsproblem handeln konnte. Da keine Literatur zur Ver-
zweigung eines solchen Behalters bekannt ist, bot es sich zundchst an, die Auswirkung von
axialsymmetrischen Imperfektionen bei Kugelschalen genauer zu untersuchen, da hierzu neben
analytischen Losungen auch Finite-Elemente Simulationen von TVERGAARD sowie Experimente

von MARIN ET AL. existieren.

Nach einer Darlegung der zum Verstandnis dieser Arbeit wichtigsten Grundlagen der Mechanik
und der Materialtheorie, wurde auf das zur Herleitﬁng der in Kapitel 5 erlauterten Stabilitats-
und Bifurkationsfunktionale bendtigte Plastizitatsmodell eingegangen. Weiterhin wurde das in

ABAQUS implementierte Thermoplastizitatsmodell erlautert.

In Kapit’el 5 wurde zunéchst versucht, das Phianomen der Verzweigung bei elastisch-plastischen
Kérpern mit Hilfe des Shanley-Modells zu erklaren. Aufgrund der Einfachheit dieses 2-Feder-
Modells konnen die wesentlichen Phinomene felativ leicht z;,ufgezeigt werden. Es wurde deutlich,
daB bei elastisch-plastischen Koérpern der Verlust der Eindeutigkeit nicht gleichbedeutend mit
dem Stabilitatsverlust ist. Es zeigt sich, daf die sog. ,Tangent Modulus“-Last die niedrigste
Last darstellt, ab der eine (im Falle des Shanley-Modells stabile) Verzweigung moéglich ist. Eine

solche Situation tritt ein, wenn die Belastungsgrofle in einem von der Geometrie abhangigen
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kritischen Verhaltnis zum Tangentenmodul steht. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daf eine der
beiden Federn die neutrale Belastung erfahrt, wahrend die andere weiterhin plastisch belastet.
HUTCHINSON zeigte, dafl diese Aussage auf elastisch-plastische Korper verallgemeinert werden
kann. Eine neutrale Belastung in einer Zone, fiir die bei der perfekten Geometrie plastische
Belastungen ermittelt werden, ist eine hinreichende Bedingung fiir den Verlust der Eindeutig-
keit. Aus der Literatur zum Shanle&-Modell ist weiterhin bekannt, dafl kleine Stérungen der

Ausgangslage die niedrigste Verzweigungslast approximieren.

Die Verallgemeinerung fiihrt auf die Frage, ob bei fortgesetzter Deformation ein Kérper aus ei-
ner gegebenen Referenzkonfiguration in zwei verschiedene mit den Gleichgewichts- und Rand-
bedingungen vertragliche Konfigurationen bewegt werden kann. Aus diesem Grund wird le-
diglich die Differenz der beiden Geschwindigkeitsfelder untersucht, die den Kérper aus der
Referenzkonfigurationen herausfiihren. Es wird nun jener (kritische) Zustand gesucht, ab dem
zwei verschiedene Losungen des Anfangs-Randwertproblems méglich sind. Die Differenz der
Geschwindigkeitsfelder heiflt niedrigste Eigenform oder niedrigéter Eigenmodus, das Geschwin-
digkeitsfeld der zweiten Losung ist der sogenannte niedrigste Bifurkationsmodus. Neben dem
im allgemeinen relevanten niedrigsten Eigenmodus. existieren weitere Eigenmoden, fiir die bei

entsprechend héheren Lasten eine Verzweigung moglich ist.

Am Beispiel des axialsymmetrischen Zugstabs wurde nun demonstriert, wie sich die Lage lo-
kaler Imperfektionen bei der Simulation eines Zugversuchs auf das Verformungsverhalten des
Stabes auswirkt. Es zeigt sich die aus der Literatur bekannte Aussage, dafl lokale Imperfek-
tionen das Verhalten des mit einer globalen Imperfektion kleinerer Amplitude beaufschlagten
Bauteils approximiert. Dies setzt jedoch voraus, daf} sich die Amplituden der lokalen und der
globalen Imperfektionen am selben Ort befinden. Als globale Imperfektion werden jene Imper-
fektionen bezeichnet, die aus den Eigenformen abgeleitet werden konnen. Es wurde unterstellt,
daf die Eigenform eines Zugstabs der Lange [, mit Hilfe einer Kosinusfunktion cos(knrz/ly) mit
z =[0,ly] beschrieben werden kann. Unter dieser Annahme zeigen die FE-Réchnungen, dafl
die niedrigste Eigenform durch k = 1, gefolgt von k = 2, 3, 4, ... gegeben ist, was im Einklang.
mit den aus der Literatur bekannten Ergebnissen steht. Hinreichend weit vom Ende entfernte
lokale Imperfektionen fiithren zu einer dem Modus 2 dhnlichen Verformung, die dadurch ge-
kennzeichnet ist, dafl der Zugstab von beiden Enden her entlastet und zu der aus Zugversuchen

bekannten Einschniirung am Ort der Imperfektion fiihrt.

Weiterhin wurde gezeigt, dafl thermische Imperfektionen bei Verwendung temperaturabhangi-
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ger Materialparameter eine dhnliche Wirkung besitzen wie geometrische.

Fir die durch Innendruck belastete Kugel zeigt sich auf der Grundlage der Axialsymmetrie und
unter der Annahme kosinus{ormiger Eigenmoden, daf der niedrigste Bifurkationsmodus durch
k = 1 gegeben ist, wobei die Stabililitdt deutlich vor der Eindeutigkeit verloren geht. Dies
steht im Einklang mit der Literatur. Das nachkritische Verformungsverhalten ist dadurch ge-
kennzeichnet, dafl bei weiterer Zunahme des Innenvolumes weiterhin grofle Bereiche der Kugel
plastisch belastet werden, ohne jedoch eine Einschniirung am Pol zu zeigen. Fiir die globalen
Imperfektionen mit k = 2, 4 wird erst bei einem relativ hohen Innenvolumen eine Verzweigung
von der fundamentalen Losung ermittelt, obwohl fiir ¥ = 2 der maximal ertragbare Innen-
druck niedriger ist als bei der ersten Eigenform. Nach Erreichen jenes Innendruck, bei dem zum
erstenmal Entlastungen ermittelt werden, fiihrt im Falle & = 2 eine weitere Zunahme des In-
nenvolumens zu einer sofortigen Einschniirung am Aquator. Bei der Variation der Lage lokaler
Imperfektionen ¢q = [0, 7/2] zeigte sich eine kontinuierliche Abnahme des maximal ertragbaren
Innendrucks fiir zunehmende ¢g. Dieses Verhalten erscheint plausibel, da sich mit Zunahme von
o der Durchmesser des mit der Imperfektion beaufschlagten Bereichs vergroflert. Im nachkriti-
schen Bereich zeigte sich diese Tendenz jedoch nicht, obwohl sich Imperfektionen besonders im
nachkritischen Bereich stark auswirken sollten. Fiir hinreichend grofie ¢, wurde die Kugel zu
einer typischen Modus-1-Verformung angeregt. Gestiitzt durch experimentelle Ergebnisse von
MARIN ET AL. wurde daraus gefolgert, dafl das nachkritische Verformungsverhalten einer mit
Innendruck beaufschlagten Kugel auf der Basis der Axialsymmetrie nicht realistisch simuliert

werden kann.

Zu einer ahnlichen SchluBfolgerung fiihrten die Untersuchungen zum Reaktordruckbehalter,
wobel sich die Argumentation schwieriger gestaltete. Aufgrund seiner Geometrie ist der Pol
des perfekten Behalters die hochstbeanspruchte Stelle. Es zeigte sich, dafl bei Vorgabe einer
axialsymmetrischen Stérung im Pol mit verschwindender Amplitude die fundamentale Lsung
des Behilters angendhert wird, wodurch gezeigt wurde, dafl es sich hierbei um kein axial-
symmetrisches Verzweigungsproblem handeln kann. Aufgrund der allgemeinen inhomogenen
Spannungsverteilung wurde erwartet, daf} fiir eine auflerhalb des Pols eingebrachte Imperfek-
tion eine Mindestamplitude der St6rung notwendig ist, um den Ausgangspunkt des Versagens
weg vom Pol an den Ort der Imperfektion zu ziehen. Dies wurde mit Hilfe von 3D-Rechnungen
bestatigt. Eine abseits des Pols vorgegebene punktformige Imperfektion fiithrt ab einer kriti-

schen Amplitude zur Verformungslokalisierung am Ort der Imperfektion. Die Verformungslo-
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kalisierung 1auft in diesem Fall nichtaxialsymmetrisch ab. Diese Imperfektion stellt somit den
Ausgangspunkt eines nichtaxialsymmetrischen Behalterversagens dar. Die sprunghafte Ande-
rung des Verformungsverhaltens erinnert stark an ein Verzweigungsproblem. Es stellt jedoch
fiir die auferhalb des Pols vorgegebenen Imperfektionen, aufgrund der bendtigten Mindestam-
plitude kein Verzweigungsproblem im eigentlichen Sinne dar. Lediglich im Pol ist nﬁt einem

Verzweigungsproblem relativ zur Umfangsrichtung zu rechnen.

Zum AbschluB8 wurden auf der Grundlage der aus Zugversuchen identifizierten Materialpa-
rametern einige 'I&'agféihigkeitsanalyseﬁ fiir den Reaktordruckbehilter durchgefiihrt. Da beim
Zugversuch die Zugstidbe nach Erreichen der Zugfestigkeit einschniirten, wurden die das nach-
kritische Verformungsverhalten beschreibenden Parameter durch eine trial and error Prozedur
mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente ermittelt. Die Einschniirung wurde durch Vorgabe
eines imperfekten Zugstabs erzielt. Es sei an dieser Stelle die Wichtigkeit einer mdglichst ge-
nauen Anpassung der Materialparameter betont, da die Stabilitatsgrenze eines Bauteils erreicht
ist, wenn die anliegende Spannung in einem von der Bauteilgeometrie abhdngigen kritischen

Verhéltnis zum Tangentenmodul steht.

Es wurden einige axialsymmetrische Temperaturverteilungen ermittelt, die einzig und allein auf-
grund der mit zunehmender Temperatur abnehmenden Festigkeit des Werkstoffs die Tragfahig-
keitsgrenze unterhalb den Betriebsdrucks des Reaktors driicken. Die Variation der Grofle eines
hots spots ergab die zu erwartende starke Abhangigkeit des maximal ertragbaren Innendruck

von der geometrischen Abmessung der Warmeeinflufizone.
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Anhang A

d* P
Zum Shanley Modell: Herleitung von W

Mit

Cs = Py(E—E) + 4EE,rsing

l
Cp == (E-FE)+ (F+ Et);ta,n(!)
und deren Ableitungen
d
c, = diBA = 4 FE E,rcos¢
dCp |
Ch = —= = e ) ————
°B dg¢ (5 + Ft)'/' cos?¢

folgt fiir (5.23) zunachst
dP O Cp—CaClh
d¢ C

Daraus ergibt sich unter Beachtung der Quotientenregel:

P (C4Cp—CyCp+CyCh—CaCh) Ch —(C4Cp — CuCp)(2C5 Cp)
d ¢? ch
_ (ChCp—CuCl)CY, — (CY Cp—CaCh)(2CpCY)
— ot
mit
) &2C :
Cy = d¢2‘4 = —4EFE, rsing
&C 21t
Cg = B o (E + Et)——“— an¢

d ¢?

7 cos?¢
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An der Stelle ¢ = 0 folgt fiir die zweite Ableitung von P

d* P _ 2R*/r?(E+ E,)* —81(E + E,) EE,
d ¢? B (E — E,)? | ’

woraus sich fiir die drei charakteristischen Pfade schliefllich folgende Beziehungen ergeben:

w _ _4EE, r* . d> P _
B *T(E+B) 1 dé* |,_,
7'2 dZP 41E¢(E+E¢)(E¢-E)
A—1 ¢ Py=2FE,— = = < 0
’ "l dé |, , (E — E,)?
r? d> P 41E(E+ E)(FE — E,)
A—(-1): P,=2E— = 0
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Die den FE-Rechnungen zu Kapitel 9.3 zugrunde gelegten tempe-

raturabhangigen Materialparameter

Tab. A.1: Warmeleitfahigkeit k, spezifische Warme ¢ und Dichte p des Reaktor-
baustahls (aus [16]).

9 k ¢ 0
[°C] |[W/mK] | [J/kgK] | [kg/m’]
20 44.4 435 | 7850
200 43.2 500 7800
400 39.4 543 7730
600 33.0 600 7650
800 27.0 700 7600
1000 | 27.0 700 7500
1200 | 30.0 690 7350
1400 |  32.0 685 7200
1600 |  33.0 685 7100
2200 |  34.0 680 7000




Tab. A.2: Der Elastizitaitsmodul E und die Querkontraktionszah! v.

Tab. A.3: Die aus den Zugversuchen ermittelten Wertepaare (k, s).

0 E v
[C]| [MPa] | T[]
23 194000. 0.3
200 | 205000. 0.3
300 | 175000. 0.3
400 | 165000. 0.3
500 | 150000. | 0.304
600 | 136000. | 0.307
700 | 130000. | 0.312
800 | 60000. 0.324
900 | 16500. 0.324

23°C

[MPa] | (%]

460.00 | 0.00
578.32 | 3.03
632.43 | 5.00
666.94 | 6.97
696.50 | 11.31
739.95 | 20.00
769.95 | 30.00
779.95 | 40.00
782.95 | 70.00

200°C
k s
[MPa] | [%]
400.00 | 0.00
493.93. | 1.69
554.33 | 3.35
603.97 | 5.50
622.59 | 8.54
648.43 | 15.00
653.93 | 70.00

300°C
k s
[MPa] | [%]
420.00 | 0.00
503.10 | 1.31
574.32 | 3.07
626.27 | 5.62
638.94 | 7.61
681.33 | 50.00
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400°C 5060°C 600°C
k 3 k s k s
Mpa) | %) MPa] | (%] | e | [
370.00 | 0.00 355.00 | 0.00 290.00 0.00
455.16 | 1.02 387.08 { 0.30 306.93 0.41
531.68 | 2.96 409.31 | 0.80 309.65 1.29
576.68 | 5.33 429.06 | 1.85 557.08 | 125.00
603.86 | 9.92 435.39 | 3.31 559.58 | 150.00
634.11 | 20.00 493.80 | 20.00
709.11 | 50.00 538.80 | 50.00
711.11 | 70.00 540.80 | 70.00
700°C 800°C 900°C
k s k s k s
MPa] | [%) MPa) | %] (MPa] | [%]
147.00 0.00 61.00 0.00 45.00 0.00
151.30 0.75 69.50 1.26 53.16 3.30
152.13 1.29 76.73 2.77 57.00 5.49
525.51 | 300.00 86.09 6.41 68.39 17.83
99.34 20.35 74.38 26.34
351.02 | 300.00 265.94 | 300.00
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