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O stabilno�sci r�owna�n funkcyjnych o jednej zmiennej

Peter Volkmann1

Zusammenfassung. Es sei E ein Banachraum, Z eine Menge und ' : Z !

Z. Bei vorgelegten f : Z ! E und " � 0 ist die Zerlegbarkeit

f = h + r mit h('(x)) = 2h(x); kr(x)k � " (x 2 Z)

dazu �aquivalent, da� mit einer reellen Zahl � gilt:

kf('n(x))� 2nf(x)k � 2n" + � (x 2 Z; n = 1; 2; 3; : : :):

Es folgt ein Stabilit�atssatz f�ur die Funktionalgleichung f('(x)) = 2f(x) und

anschlie�end eine Anwendung auf Gleichungen der Form f(x � y) = f(x) +
f(y) (dabei ist � eine innere Verkn�upfung auf Z).

1. Niech E b�edzie przestrzeni�a Banacha, Z - zbiorem, a ' : Z ! Z dan�a
funkcj�a. Symbolem 'n oznaczamy n-t�a iterat�e funkcji ' (n = 1; 2; 3; : : :).
Rozwa_zamy r�ownanie funkcyjne

f('(x)) = 2f(x) (x 2 Z)(1)

dla funkcji f : Z ! E. Mo_zemy rozwa_za�c te_z r�ownanie og�olniejsze f('(x)) =
!f(x), gdzie ! > 1, ale p�o�zniej - w paragra�e trzecim - b�edziemy potrzebo-

wa�c jedynie przypadku ! = 2. Pewne rezultaty dotycz�ace tego og�olniejszego
r�ownania podamy na ko�ncu pracy.

W dalszym ci�agu f b�edzie oznacza lo raczej zaburzenia rozwi�azania r�ownania

(1). Nast�epuj�ace twierdzenie jest w duchu prac [1], [5], [12]; zasadniczym
krokiem jego dowodu jest granica (3), znana w literaturze (P�olya i Szeg}o [9],

zadanie I 99; Hyers [6]; Forti [4], prop.1).

Twierdzenie 1. Za l�o_zmy, _ze dana jest funkcja f : Z ! E i liczba " � 0.

W�owczas nast�epuj�ace dwa warunki s�a r�ownowa_zne:

(P) f = h + r, gdzie h('(x)) = 2h(x); kr(x)k � " (x 2 Z).

(Q) Istnieje taka liczba rzeczywista �, _ze

kf('n(x))� 2nf(x)k � 2n" + � (x 2 Z; n = 1; 2; 3; : : :):(2)

1Praca powsta la w czasie pobytu na Uniwersytecie �Sl�askim w Katowicach wiosn�a 2001

roku na zaproszenie Instytutu Matematyki tego uniwersytetu.
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Dow�od. Je�sli spe lniony jest warunek (P), to h('n(x)) = 2nh(x), sk�ad

kf('n(x))� 2nf(x)k = kh('n(x)) + r('n(x))� 2nh(x)� 2nr(x)k

� kr('n(x))k+ 2nkr(x)k � (2n + 1)";

tj. zachodzi (Q) z liczb�a � r�own�a ". Na odwr�ot, z warunku (Q) otrzymujemy


1

2n
f('n(x))�

1

2n+m
f('n+m(x))



=
1

2n+m
k2mf('n(x))� f('m('n(x)))k �

1

2n+m
(2m" + �) �

1

2n
(" + j�j):

Tak wi�ec 1

2n
f('n(x)) jest ci�agiem Cauchy'ego w przestrzeni Banacha E, a

zatem istnieje granica

h(x) = lim
n!1

1

2n
f('n(x)) (x 2 Z):(3)

Dla dowodu warunku (P) wystarczy sprawdzi�c, _ze dla tak okre�slonej funkcji
h : Z ! E mamy

h('(x)) = 2h(x) (x 2 Z);(4)

kh(x)� f(x)k � " (x 2 Z):(5)

Ot�o_z (4) wynika z (3), a (5) st�ad, _ze


1

2n
f('n(x))� f(x)

 =
1

2n
kf('n(x))� 2nf(x)k � " +

1

2n
�! " (n!1):

Uwaga. Funkcje h oraz r wyst�epuj�ace w warunku (P) s�a wyznaczone jedno-

znacznie: Je�sli mamy dwa takie rozk lady

f = h1 + r1 = h2 + r2

funkcji f , to dla funkcji g = h1 � h2 = r2 � r1 dostajemy g('(x)) = 2g(x)

oraz kg(x)k � 2". St�ad

2nkg(x)k = kg('n(x))k � 2" (x 2 Z;n = 1; 2; 3; : : :)

i wobec tego g znika identyczno�sciowo.

2. Stabilno�s�c. Podzbi�or W przestrzeni Banacha E jest idealnie wypuk ly

(Lif�sic [7]), gdy dla ka_zdego ograniczonego ci�agu d1; d2; d3; : : : jego element�ow

i dla takich liczb �1; �2; �3; : : : � 0, _ze
1P
n=1

�n = 1 mamy
1P
n=1

�ndn 2 W .

Nast�epuj�acy rezultat jest pewn�a wersj�a twierdzenia Jacka Tabora [10] o sta-

bilno�sci w sensie P�olyi-Szeg}o-Hyersa-Ulama.
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Twierdzenie 2. Niech W b�edzie ograniczonym i idealnie wypuk lym podzbio-

rem przestrzeni E, a funkcja f : Z ! E spe lnia

f('(x))� 2f(x) 2 W (x 2 Z):(6)

W�owczas istnieje dok ladnie jedna taka funkcja h : Z ! E, _ze

h('(x)) = 2h(x); h(x)� f(x) 2 W (x 2 Z):(7)

Dow�od. Wybierzmy tak " � 0, _zeby

W � K(") := fxjx 2 E; kxk � "g:(8)

(6) implikuje kf('(x)) � 2f(x)k � " (x 2 Z), a stosuj�ac zasad�e indukcji

matematycznej z  latwo�sci�a otrzymujemy

kf('n(x))� 2nf(x)k � (2n � 1)" (x 2 Z;n = 1; 2; 3; : : :):

Tak wi�ec (2) zachodzi dla � = �". Mo_zemy zatem zastosowa�c twierdzenie 1

i dostajemy (dok ladnie jedn�a) tak�a funkcj�e h : Z ! E, _ze

h('(x)) = 2h(x); h(x)� f(x) 2 K(") (x 2 Z):

Funkcja ta dana jest wzorem (3). Zgodnie z (6), dla x 2 Z mamy

d1(x) := f('(x))� 2f(x) 2 W;

d2(x) := f('2(x))� 2f('(x)) 2 W;

d3(x) := f('3(x))� 2f('2(x)) 2 W itd:

Otrzymujemy zatem

h(x)� f(x) =
1X

n=1

1

2n
dn(x) 2 W

i tym samym (7) jest w pe lni wykazane.

3. Dzia lania kwadratowo symetryczne. Maj�ac dane (dowolne) dzia lanie

� : Z � Z ! Z za l�o_zmy, _ze nasza funkcja ' : Z ! Z dana jest wzorem

'(x) = x2 := x � x (x 2 Z):

R�ownanie (1) ma teraz posta�c

f(x2) = 2f(x) (x 2 Z):

Dla x 2 Z okre�slamy indukcyjnie pot�egi x2
n

(n = 1; 2; 3; : : :) przyjmuj�ac
x2

n+1

= (x2
n

)2 (n � 1). Tym samym 'n(x) = x2
n

i wobec tego (2) przybiera
posta�c

kf(x2
n

) � 2nf(x)k � 2n" + � (x 2 Z;n = 1; 2; 3; : : :);(9)
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a (3) to

h(x) = lim
n!1

1

2n
f(x2

n

) (x 2 Z):(10)

Za l�o_zmy teraz, _ze � jest dzia laniem kwadratowo symetrycznym (por. [8]), tzn.

(x � y) � (x � y) = (x � x) � (y � y) (x; y 2 Z);

czy te_z kr�otko

(x � y)2 = x2 � y2 (x; y 2 Z):(11)

U_zyteczno�s�c tej w lasno�sci w problematyce stabilno�sciowej znana jest z pracy

Fortiego [3] (por. te_z prac�e Borelli i Fortiego [2]). Zauwa_zmy, _ze (11) poci�aga

(x � y)2
n

= x2
n

� y2
n

(x; y 2 Z; n = 1; 2; 3; : : :):(12)

Z twierdzenia 1 jako prosty wniosek otrzymujemy zatem r�ownowa_zno�s�c nast�e-
puj�acych dw�och warunk�ow (dla danej funkcji f : Z ! E i liczby " � 0):

(P0) f = h + r, gdzie h(x � y) = h(x) + h(y); kr(x)k � " (x; y 2 Z).

(Q0) Istniej�a takie liczby rzeczywiste �; �, _ze zachodzi (9) oraz

kf(x � y)� f(x) � f(y)k � � (x; y 2 Z):(13)

(T�e r�ownowa_zno�s�c (P0) () (Q0) mo_zna znale�z�c te_z w [12]; implikacja (P0)
=) (Q0) nie wymaga kwadratowej symetryczno�sci (11). Przedstawione po-

ni_zej rozumowanie pokazuje, _ze (13) poci�aga r�owno�s�c h(x�y) = h(x)+h(y).)

Ciekawiej jest popatrze�c na twierdzenie 2: warunek (6) oznacza teraz, _ze

f(x2)� 2f(x) 2 W (x 2 Z). Zast�apmy go przez

f(x � y)� f(x)� f(y) 2 W (x; y 2 Z):(14)

Dla liczby " spe lniaj�acej (8) mamy

kf(x � y)� f(x)� f(y)k � " (x; y 2 Z);

a zast�epuj�ac x; y przez x2
n

; y2
n

, zgodnie z (12) otrzymujemy

kf((x � y)2
n

)� f(x2
n

)� f(y2
n

)k � ":(15)

Dziel�ac t�e nier�owno�s�c przez 2n i uwzgl�edniaj�ac (10), dostajemy

h(x � y) = h(x) + h(y) (x; y 2 Z):(16)
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Konkluzja. Je_zeli w twierdzeniu 2 warunek (6) zast�apimy przez (14), gdzie

� : Z � Z ! Z jest dzia laniem kwadratowo symetrycznym, to w (7) r�owno�s�c

h('(x)) = 2h(x) mo_zna zast�api�c przez (16).

Ta wersja twierdzenia 2 podana jest w [13]. Przypomnijmy tak_ze uwag�e

J�ozefa Tabora [11]: Aby otrzyma�c (16) z (14), za lo_zenie kwadratowej syme-
tryczno�sci mo_zna os labi�c; wystarczy za_z�ada�c co nast�epuje:

(T) Dla x; y 2 Z istnieje przynajmniej jedna taka liczba ca lkowita n � 1, _ze

(x � y)2
n

= x2
n

� y2
n

:

W�owczas bowiem

(x � y)2
n
k = x2

n
k

� y2
n
k

dla pewnego (zale_znego od x; y) ci�agu n1 < n2 < n3 < : : :!1. Mamy (15)

dla n = nk (k = 1; 2; 3; : : :), dzielimy przez 2nk , przechodzimy do granicy,

gdy k !1 i dostajemy (16). Mamy wi�ec uog�olnienie - w sensie uwagi J�ozefa
Tabora [11] - twierdzenia stabilno�sciowego Jacka Tabora [10]:

Twierdzenie 3. Niech W b�edzie ograniczonym i idealnie wypuk lym podzbio-

rem przestrzeni E, a � : Z �Z ! Z niech spe lnia warunek (T). Za l�o_zmy te_z

(14) o funkcji f : Z ! E, tj.

f(x � y)� f(x)� f(y) 2 W (x; y 2 Z):

Istnieje w�owczas dok ladnie jedna taka funkcja h : Z ! E, _ze

h(x � y) = h(x) + h(y); h(x)� f(x) 2 W (x; y 2 Z):

Zauwa_zmy, _ze tak_ze do otrzymania r�ownowa_zno�sci (P0) oraz (Q0) za lo_zenie

(11) mo_zna zast�api�c przez (T).

4. O r�ownaniu funkcyjnym f('(x)) = !f(x). Odno�snie r�ownania

f('(x)) = !f(x) (x 2 Z);

gdzie ! > 1, twierdzenie 1 pozostaje w mocy, gdy w warunku (P) r�ownanie,
kt�ore spe lnia�c ma funkcja h, zast�apimy przez h('(x)) = !h(x), a nier�owno�s�c

(2) przez

kf('n(x))� !nf(x)k � !n" + � (x 2 Z; n = 1; 2; 3; : : :):

Twierdzenie 2 jest s luszne dla ! > 2, je�sli tylko w (6), (7) liczb�e 2 zast�apimy
przez ! i za_z�adamy dodatkowo, _ze 0 2 W .
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